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SScin'ötlOn  einer  gunctlon,  f.  25arlafloit{!re4>' 
nung. 

SSciriCltionen  gcgeBener  ©Inge  ober  Sie» 
mente  in  bcr  ^^ombinationote^re  finb  ofle  in6glid)e  SÖcr= 
binbungen  berfelben  jugteic^  mit  .allen  moglid)en  SSerfe^uns 
gen/  olfo  Sombinofionen  mit  ^ertnutationen  C©.  biefe 
2Irtt.)'  eine  gleiche  ^Injabl  (Elemente  enthaltenben, 

SÖariatiönen  werben  ju  einerlei  Älaffe  gerechnet;  bie  gleid)c 
5lnfong«elemente  hoben/' bilben  einerlei  Orbnung.  fOion 
unterfdh<il>et  Sßariationen  überhaupt  ohn^  unb  mit 
SBieberh Ölungen,  /enad)bem  jebeo  (Element  nur  ein 
ober  mehrere  9Kal  i n jeber  einjelnen  Somple^ion  porfom- 
men  borf.  Sßerbinbet  man  eine  23u4?flobenreihe  mit  ber 
natürlichen  ^ohtenreihe: 

l/2,3,4,5,6y.<...  » 

a,b,  c,d,e,f,  . • . . , 

legt  jebem  (Element  einen  befiimmfen  3o'^^«”werth  nai^ 
feiner  ©teile,  einen  bejtimmten  Socalwerth,  bei,  unb 
bilbet  nun  bie  Sßariationen  no^  bem  ©efe^e,  ba0  in  jeber 
©omplepion  bie  ©umme  ber  ©teßenjahlen  eine  bej?immte 
3ahl  ifi;  fo  hot  man  Variationen  ju  einer  befHmni' 
ten  ©umme.  Vod)  ber  .^inbenburgfehen  ©ho* 
rafterijlif  werben  bie  Ite,  2te,  3tc,  4te  itlalfe  u.  f.  f. 


Digitized  by  Google 


590 
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bfr  SßoriaHoncn  o^ne  unb  mit  SBIebtcl^otungen , unb  juc 
©umme  n,  bur*  A' , B' , C , D' , ’Ai  'B,  'C, 

'D,  "4/  "C,  “I),  . . . . , 

1.  man  bie  mfe  bcc  fljariaelonen  ol^ne 
SBieber^oIungen  für  n (Elemente;  fo  (eitet  man  baraue; 
offenbar  bie  (m  + l)te  i?(affe  ab,  wenn  man  jeber 
Somplejrion  ade  bie  (Elemente  nadb  ber  CReibe  norfe^t, 
tt>e(4)e  fie  ni^)t  entbütf,  fo  baf  alfo  aus  jeber  £omp(c|:iott 
ber  raten  Älaffe  n — m Compleponen  ber  (m  + l)ten 
JKtaffe  entfpringen.  Söejeidbnen  mir  a(fo  mit  ^inben* 
bürg  bie  2lnjabl  ber  €omp(epionen  bur^  «/(numeru^ 
specierum ) ; fo  i(l  offenbar 

D fM'  =s  n/M'.(n  — m)  , 

unb^  tpenn  man  ouf  biefe  2lrf  weiter  ftbtieft; 

n fM’  = n/ilf . ( n — m ) 

= n/M' . (n  — m + l)(n  — m) 

— a 

x=  n/M”  .(n  — m + 2)(h  — m+l)(n  — m) 


= n/ii'.(n  — 1)  ...  (n--in  + l)(n— m); 

fofglidb/  ba,  bei  n (Elementen,  offenbar  n/4'  = n 
ift ; wenn  man  jugleidb  ra  + 1 mit  m »ertaufdjt,  bei  n 
(Elementen: 

p/JM'  = n(n — i;)(n  — 2)...(n  — m+l)  , 

b.  f).  bie  5lnjab(  ber  Söariationen  o^ne  SBieberbofnngen  ber 
raten  Älaffe  für  n demente 

= n(n  — l)(n  — 2)...(n  — m+l)  , 

welcbeg  ftcb  and?  (cid>t  aues  ber  '^beorie  ber  dmbinas 
tionen  in  Sßerbinbung  mit  bcn  ^ermutationen,  biitteiftn* 
ben  (affen. 

2.  ®ie  nte  Ä(affe  ifl  offenbar  bie  (c^te,  unb  fo(g(id> 
bie  ©efammtjabl  ber  SDariationcn  ohne  S®ieberbo(ungen  in 
aßen  Ä(ajfen : 
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l^  + ^(n  — :J)  + n(a-l)(n  — 2)  + ..t  + P(tt— 1)  • ••  l‘. 

95citi6ncit  wk  biefe  2lnja^t  bet  n unb  n -^1  eUmenfe« 
bureb  [n]  unb  [n  — 1];  fo  ijl 

[n]  =^n|l  + (n— t)  + (n-l)(n-r2)  + ...  + (»  — 1)  •••  1|  ? 

b,  {. 

[n]  = I t + [n— 1 ]|.n  , 

iiflcb  roetebec  0Je(ation  bic  93erccbnung  teifbt  fuccefftbe  f4c 
n ==  1 , 2,  3,  4,  u.  f.  f.  angejlettt/  unb  eine  ^afei  ent* 
worfen  werben  fann. 

3.  §ur  Sßariofienen  mit  SBIebecboiungen  erbSif  man 

•hl 

au«  'M  offenbar  'M,  wenn  man  jebe  £pniple|rion  in 
'31  mit  jebem  bfr  gegebenen  n ßlemenfe  uerbinbef ; fo 
baß  alfp  * • 

n /’M  = ny^M . n , . ^ 

unb/ wenn  man  fö  weiter 

»t  , — • 

nfU  = n/'M  . n = n/M  . n*  ■ 

= nf~M.n*^  = ...  = n/'.rf.n«  = n««, 

weit  au4>  öffenbar  n/A  =:  n ifi.  Sltfo  nf'J^ 
= n'",  ober  bie  2lnjabl  ber  55arlationen  ber  mfen 
iitoffe  mit  2Bieberbotungen  für  n Stemente  ==  n’".  ®fe 
2Injabt  biefer  Sßariationen  in  ben  erfien  m .^taffen  ifl 
alfo 

n(iito  — 1 ) 

= n + n»  + nä  + , . . + n®  = — — * 

4,  3Ba«  nun  ferner  bie  2tniabt  ber  SSariatipnett  5ur 
©umme  n ber  mten  Stoffe  mit  SBieberbotungen  be» ' 
trifft;  fo  (affen  biefe  Sßariationen  abt^eiten,  1)  in 
fol(^»e/  bie  mit  1 anfangen , beren  fo  biete  ßnb/  wie  in 

2)  infptebe/  bie  mit  2 anfangcu , beren  fo  biete 

finb,  wie  in  3)  in  fotef)«/  bie  mit  3 atifan» 
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gen,  feeren  fo  pnfe/  at«  in  u.  f.  f.  (Enbfict» 

In  fot^e,  feie  mit  n — m + 1 onfdngen,  weld)eg  offen* 
bar  feaö  l^ö^fle  Clement  ifi,  feaö  in  feer  mten  iviaffe  jur 
©ummc  n norfommen  fonn,  fea  feann  feie  übrigen  m — 1 
Ctemente  aße  = 1 jinfe.  tiefer  Sßariationen  jinfe  fo  »ie(e, 

üU  in  2Ufo  ifl 

—I  —1  -I  -I  . 

. JDa  nun  offenbar  n /“4  = 1 iff ; fo  ifl 


n/“B  = + n f^~^A  + + . . . + n f^A  = n — l ; 

D faC  — n y"~'ß  + D f^—^B  + n y«— äß  + + bJ'^B 

= (n-2)  + (n-3)  + (n-4)  + ...  + 1 = i 

n/»D  = xifn-iC  + n/n-2C  4-  n/n-J(7+  ...  + n/>C 

_ (n-2)(n-3)  (n-.3)(n-4)  2_^X 

~ 1.2  ■ 1.2  ■^1.2 

(n  — l)(n — 2)(n  — 3),<w.  ..  ^ ^ 

: = ^ \.2.~3  (Sigunrte  Sollen)  » 

/ 

SEBie  man  auf  feiefe  2Irf  mit  J^üife  feer  ^bf oric  feer  figurtr* 
fen  öber  aritbmctifdfeen  Dveiben  f)äberer  Orfenungen 

(©.  feiefe  2lrtf.)  meifer  geficn  fann,  erbeflet  Iei4>t.  2lß* 
gemein  ifi: 

n rnM  - (n  — l)("-^2)...(n-m  + n 
^ - 1.2.3...(m_l> 

/ 

ofeer,  tvie  feurdb  freuimcife  !Oiu(tip(ication  leidet  erbeßet, 
audb 


n/-iH  = ” ^ t V •■•! " -Zll  . - ' 

1.2.3...(ii  — in; 

!J)ie  bödbfie  itlaffc  ifl  offenbar  feie  nte,  in  mel^^er  a(fo  feie 
2lniabi  feer  Compleyionen 


I 
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_ (n-l)Cn-2) 1 _ j 

“ 1.2.3...(n— 1) 

i|l..  ^(fe  bie  b«r  Sßariafionen  jur  ©umme  n in 
öflen  Ätaflen  öbec^aupt 


(n  — l)('n^2)(n-.3) 


. . n — 1 , (n  — DCn— 2)  , 

= *+—  + TT  + 1.2.3 

(n  — l)(n-2)  , n — 1 


. + 


1 .2 


+ 1 , 


t>.  i.  na4?  bem  binomifc^en  Se^rfa^e 

= (1  +!)““*  = 2»-»  . 

5.  ©ollen  bie  Söarlafionen  gegebener  (Elemente  mtefs 
Uä}  aufgejteUf  werben ; fo  leitet  man  aus  jebet  Älaffe 
bie  nddbjl  folgenbe  ab,  inbem  man,  wenn  SBieber^olun» 
gen  »erjiaftet  jinb,  jeber  Somptepion  jener  .klaffe  jebeef 
gegebene  Clement  nach  ber  3iei^e  «orfc^reibtj  wenn 
ober  feine  SBieber^olungen  nerfiattet  finb,  fo  werben 
olle  (Elemente  nadb  bccDvei^e  nur  ben  Complejrionen  ber 
gegebenen  .Älaffe  »orgefe^t , in  welchen  jie  noch  nicht  ent= 
halten  ftnb.  S^ngt  man  »on  bet  erfien  j?(afle  an : fo  er» 
hält  man  auf  biefe  3lrt  lei^t  alle  übrigen  nodh  ber  0ieihe. 
Sei  Sßariationen  ohne  SGBieberholungen  für  n (Elemente 
ijl  bie  nfe  .Klaffe  bie  leJjfe.  ©ei  Sßariationen  mit  unein» 
gefdhränften  2ßieberholungen  gehen  bie  .Klaffen  ins  Un= 
enbli^e  fort,  golgenbe  Cpempel  bejiehen  <mf  »ier 
Clementea,  b,  c,  d,  unb  tei4>en  bis  jum  3lnfange  ber 
vierten  .Klaffe. 

6.  aSatiationen  mit  SSiebetholungen. 


a 

b 

c 

d 

aa 

• ab 

ca 

ad 

ba 

bb 

bc 

b(£ 

ca 

cb 

cc 

cd 

da 

db 

‘ de 

dd 

aaa 

aab 

aac 

aad 

aba 

abb 

abc 

abd 

aca 

acb 

acc 

aed 

ada 

adb 

ade 

add 

baa 

bab 

bac 

bad 

bba 

bbb 

bbc 

bbd 

bca 

beb 

bec 

bed 

bda 

bdb 

bdc 

bdd 

' 
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Caa_ 

cab 

cac 

bad 

cba 

ebb 

ebe 

ebd 

cca 

ceb 

ccc 

ced 

cda 

cdb 

ede 

edd 

daa 

dab 

dac 

dad 

dba 

dbb 

dbc 

dbd 

dca 

deb 

dcc 

ded 

dda 

ddb 

ddc 

ddd 

aaaa  aaab,  aaac  aaad 

aaba  aabb  aabc  aabd 


ll.  f.  f.  u.  f.  f. 

7.  95ariafionett  ol^ne  QBieber^oIungen. 


b 

c 

d 

ab 

ac 

ad 

ba 

bc 

bd 

ca 

cb 

cd 

da 

db 

de 

abc 

abd 

acb 

aed 

adb 

ade  ' 

bac 

bad 

bca 

bed  ' 

bda 

bdc 

cab 

cad 

cba 

ebd 

cda 

cdb 

dab 

dac 

dba 

dbc  . 

- 

dca 

deb 

V abcd 

abdc 

acbd 

Qcdb 

adbo 

' adcb 

bacd  , 

«•  f-  f- 

8.  fid|>  bie  Sßatwflotiin  auf  m^vttt  (Efe* 

menfenret^en  p,  q,  r,  u.  f.  f.,  bie  ou(j[)  rücfficbfltdi)  bec 
Slnja^i  bec  Siemente  »erfdbieben  ftijn  f6nnen ; fo  »erben 
bie  93ariafionen  »ie  in  (6.)  enfwicfelt,  nur  mit  bem  Unters 
fc^iebe/  ba^  man  in  bie  le^te  ©teile,  otö  bie  erfte,  (Eies 
mente  outs  p,  in  bie  2te  (Elemente  aus  q,  in  bie  3te  (Eies 
mente  aus  r fe^t,  u.  f.  f.  wobei  ju  bemerfen,  bap  hierbei 
ou^  bie  Slnjobl  ber  Älajfen  begrinjt,  ndmlic(>  bcr  2lnja^l 
bet  gegebenen  (Elementenrei^en  glei(^  ifT,  »ie  lei(^t  erhellet, 
gör  bie 
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p(a,  b,  c,  d) 
q(A,  B) 
r(o,  ß,  y) 

ctl^alf  maft  j.  S. 


a 

b 

c 

d 

Aa 

Ab 

Ac 

Ad 

Ba 

Bb 

Bc 

Bd 

aAa 

«Ab 

<iAc 

aAd 

oBa 

oBb 

sBc 

oBd 

ß\a. 

^Ab 

/SAc 

ß\d 

• /?Ba 

ßBh 

ßBc 

ßBd 

}'Aa 

yAb 

Y^c 

yAd 

yBa 

yBb 

yBo 

yBd 

J^i'^ere  itlaflett  giebf  cö  in  biefem  ^atlc  nidbf.  S5elb«r 
CEnfwtcfcIung  bcr^i'Obwcfe  ber0vd^cnfömmenS3adaf  Ionen 
biefcr  5ltf  immet  vor.  @inb  bie  Dvei^en  unenblicb/  fo 
ftnb  ou4>  bie  obigen  (Etemenfenrei^en  «nenbti^^,  nnö  bie 
^njal^t  ber  j^Iajfen  i(i  unbegrün^t. 

9.  ©oü  eine  ^iajfe  oufer  betOrbnung  borgefletle  wer» 
ben;  fo  f^>reibe  mon  bei  »erffaffeten  Sßieber^oiungen  alle 
gegebenen  Elemente  unter  einanber;  fejje  allen  a vor,  ver» 
tauf(^>e  bag  vorgefei^te  a mit  b , bae  vorgcfe^te  b mit  c, 
u.  f.  f.  big  ju  (Enbe.  2lllen  Complepionen  fc^e  man  wiebec 
a vor,  verfahre  übrigeng  wie  vorder,  unb  fe^e  bieg  fo 
lange  fort,  big  man  bie  verlangte  Älaffeerreiibtl^at.  ©oll 
bagegen  bie  mte  Slajfe  ber  SSariationcn  o^ne  5iBieber^olun* 
gen  entwicfelt  werben;  fo  f(^)reibe  man  bie  (Elemente  vom 
mten  an  unter  einanber,  fe^e  allen  bag  (m  — l)te  (Eie» 
ment  vor,  vertaufi^)e  nun  überall  bag  (m — l)te  unb  mte, 
mte  unb  (m  + l)fe  (Element,  u.  f f.,  gegen  einanber, 
f(breibe  allen  £omptc):ionen  bag  (m  — 2)tc  (Element  vor,  . 
unb  verfahre  weiter  ganj  auf  ü^nlidbe  ^rt.  SKit  bem 
58orfeften  beg  erjlen  Slementg  errei^t  man  bie  verlangte 
.Slaffe.  ©ieg  giebt  folgenbe  ©arfiellungen  bet  3fen  .Älajfe 
für  vier  (Elemente; 


^p2 
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a a a 
a a b 
8 a c 
a a d 


a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 


b a 
bb 
b c 
b d 
c a 
c b 
c c 
c d 
d a 
db 
d c ' 
dd 


b a a 
bah 
b a c 
b a d 
bba 
bbb 
b b c 
bb  d 
b c a 
beb 
b c c 
b c d 
b d a 
b d b 
b d c 
bdd 


c a a 
c a b 
c a c 
c a d 
c b a 
ebb 
c b c 
c b d 
c c a 
c c b 
c c c 


e e d 
c d a 
c d b 
c d c 
c d d 


d a a 
d a b 
d a c 
d a d 
d b a 
dbb 
d b c 
dbd 
d c a 
d c b 
d c c 
d c d 
d d a 
ddb 
ddc 
ddd 


albte 

a^d 


a c b 
a c d 
a db 
ade 


b a c 
b a d 
bc  a 
b e d 
b d a 
b d c 
c a b 
e a d 
e b a 
c b d 
e d a 
c d b 
d a b 
d n*e 
dba 
db  e 
d c a 
deb 


I 


S5eibe  ©arfleHungen  ftnb  in»otutocifd(?. 


10.  ®lefe  Dvegetn  ftnben  bei  bem  @^feibe»t  ber3a^(ett 
tiadb  einem  be|iimiiUen  ga^ienfvflem  i^rc  Qlnwenbung,  wie 
j.  33.  foigenbe  S)arfießung  für  bas  ga^ienf^fiem,  beffen 
©runbja^i  brei  i|^e 
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Ojoolo  (0)  , 

' 000t  (1) 
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«•  f*  f- 

©ie  cingefi^jtolfcnen  34^^”  cnffprc(^)enbcn  becabi* 
f4)en  ^a^Unausbrucfe. 

11.  Sei  Sßariafionen  ju  bejlimmfen  ©Ultimen  (eifef 
mon  enfmebec  illaffen  auei  iltaffen,  ober  ©ummen  au« 
©ummen  ab.  3m  erjien  gaffe  fd^reibt  man  bie  gegebene 
©umme  n als  Union  in  bie  er|?e  itlaffe.  3)ie  Simonen 
erhält  man  but^  *>on  n in  jwei  ^ ^ei(c  auf  affe 

moglicbe  Wirten:  1/  n — 1;  2,  n — 2;  3,  n — 3;,...; 
n — 2,  2;  n — 1,  1.  ?ffu«  ben  Simonen  er^)<i(r  man 
bie  "^ernionen,  »enn  man  baö  iei^fe  Clement  auf  d^nliclje 
^rtin  iwei  ^^eile  {erlegt,  inbem  man  bie  übrigen  ungeäm 
bert  l&ft,  unb  eben  fo  ergeben  ftdb  au«  ben  ‘Sermonen  bie 
Duaternionen,  u.  f.  f.  3*«  i^eiten  gaff  ftnbet  man  au« 
ben  Soriationen  {ur  ©umme  n — 1 bie  {ur  ©umme«, 
wenn  man  jenen  affen  {uerft  1 ober  a borfe^t,  unb  bann  in 
offen  Sßariationen  {ur  ©umme  n — 1 ba«  erfie  Clement 
ou^;»  mit  bem  nertaufcbt,  inbem  bie  übrigen 

ungeänbert  bleiben.  X>ie«  giebt  für  bie  ©umme  6 foU 
genbe  S>ar(iellungen: 
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6 

15 

24 

33 

42 

JL  . 

114 

123 

132 

141 

213 

oo*> 

231 

312 

321 

411 

1113 

112? 

1131 

1212 

1221 

1311 

2112 

2121 

2211 

3111 

11112 

11121 

11211 

12111 

21111 

111111 


1 

1 

111 

1 

1 

•» 

1 

21 

l 

3 

o 

1 1 

2 2 

3 1 

14 

12111 


12  12 

1221 

123 

1311 

1 32 

141 

1 5 

21111 

2 112 
2121 
213 
22  11 
<}  o <> 

23  1 

24 

3 111 

312 

S21 

3 3 

411 

42 

51 

6 


Sie  jweUe  S)arffeIIung  ijl  ini)6(uforifc^>  fit  ?5eju3  <mf 
feie  ©«.mmen,  SEBic  mon  fi^)  bei;  93udt>(fabcnelemcntcn  ju 
t)frf)alfen  f)a( , folgt  ^ierauo  unmittelbar. 

12.  ©oll  eine  bcjlimmte  .Älojfe,  j.  33.  bie  rnte,  ber 
58ariatioii«n  jut  ©umme  n au^ec  ber  Drbnung  bargeflellt 
werben ; fo  fuebe  man  junäcbjl  ba6  b^cbjle  (Element  x, 
wclAeo  in  ber  »erlangten  .klaffe  »orfommen  fann.  ®a 
offenbar/  wenn  m — 1 Elemente  = 1 finb/  m — 1 +x = n 
fei;nmu0;  fo  i(l  immer  x ^ n — m + 1.  S)iefem  l)bcb= 
fren  Clement  fe^e  man  1 »or;  »ertaufdbe  bann  immer  ba« 
»orgefejjtc  Clement  mit  bem  näcbjt  unb  bae;  Ic^te 

mit  bem  nScbfl  niebrigen,  big  biefeo  = 1 wirb/  fe^e  fo» 
bann  wieber  atten  erhaltenen  ^inionen  1 \>ov,  unb  »ertaufibe 
wieber  immer  baß  »orgefe^tc  Clement  mit  bem  nadbfl 
bern/  baß  le^te  mit  bem  nä4>(l  niebrigern/  ein  SBerfabren/* 


Digilized  by  Google 


I I 

SSariationörcd^mmg.  599 


wet^ei  numfo  fange  forffe^f,  afö  ble  -gegeBene  34^ 
(Sin^eUen  ent^Äff,  . ©ei  bent  93crfawf4)en  bcc  Sfemenfe 
werben  offe  bie  Sompfe;:ionen  ubergongen,  beren  fe^fes 
(Element  =1  tff.'  '§ör  m = 4,  n :=  7 erl^5ft  tnon 
l^lerno^j: 


7D 


1 

1 

1(4 

; 1 

I 

23 

1 

1 

32 

1 

1 

41 

1 

213 

1 

222 

1 

231 

1 

312 

1 

3 

21 

1 

411 

2113 


'•■2122 

2131 

2212 

2221 

2311 

3112 

3121 

3211 

4111 


Uc6er  bie  ?fnwenbung  ber  25ariationen  in  bet  3fnafi;|T«! 
f.  ben3Irf.  Sombinatorif4>e  Slnofpfte,  unb  fuebe  überboupf 
weitere  23efebrung  in  ben  am  (Enbe  biefeß  Slrtjfefg  ongefübr* 
ten  auöfiJ^tlicben  SBJerfen  über  combinatocifebe  2InaU;f?8!. 

Sßamtion^rcd^nuiig  iff  ber  sinofi^ftg, 

wef^r,  ber  ©ijferenfial»  unb 

bie  SÖariotion  ert' gegebener  Functionen  sufinben  febrt, 
eine  ouf  ber  l^bdbfien  3lbffraction  berubenbe  matbematifebe 
Sffliffenfdbaft,  wef^be  jugleitb  febr  wi^tiger  3Inwenbungcn, 
nanientli^  auf  bie  Sebre  bom  ©rbßfen  unb  ^leinfien,  wo^ 
»on  fpüterbin  bie  SKebe  fepn  wirb>  fabig  iff.  3b>^  SBefen 
Fann  nur  bonn  erjl  »oßfidnbig  erfannt  werben , wenn  ber 
Segriff  ber  Sßariotion  einer  Funf^ött  beutficb  gemalt  wor. 
ben  ifl.  S3iß  babin^muß  fnori  )T(^  mit  obiger  nodaufigett 
(Ecfiärung,  wef^^e  oHerbinget  nur  geringen  3(uffäbfup  über 
bie  iWatur  be«  ©egenjfanbes  giebt»  begnügen.  • 

‘ . . ....  • fl  - J 
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I.  Sie  ^rinct})ictt.  -v 

A.  Sunctioneit  aefolut  ^ una^Mnsiser 
öeränt>erlici)er  ©r6^en. 

1*  SBtnn  V eine  ^unciion  ber  ©c6pen  x,  y,  z,  u, . . ; 
P/  !■/  s,  — i|i,  abecp,  q,  r,  s,  ....  wiebec  aiö 
öunctjonen  »on  x gebadet  »erben;  fo nennt  man  x,  y,z, 

••••t>itobfoittfsuna6I)ängigcn  t)erdnberUci)en, 

*^*l^ti»  = «nobbang’igen 
»er5nberii*en  ©rbfen,  V aber  'fcbtecbf^n  bie  ab^n. 
g t g e ©rö^e  ober  bie  § u n c f i o n.  2)ec  ©infacb^eit  wegen 
efracbten  wir  bter  junädbfl  foi^e  Functionen,  welche  bloß 
flololutj  unabhängige  »eranberli^e  ©rö^en  enthalten. 

2.  2)ie  ©efiimmung  ber  au8  ben  SBertbneranberungen 
ibftr  »eranberlicben  ©r6§en  refultirenben  SBertbwranbc« 
rutigen  ber  Functionen,  o^ne  baß  babei  bet  ^ufammenbang 
ber  »eränöerli4)en  ©rößen  unter  einanber,  b.  b-  bie  Foti» 

anbert , iß  befanntÜ^  ber  ©egenßanb 
ber  3)ijferenjen  = unb  Siffcrentialrecbnunug,  weldbe  wir 
btcr  m ihrer  ganjen2Iußbebnung,  twrjüglicbben^o^lorTdben 
^brfa^  (f.  biefen  2lrtifel ) , uorouOiufetieB  beredbtigt  ßnb» 
^lan  fann  ßdb  aber  auch  benfen,  baß  eine  ^eranberung  einer 
^nction  berbeigefübrt  werbe,  ni^t  fowobl  bloß  burch  bie 
aßertbneranberung  ihrer  »eranberli^^en  ©rößen  an  ßdb, 
fonbern  auch  jugleidb  bur4>  bie  Sßeranberung  bet^gegenfeitü 
gen  3wf«ntmenbangö  berfelben  unter  einanber,  b.  b*  ber 
Form  ber  Function,  ober  audb.  ber  le^fern  affein.  2luf 
tiefe  an'  ß4>  »öHig  willfubrlicben  Formnerwanblungen 
ber  Functionen  laßtßcb  febodb  fein  cigentndber'}llgocitbmu$ 
mit  beu  batauß  beröoegebenben  SÖeranberungen  ber:Funcf= 
tionen  grönben,  werat  jene  nicht  einigen,  bejiimmten  @e= 
fe^en  unterworfen  werben.  t 

3.  2|n  biefer  ©ciiebung  iß  infonberbeit  Folgenbeg  jn 
merfen.  ' ©o  wie  inberS)ijfer«njen?.unb  Si|ferentialredhs 
nung  aus  ber  ueranberten  Function  bie  primitive  wieber  er» 
halten  wirb , wenn  in  jener  atte  3ncremente  ber  »eranber? 
U4>en  ©rößen  = o gefelgt  werben;  fo  iß  eö  auch  bei  ben 
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bur4>  $ormt)erivanb(ung  ^erborg^gaitgenen  ^üncdonenf 
wenn  bie  ^)ierou0  entfpringenbcn  ^erdnberungen  berfelbett 
(inrm  getvijfen  eigent^umltcbtn  '^Ugortt^mue;  untenoerfbar 
(epnfoBfn,  unbebmgf  nbfl^ig,  auö  i()ncn  felbjl  i^cen  primU 
d»cn  3ujlanb  erfmncn,  unb  auf  blefiti  jurücfge^en  ju 
f6nnenf  inbem  fouji/  tvcgen  ber  nbrigme!  bodtgeti 
fü^rlicbftit  ber  Socnibenwanbtung,  jiüif^en  i^ncn  unb 
benprimidbenSunctionen  gar  fein  weiterer 
j?aft  ftnben  würbe.  Um  biefen  ^weef  ju  erreichen;  btnfc 
man  |i(b/  bie  gegebene  Function  bur^  V bejeichnenb,  bei 
jeber  mit  berfelben  borgenommenen  Sßerwanbiung  jugieidh 
eine  beliebige  conffante  0r6^e  i,  weiche  in  ber  ^oigebie 
S3ari  irenbe  genannt  werben  foB;  eingeführt,  unb  un^ 
terwerfe  bie  bur^  bie  SSerwanblung  h«borgegangene 
gunction  Vj , wie  (Te  bon  nun  an  immer  bejei4>net  werbe« 
foB;  bei  übrigen«  bofliger  2BiBführii(h)fcit  beß  ^ufammens 
hange«  ber  beranberü6en  ©rbgen  unb  ber  @r6ße  i unter 
einanber;  nur  ber  einjigen  Sebingung;  ba^  jte  füri=o 
wieber  in  ben  primitiben  V jurüdf?h<^d 

V = (a  + x)*  würe  i.  S. 

Vi  = (a  + x+i)*  + logjl  + (x  + i)sini 

eine  foiche  burdh  gormberwanbiung  h^borgegangene  ^un* 
ction,  weiche  ber  fo  eben  außgefprochenen  SSebingung  ge* 
nügt;  ba  Vj;  füri==:o,  =(a  + x)2  wirb. 

®ie  ©ifferenj  Vj  — V foß  in  ber  §oige  überhaupt  bie 
fißerünberung  bon  V genannt,.unb burdhS>V bejeich» 
net  werben,  wenn  biefe  25e}ei4)n«ng  auch  fonjl  ni^t  fehr 
gewohniidh  ijl. . 

4.  betrachten  wir  nun  elnmai  i ai«  beränberti^?,  unb 
bezeichnen  bie  SQerthe  ber  !Differentiaiquotienten 

fiVi  ’S^Vi  fi*Vi 

"ST’  ' ; ' • - 

für  i = o burch  V'-,  V",  V",  V'" ; fo  ift  nach 
9)laciauriRfihenDieihe-<^o9ior«  2ehrfa^.  12.) 
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fb  baß  otfo  bte  SßtrÄnbcrung  «mcr  /eben  ,S«ncrion  itnmer 
in  eine  nadb  ben  po/irinen  gansen  ^ofen5en  ber  SSatürenben 
forffi^)reiTenbe  Dici^e  entwicfeU  »erben  fann.  @off  biefe 
(Entmicfeiung  »irfUcb  au0füt)rbar  fepn;  fo  muf  nafürli^ 
Vi  fclb(l  gegeben  fepn.  3mmer  ober  unterliegt  biefe 
gunction  ber  Scbingung,  ba0  (ie  = V fu»  i = o werbe. 

5,  3>em  neuern  ©egriffe  ber  X)ijferenti«(ien  onolog, 
nennt  man  bic  (^oeffifienten  V%  V",  V'",  in  obiger 
£Kei^e  filr  bie  SßerÄnberung  S)V,  bie  erffe,  5 weite, 
britte,  u.  f.  f.  93ariation  toon  V,  unb  bejeicl>net  fie 
burcbf^V,  fo  ba0  alfo  immer 

®V  = JV.y  + 

9lug  bem  SÖor^ergel^enben  erließet,  bo^  biefe  SDariatio^ 
ncn  gefunben  werben,  wenn  man,  in  ©ejug  ouf  i als  ba* 
riobel,  bie  fuccefjiben  ©ifferentialguofienten  von  Vj  ent* 
wicfelt,  unb  na^  ber  3)ifferentiotion  i = o fe^t. 

.^ierbei  errettet,  baß,  wenn  biefe  Ovedbnung  wirflid^ 
ousfiil^rbar  fepn  foff,  bie  Jmtction  V;  felb(l  als  gegeben 
gebadet  werben  muß,  fo  baß  atfo  biefelbenur  bei  bcßimm* 
ten  Sormen  ber  gunction  V;  onwenbbar  fepn  würbe.  2luf 
ber  onbern‘©eite  aber  erforbern  aße  Slnwenbungen  ber 
95ariationsrccbnung,  wie  wir  fpSterl^in  fe^en  werben,  unb 
bie  babur^  bebingte  nbr^ige  21ßgemein^eit,  unmittelbar, 
baß  bie  bet  Function  Vj  ols  boßig  unbeßimmt  unb 
wißfü^rlicb  gebacbt  »erbe,  nur  immer  mit  ber  einjigen 
©ebingung , baß  Vj  = V für  i — o.  Unb  fo  fcfeiene  in 
ber  ^at  unfere  Unterfudjung  ^ier  ju  (£nbe  }u  fepn , wenn 
bie  ©ad)e  nicht  nod>  einer  anbern  mobißcirfcn,  fe^r  fruc^t* 
baren,  2lnßd>t  fü^ifl  wüte. 

6.  0ep  nümlich 

V = f(x,  y,  z,  n, ) 

irgenb  eine  Function  ber  abfolut*  unab^üngigen  berünber» 
li^en  ©rfißen  x,  y,  z,  u,  . . . . ; fo  fann  man  ßcb  eine 
/ebe  Sßcränberung  (im  obigen  ©inne)  berfelben  htrbeige« 

führt  benfen,  wenn  für  x,  y,  z,  u, bie  boflig 

unbeßimmtcn  Functionen  r/>(x,  i)  ==Xi,  c/(y,i)=yi, 
e/'(z,  i)  = Zi,  y'"(u,  i)  = Ui,  biefÜti=o 
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oDfe  tt){ebfc  in {^ce  primifiwn  3u(I4nt>e  x,  y,  ?/  u,  ... 
äbecge^en,  gefegt  tv^rben/  n>obur^  man 

Vi  = f(xi,  yi,  *i,  Ui, ) , 


t»e(4)cg,  wie  eö  fc^n  muß  (3.),  wegen  »orl^ergel^enbei; 
©ebingung  inSejug  auf  Xi,  yi,  zj,  uj,  V füc 

i = o.  3**  bec  »öfligen  Unbe(iimmt|ei{  bec  für  x , y, 
z,  u,  ...  gefegten  Functionen  erfd)eint  bie  ^nnal^nte, 
ba§ burdi> bcren ©ubflitufion  für  X,  y,  z,  u,  ...  jeb? 
wiüfu^rii^Je  Sßerünberung  von  V ^ecvorgebra^f  werben 
fbnne,  ^intanglict>  gerect^tfertigf.  2)a  nun  aber  (5.) 


,i  = , + J..-+^»x,~+a>x-._  + 


yi  = y +ay._-4,  ^ay  . _ + JJy  . 


1.2.3 


zi  = s + 3z . Y + ^ 2 3 + • • • t 

wi  = u 4- . Y + • Y75  + f .2.3  ^ ’ 

ti.  f.  f.  u.  f.  f. 

fo  erl^ait  man  Vj,  wenn  biefe  Diei^cn  für  x,  y,  z,  u, , . , 
in  V gefegt  werben,  unbbann  bao  0?efu(taf  na^  ^ofenjen  von 
i entwiefeit  wirb,wo  mm,  wie  voriger,  bie  Coefjicienten  von 

T'  13'  TTTT'  ••••  **^(*^'  jweife,  britfe,  vierte, 

u.  f.  f . Sßariation  von  V genannt  werben.  (£ben  fo  ^ei^en 
<^x,  (^y,  Jz,  Ju,  ....;  (J^x,  (J^y,  (J^z,  d^u,  ....; 
u.  f.  f.  bie  erfien,  jweiten,  britten,  vierten,  u.  f.  f.  S3a* 
riationen  von  x,  y,  x,  u,  ....,  SIlIc  biefe  Functionen 
muffen  aber  wegen  ber  völligen  Unbefiimmt^eit  ber  Functio* 
nenxj,  yj,  zj,  u;,  ....  alö  ganj  wißfü^rlicbe  Fwnetio»  i 
nen  rcfpective  von  X,  y,  z,  u,  ....  gebaut  werben. 

7.  ©ur4>  biefe  2lnfi4)f  ber  ©adbe  i|l  feben  Fotts  viel 
gewonnen,  unb  nur  burdb  f?e  wirb  erfl  ein'wirfli^ec 
ätgorit^muo  möglich.  Söiüffen  nämlich  auch  bi«  SSariatio* 
nen  berabfolufs  unabhängigen  veränberlid>en@rö0en  immer 
no(^  alei  völlig  unbe^immte  Functionen  berfelben  gebaut 
werben;  fo  ifi  hoch  nun  eben  von  biefen  93ariationen  bie 
Sßariation  ber  Function  V abhängig  gemaihf^  unb  mu0  ' 
fich  ölfo  burch  biefelben  barfleHen  lajfen.  iDarin  befleht 
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tenno'u^),  wie  eß  uns  fcfjeinf,  baß  @ef(6äff  ber  Q3am^ 
tionßre(bnung,  atß  ein  eigenf^ümlictjec  ^Ugork^ntuß,  o^ne 
jebe  S5ejie()ung  auf  irgenb  eine  2lnwenbung  berfetben/  cinjig 
«nb  allein,  naniticb  bie  Sßariation  ber  gunction  V burc6 
bie  unbcflimmtcn  ?Oariafionen  i^rcr  »eränberlidjen  @ro0en 
barjuflcllen.  . 2Öaß  eß  mit  ben  relafiös  unabhängigen  ver- 
lieben ©rö^cn,  wenn  beren  »orfommen  foüten , für  eine 
23ewanbtni^  »i^if  weiter  unten  [eben. 

8.  Qßor  ©ntwicfelung  beß  ^äuptfatjeß  ber  9ßariationß= 
redbnung,  in  ihrem  reinen  bürfte  eß  vießeiebf  nicht 

uniwectmä^ig  fepn,  auf  einen  hi«r  wi^tigen  @a^  auß  ber 
©ifferentialre^nung,  weldjer  in  ben  @t;(lemen  häufig 
fehlt,  befonberß  hinjuweifen.  3|l  nämlich 
- y =f  (Pi  q.  8.  • • • ) 

eine  ^unction  von  p,  q,  r,  s,  weldbe  felbfl  oßc 
von  einer  veränberli4>en  ©rö^e  x abhängig  fepn  fotten; 
fo  jinbet  man  8y  in  Sejug  ouf  x,  wenn  man  Sy  in  ^ejug 

auf  p,  q,  r,  s,  , alß  von  einanber  vößig  unabhän* 

gige  ©rbpen  angefehen,  entwicfelt,  unb  bann  bie  ®ife* 
rentiale  von  p , q,  r,  s,  ....  oße  in  SBejug  auf  x alß 
»eränberlidje  ©rß^e  betrachtet,  ©enn  benft  man  ftdh  x 
um  geänbert  j fo  wirb 

y = f ( p + .yp  , q + ^tq,  r + , s+  Ja,  . . . . ) 

unb  folgti^  nad?  bem  Xa^lor’f^jen  2ehrfa^c  för  mehrere 
veränberlidh«  ©ro^en: 

y'  = y + (|-j)^p  + --- 
+ (1-0-+.... 


3lbernac6  bem  ^atjlor’fchttt  £ehrfa^e  für  eine  veränber* 
liehe  ©rofe 


•^p=:s-+- 


» + 
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2l(fo 


y s=  y + 


+ 

+ 

+. 


Sj\  f)p 


m 


dx  + 


cJq 

Tx 


m 

//5y\  ^ 
\^ydx 


/Ix  + 


/Ix  H* 
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in  Sejugouf  xolg  »ecäntoerlidtj:  , 

^y=l-r^*= 

= (|)^^+(|)^9+(|)*+(|)5s+....,  ; 

wenn  nur  ^P/  ^r,  5s,  ...  olle  In  95ejug  ouf  x ge* 

nommcn  werben.  DT«4>  ber  erffen  Övei^e  für  y'  tff  aber, 
wenn  p,  q,  r,  s,  ...  otö  unab^ngige  »erdnbertid[>e 
©rbßen  gebacbf  werben , 

5IIfo  folgt  unfer  ©a$. 

ferner  ergiebf  jt^  nun  j^ierauö,  ba^,  ba  baö  jweife 
Differential  non  y baef  er|?e  bom  erflen  i|l,  5*y  in  Sejug 
<*»f  * 9*funben  wirb,  wenn  man  ben  gefunbenen  ?lugi 
bruef  für  5y  in  53ejug  auf  p,  q , r,  s, ; 5p,  5q, 

Ss,  ....  a(0  unabhängige  »eränberlicbe  ©rö0en  biffe= 
rentiirt,  unb  bie  Differentiale  wie  »orher  befradbtet.  ©ben 
fo  erhält  man  hieraus  weiter  d^y  in  Sejug  auf  x,  wenn 
berfür52y  erhaltene  5lu6brucf/  in  Sejug  aufp,  q,  r,  s,...; 
5p,  5q,  5r,  5s,  ....;  5*p,  S^q,  5^8,  ....  al« 
unabhängige  beränberlidhe  ®r6^en,  bifferentlirt  wirb,  unb 
bie  Differentiale  bann  wie  »orher  befra^jtet  werben. 

9.  Dutdb  folgenben , alo  .^auptfa^  ber  ganjen  eigent» 
lidbtn  93ariationßre4>nung  ju  befra^)tenben  ?ehrfa^ , wirb 
blefelbe  in  unmittelbare  Sßerbinbung  mit  ber  Differential* 
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gef«ßf.  S0?an  fccnfe  fI4>  nämlidf?  einmal  x>  y, 
z,  u,  ....  alle  altJ  »on  einet  tcr5nt>erU^en  ©r6^e  v 
.ob^&ngig,  unb  lajfe  v fidi>  um  i^v  änbern,  roo  befannf* 
tidb  au^  für  Jv  gefegt  werben  fönnfe,  inbem,  wie 
flues  bet  S)ifferentlalre(^nung  befannt , cv  mit  Jv  ibentifc^ 
ifl.  ®urcb  biefe  ?lenberung  ge^en  nach  bem  ‘^a^loc’fcbf» 
Sc^efa^e  für  eine  «etanberli^e  ©röfe  x,  y,  z,  u,  .... 
refpectiue  über  in: 

_ , Px  Liv  , P-x  i^Av-  , P^x 

* ^■'1  1.2.3  'V  ’ 

, Py  i.Jv  , P^y  , f?’y  i’/r/r’  , 

^ ^tr"  1 **  fSv»  ■ 1,2  ' 1.2.3  T'*" 

, Pz  i/tv  , f5’z  , f)’z  , 

* ^r'  1 "^Pv'-'  1.2  1.2.3  •'•'  ’ 

, i^v  ,P-u  , P^n  ^ 

” öv  ‘ 1 pv'^  ■ 1.2  ’*pv^‘l.2.3  "^••••» 

U.  f.  f.  11.  f.  f. 

b.  i.,  weit  nac(>  ebiger  S3emetfung  Py  — Jvifi,  in: 

X + 5*.^  + + 

y + ^y--f  + + 

f.*  + ^*4+  + + 

u + 5a.i  + + ••••» 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

SEßerben  nun  biefe  Üveiben  in 

V = f(x,  y,  a,  u,  ....  ) 

für  X,  y,  z,  u,  ....  gefegt;  fo  gel^t  V nadf>  bem  Xat)s 
ior’f4)en  2e^rfa^e  über  in : 

,,  , PV  ijr  , P^V  IMv*  , P^V  iMv»  , 

^ • T+ ^ • ^TT"+^- iTO- + • • • 

= y + «v4  + «.V. -^  + S.T.^  + ...  , 

Wö  bei  ber  ©nfwiefetung  ber  ©ifferentiatien  von  V nadb 
( 8. ) ju  »erfahren  ifl.  ©e^en  wir  nun  h«enn  überall  j 
für  P;  fo  erhült  man  natürli^  baO/  wad  V wirb<  wenn 
für  X,  y,  z,  u,  ....  bie  0veihen 
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«4+  ^ ^ 

-y  + ^y4  + + ^^r-TTTrj  + - * 

m 4.  8t. 4. ... , 

n + ^u.'^.-t'  J*P . ^ ^ + 8^a . "V'j  + ••*  » 

3«feßfw«rben/t  b.'  {!  Vi  (6.)/ föbaßatfo 

• = +-5^7  + + ‘ 

nur  überall  J für  5 g^fc^t.  j)a  aber  gu(^>  ( 5. ) 

V,  = y V iv.l  + 3=T . + J-y.'i^  + ; 


i(I;  fo  ijl  Ä ^V,  <f^V  ==  P*V,  >V  = S^v, 
(j*V  = ö*v,  u.  f.  f./  wenn  bei  ber  Sntwicfelung  ber 
^ifferentialten  uon  V ofle  x,  y,  u,  ... ; fix,  f^,  Pzf 
fia,  ...;  fi^x,  S^y,  S^z,  fi^u,  ... ; u.  f.  f.  olö bon  ein* 
onber  unabhängige  beränberlt<jbc  ©r6f en  betro^fet  werben, 
unb  nadb , ober  bei  ber  Differentiation,  überall  d für  d ge» 
fe^t  wirb.  21m  fürjeflen  bebienf.man  feeb  bei  berDife* 
rentiation  foglei4^  beo  3ti4>mei  d fiatt  fi,  ober  bifferentiirt, 
nadb  bem  gewbhntidben  2luesbrucfe,  unter  ober  mit  bem 
3ei(t>en  9Bir  h<>i>tn  jwor  »orhet  x,  y,  z,  u,  .... 
als  bon  einer  gewiffen  ©r6^e  v abhängig  betrachtet;  eet 
fällt  aber  in  bie  2Iugen,  bap  obige  (Entwirf elung  gan$  allgemein 
bas  geben  muß,  WoS  man  erhalt,  wenn  in  V bie  Dveihen 

X + s*4  -7:7:3  + ••• » 

y + ^y-7+/’y-Ä  + ^’y-773-  + -”» 

* + 3i.  "i-  + 4’a  . + S>z  . ^ ^ + ...  , 

i i® 

u + Äu  • — + J’u . + 3*u . ^ ^ + . • • , 


U.  f.  f.  «•  f-  f*  ' ■ ' 

überhauptfür  x,  y,  z,  u,  ....  gefelgt  werben,  infofern' 
es  nur  nicht  auf  eine  gegenfeitige  2lbhängigfeit  biefer- 
@r6ßen  anfommt,  fo  wie  benn  in  biefem  ^bf(hnitte  biefeU 
ben  als  ganj  unabhängig  bon  einanber  betrachtet  werben. 
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'Dag  iSaciiren  bet  Functionen  mit  abfoiut»  unabl^angi: 
gen  @ro0en  ifi  atfo  ^iernatb  nidbtö  onberg  ato  eine  bloße 
Differentiation  unter  bem  tT.  '■  5Iucb  erhalten  l^ier» 
na(i  '3Iu0brucfe  wie  ^“+"  = ö‘"(d  'yy  einen  leidfjt  ju  bes 
greifenden  @inn  7 inbetit  biefelben  offenbar  nur  auf 
eben  biefe  (Sntwicfelungometfiobe  ber.^Sariationen  mittelfi 
ber  Differentialrechnung  bejie^en  fbnnen.  ' 

Für  bie  erße  unb  jweitc  95ariation  er^ali'mari:  ' 


sy  = 


3^y 


5u  + 


<J=z  + 


+ (I?)  + 

/^f5=V 

I "A  — I OV.“  T R- 

•'  ' tiyi 


Ol) 


3=u. 


f)-v  r)-y 

+ är3z  '’y^*  + ^y^®  + 


’ + 


fh’V  ■' 


u. 


f.'f. 


(0)- 

u.  f.  f. 

ober , ba  bie  Orbnung  ber  Differentiation  feinen  (Sinßuß 
auf  bag  0vefultat  l>at:  . ' . 

J’V  = , ' 

+ (yy^'  * + ••• 


Dag  @efe^  faßt  in  bie  ^ugen,  unb  man  fönnte  eben  fo 
leiCht  bie  ^o^ern  SSariationen  nacfh  ber  gegebenen  Siegel 
entwirfeln.  , 

10.  Die  befanntcn  ©runbregeln  ber  Differentialrfd^* 
nung  gelten,  wie  oug  bem  95or^ergeßenben  unmittelbar* 
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fofgf/  öU(J)  fuc  33flriafioncti/  utib  f6»n«n  äuc^?  no4)  befon* 
ter«  ouf  folgtnbe  3kf  bewiefen  werben.  , 

a.  gut  V =:  V.+  y'  + v"  -h^v'"  + . . . . ijt 

Vi===Vi + v'i  + y"i  + v'''i + ...  , 

^Vl  fin  , fiv’i  ■ fiv"i  ^v'";  ' 

757  = -^ + ^+ . . 

gotglidb  fuc  i = o (4.)  / 

^V,r=.av  + . ' 


b. 


gür  V = vv'  iji  eben  fe  V;  = ,Vj  v'i ; 

+ ^v=  . 


trenn  nad?  bec  ©ijfercnfiafion  triebet  1 ==.p  gefe^f  wirb.- 
c.  %at  V = ^ ijf  Vi  = j J'.'  • 

, f)vj'  ' f^v'i  , V ....  • • , 

()Vl ^ ' Si  gy v'ür-^yHy'ij  ‘ - 

75T  ~ v'i  v'i  ’ i v'v  ■ ^ 

a:  ■gut  V = V ifi  Vf  = ( vi)"T‘o(fo'' 

f?Vi  Pvi  ^ • i.  . • 

-TJ7-  = n fTV  = iiv"-*  Sv  . ■ ' ' 

>e.*§«C  Vl=  äy  i|I  Vj  ==  ajv;  otfo  ‘ 

' ^ iV  = a3v  • .-...■ 

. ■ , ■ . fti  ■ ■•  (ii  ’ . ..f  • 1 . . , .j  . ; . . . . ... 


' Dlegein  ron  SRußenfenn;  tnbeg 

erfebetnen  fic  hierbei ®ej(tmjn.^f.fb  wiebti^  wie  in  ,ber 
2)ijferentialredbnurig.  ...,"! 

11.  SSongonj  befonberer  SBicbtigfc'ie  für  bie  S3aria= 
tiongre^nung  t|l  folgenbet  <Baß,  ‘ 

ÜWan bejeiebne ber  j?nr5e  wegen  irgenb  einen,  j.  18.  ben 
kten,  ©iffercnlidguroticnten  rön  V in  ©ejug  auf  feine  rer^ 

änbertidben  0r60en,  bloß  bur(f> , wo  a(fo  einige  SOIat 
nach  X,  bann  einige  SOM  na^  y,  einige  tOial  nach  z, 
u.  f.  f.,  uberhoupt  JiSKal  bifferenfiirf  i(l,  unb  ees  befannfs 
lidb  ni^f  auf  bie  Drbmmg,  wohl  aber  auf  bie  'Jlnjaht  ber 
cinjeinen  Differentiationen  nach  feber  cinjetnen  rerinber« 
Iid)ctt  ©ro§e  antommf.  Da  biefer  Differcntialquotient 
offenbar  auch  eine  ge wijfe  gunctionron  X,  y,  z,  u,  .... 
iji,  fo  fefte  man  “ 

V.  ilq 
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t?iv 

0c^en  tvir  nun  in 

y = f(x,  y,  I,  H ) 

Xi/  Yif  Zi/  Ui,  ....  für  X,  y,  z,  u,  ....;  fo  tvirb 

Vi  = f(xi,  yi,  *i,  Ui, 

unb  foigiidf)  aud|> 

(5kVj 

3k  “ ^ ( *i  I yi  , *i  , , «•••), 

f 

WO  Bei  ber  Ziffer entiation  offenbar  alle  Sßariafionen  ber  abfo= 
iuf  unabhängigen  beränbcrlid^enSrößen  ato  conjlanf  ju  bes  ^ 
tradbfen  jinb,  weil  hier  nafurlid;  tjorauogefe^t  werben  inu^, 
ba^x,  y,  z,  u,  ....  in  bet  ‘junefion  f unb  au^  in  f'  auf 
tobflig  gleiche  '^Irf  »ariirf  worben  ^inb,  weldjf«  nicht  ber 
gallfe^n  würbe,  wenn  bie  Differentiale  ber  SOariationen 
V nidht  = o gefegt  würben.  Sfiun  ijl  aber  ( 5. ) : 


Vi=V+aV.-  + .^V..j^  + J3V._ 


olfo,  wenn  man  bifferentiirt: 

^kVi  »flky  , (.IV)  i , (J’-V)  i> 

+ ßk.  -1  +— yt  -1.2 


in  welche  Dieihe  olfo  burdh  bie  Sßariation  von  x,  y, 
Zf  u,  ....  übergeht,  fo  baf  olfo  (5.)  bie  Coefffeienten  von 
T'  Ä'  tSt3'  '•••  aSoriotionen 

von-^ftnb,  unbfolglidh 


,/f?kV>  _ä^(ÜV)  . 

= ~d^  ’ ^ V^J  = ' 


^kVN  (.13  V) 


(¥)  = 


Überhaupt 

, (JnV) 

c7~ 

ifl;  man  olfo  bie  nfeaSariation  eines  Itten  Differentialquo= 
tienten  einer  ^nnction  abfolut  = unabhangiger  veranbcrlicher 
©rbfen  erhalt,  wenn  man  ben  Uten  Dijferentiolquoticnten 
ber  Uten  aßariation'bicferSunrtion  nimmt,  bei  ber  Diffetem 
fiation  oöc  Söoriationen  von  x,  y,  z,vu,  ....  als  conftanf 
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Befrü4>frt/  nur  b(e  ©ijfercntiafquotienfen  Bcibe  SKar  gau5 
ouf cinerrei  ?Irf  nod(>  x,y,  z,  u,  ....  genommen.  ' 


12.  SWon  fann  ben  ^cmciö  biefes  ©o^ees  audB  ouf 
fofgcnbe  2Irf  aus  bem  ‘^aptcrfcben  je^rfa^c  ( f-  b.  2(rf. ) 
unnuttelbar  obleiten,  n5eld)cr  iBenjeies  jwor  meitfauftger 
ift,  aber,  wie  es  uns  fcbeinf,  eine  fe^r  beufticbe  (Einf?d)f 
in  bie  0?afur  ber  ©adje  gewährt.  ®er  .Kürje  wegen 
f(Qe  man 


X = sx.l+ 

Y = ay.-i  + S^y.^ 
Z = Sz.i  + 


+ S>x. 


i» 

1.2.3 


+ 

+• 


^’y . 


i3 

1.2.3 


S’2 


1.2.3 


4* ... 

+ ... 


f 


f 


tr  = Su.  + S’u . 

u.f.f. 


1.2.3 

U.  f.'  f. 


+ ... 


unbbejeidbne  ben  Inbegriff  oller,  jugleidb  mit  i^ren  ^er^ 
mufofionsjal^len  mulfiplictrfen  Kombinationen  mit  SEBie» 
ber^olungen  ber  erfien,  jweiten,  britfcn  i^ioffe,  u.  f.  f., 
für  ben  feiger 


t X Y z U 1 
'*  ■( 

^ier  blö0 burdB  , C^,  C,,  .. .. ; fo  i|i,  wie  im  3Irf. 
^aplors  Sel^rfo^  (10.),  wo  ober  eine  efwos  nerfdbiebene 
Öejeidbnung  ber  Kombinotionsfioffen  gebroud[>f  i(l,  gejeigt 
worben , 


+ 


4- 


1.2.3 


ein  2Iusbrucf,  bejfen  combinotorifcbe  Sebeufnng  wol^l 
öMfiufaflen  ijl^  worüber  ber  o.  2lcf.  nodbjufe^en. 
ober  Weber  V,  noch  irgenb  ein  S)ijferen(iaIquofient  non 
V,  i ent^ült;  fo  fonn  mon,  nodb  i bijferentiirenb,  fe^en: 

<^*Vj  _ f5V  ^"0,  f?»C,  /55V  r»Cj 

di“  1 di“  ' 1.2  di"  1.2.3  '**  * 


immer  nur  bie  combinotorifdje  S3ebeufung  biefer  Slusbrücfe 
gehörig  fejlge^olten.  J^ierous  erholt  man  (T-'V  (4.), 
wenn  mon  i = o fe^f,  fo  bo0  olfo,  wenn  bie  SBcrf^e  ber 

Üq  2 

•v 
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S)iff«rfnfta(e  bcr  SomBina(ion«!f(ciffctt  für  i = o bnrd(> 
Ginfcljtic^ung  in  ^arcntbefen  unrcrfd;ieben  werben, 

/rnn,>,  B^v  B^v  ,P"C,\ 

3)ae  Allgemeine  ©lieb  non  ^of  offenbor  bie  5orm 


A. 


X“  U'’ . 


Bx'‘Bj^Bz^“'*^.... 

WO  ß + + <y  + . . . = It  i|l.  Orbnef  man  olfo  no(fj 

9>ofen5en  non  i;  fo  enteilt  bas  erfle  ©lieb  i*^,  oße  übrigen 
©liebet  böserer  *potenjen  non  i,  unb  es  ijl  folglid;,  wenn 

h > n ifl,  (^)  = o,  fo  ba0  obige  9vcil;e  mit  bem 
©liebe 

r"V  ^r"Cn\ 

^ 1 . ;.t.  3. ..  II  \ <Vi“  J 

abbrii^f.  ©e^f  man  nun,  welches  offenbar  nerflatfef, 
^ 3 fo  *oirb 

ü j + -r72~f'Ji^;  + 

wofür,  wenn  nur  immer  bie  rombinatorifd^e  D^atur  biefes 
Slusbruefs  gef)6^ig  in’s  2lugc  gefaxt  wirb,.  jl(fe  offenbar 
fd?reiben  lüpf: 

K^)= ' 


^+>v  , Bk+ty  / f>Cj  \ 

1.,^  V f-i“  / 1 . \ ^i”  J 


Olimmf  man  aber,  äße  ^Variationen  ber  abfoluf=unabs 
Iflüngigen  nerünberlicben  ©röpen  als  conflanf  befraebtenb,  non 
bem  oben  entwicfelten  (5'"V  ben  kten  ©ifferentialquotienten, 

inbem  man  limat  ganj  inberfelben2Irt  wie  bei  ^ bifferen= 
tiirt;  fo  erl;ült  man: 

Bk  c<J"V) 


1 .1^*^ 


/BnC,\  , 

V 1 .2.^*' 


+ .... 
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wo  bte  S)ifcrent!olquon’enfen  »ott  V ojfenBor  ganj  ouf 
ticfdbc  ?lrf  n?i'e  «oc^cc  in  ber  |Xei^e  für  (J“  genoms 

men  jlnb , ba  bie  Drbnnng  bec  ©ijfcwnfiation  befanntii^? 
wiHfü^rli^?  ijt.  CSs  i|l  alfo 


S<‘ 


/<  ^I-V  \ _ f^.v) 


WO  t maef  tnßbcfonbere  beutli^  auß  biefem  SSemeife  ju  tx- 
l^eHen  fefeeint,  cißc  Sßartattonen  ber  obfoiuts  unabi)angigen 
»erdnberücBen  ©rößen  bei  bec  ©ijfecentiadon  a(ß  conpcint 
JU  betrachten  jtnb. 

13.  0ei,  um  blefen  0a^  an  ein  ^aac  25eifpieten  ju 
erläutern/ 

’ V = ax  + 3bx’  y“  + 3cy* ; 

olfo 

<5V  = af)x  4-  4bxy’(5x  + 4bx2yt5y  + 9cy’py  ; 

JV  = aJx  + 4bxy*iJx  + 4bx’ytfy  + 9cy-!y  , 

= 4by=5x  + 8bxy5y,  — 4by=i'x  -j-  öbxyjy  ; 

-7;x  = ^ (w  - -ßT  > ' 

»vie  c8  fcj;n  foff.  ferner  i|f  auch  ' 


■Jlber 


alfö 


ß{3V) 

(IX 

ß(3V) 

dxßy 


= 4by^Jx  4-  8bxy3y  ; 
= 8b(y4x  + xSy)  ; 


Cl^)  = 


^(3V) 

ßxßy 


wie  eß  fepn  foll.  ©ifferen* 

tiation  alß  conjlant  betrad;tef.  ©ei  ferner,  um  au^ 
ein  25eifpiel  mit  tranßcenbenten  @rö0cn  ju  geben/ 

y = 4alogux  »iny  4"  3bx; 
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Sfrnef  i(l 

5V  ZS  ^ 3b5x  4"  4ac?y  logn  X CO»  y, 

4a^x  sin  v , . • . , 

oV  = — i + 3b(Jx  4-  4a(}ylognx  cosy  , 

P(rlV)  _ 4a^xsiny  , 4aivcosy 

' T » 

aysiny  | 


(XV) 


4a  I ^xco«y 


-~s^> 

wie  cö  fe^tt  foff. 

14.  ©ci;  jeiit  V irgenb  eine  ^uncfion  ber  einen  ab= 
fofne unabhängigen  »eränberlictien  ©röße  xj  fo  ifl 

,r  ,_/fVvax^ 

aber  audh 


aifo 


^/■(X"V)rlx 
' dx  = * 


\ ^ } (ix  ' 

SBerben  nun  aöe  25ociationcn  bec  obfoluf= unabhängig 
genberänberlicben@rö0e  ais  conpanfbewadhtct;  foi(f  (11.) 

^■(^)  = 

alfo 


d(XufVf)x) 
(IX 


wnb  folglich 
@ei?  j,  S. 
fo  ifl  ■ - 


dCSf'/Vtk)  __  flf(XnV)Px 
6x  Jx  * 

S’^fVdx  =/(JnV)ßx  + C . 

V = ax’  + bx-  + cx  + d 3 
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. ' /V(?x  s=  4ax*  + ^bx*-4-  4®*’  4-  dx  + Const  ; 

S/ydx  = (ax’  + bx’  + cx  + d)dx. 

ferner  ifi 

SV  = (3ax*  + 2bx  + c)dx  , 

«n&,  Jx  o({(  cenftant  befrac(?fef : 

/(<JV)  dx  = (ax’  4-  bx’  + cx)Jx  + C. 

S^uit  tvirb  d/V^x  = dJx  füc  X = o;  aifo  i|l 
C = ddx,  wnb 

f{3V)dx  = (ax’  + bx’  + cx  + ^)^x 

iufe^eti/  bamlf 

' SfVdx  z=f(3V)dx. 

Qluf  5^nll4)c  ifi 

Ä’/V5x  = (3ax’  + 2bx  + c)<Jx’  + (ax’  +bx-  + cx  + d)  d-x  ; 

V = (6ax+  2b  )dx’  + (3ax^  +•  2bx  + c)d^x  , 

" /C^'V)c5x  = (3ax*  + 2bx)dx’  -J-  (ax^  + bx’ + cx)5-x  4-  C. 

gur  X = o i|l  abec 

S'/Vdx  =3  cJx*  + dd-x  , 

fo  boß  alfo  C = cdx^  + dd^x  ju  fc^en  ifl,  bomif 

S^-fVclx  =/ld>V)ax. 

15.  3n  95fjug  auf  ^nfegrale  jwei«r  abfo(uf=unab^aits 
gigen  Derdnberlidben  ©röfcn  geben  wir  l^iec  eirtigc  ©tidufe-- 
rungen,  bic  für  baei  §o(genbe  wi4)tig,  unb  in  tiefem  ?lBörs 
terbucbe  noc^  nicgenbö  mit  gehöriger  S)euf(id)feif  t>orge= 
tragen  finb.  ©ei  aifo  V eine  Function  ber  beiten  abfoiut^ 
«nob^angigcn  ©rbpen  x,  y ; fa  verfielt  man  unter 

ffVdxdy 

ben  f we((^)en  man  cr^ilif,  wenn  5uer|l 

f\dx  blop  in  S3ejug  auf x ai«  »eränberli4>,  unb  bann 

fdy/Vdx  , 

blop  in  ©ejug  aufy  alg  veränterlidp,  ober  juer|!/Vc?y 
blop  in  S?e3ug  aufy  alo  vercinberlii^/  unb  bonn 

fdx/Vdy  , \ 

blop  in  95ejug  auf  x ato  »eränberiicp,  genommen  wirb,  ins 
bem  p4>  aus  bem  ©a^e , bap  bic  Drbnung  ber  3)ifferen= 
tiation  einer  gunction  5weier  »erünberlidjen  ©ropen  nad; 
tiefen  oeränberlicben  ©vöpen  umgcfci)ct  werben  fann  C^a^s 
lote  Se^rfa^.  8.)  lei^t  ergiebt,  bap  beite  Operationen 
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ju  9ld(^?en,  nur  in  gen)tjf«n  ©rö^ert/  bie  B(o0  non  x unb 
blof  »on  y ab^Ängen/  mUerfc^jiftencn  SKefuitaten  führen. 
Üe  ijt  n^mlid; 

P'-fByfVclx  _ _ 

^xdy  OK  ’ _ , 

C>- f^xfVoy  _ ^^/^x/VPy  _ 0 fVoy  

c5i75y  ~ f^ydr  ~ . (ly  ’ 

(i-friyfVdK  ^-/(Ik fVPy 

dxdy  ~ (5x75y  ’ 

uttb  folgiidb/  wenn  f(x),  f(y)  jwei  wiIIfö6rUd?e  Sun* 
ctionen,  bic  erfic  bloß  nonx,  bie  iwckc  blo^  »onybes 
jeicbnen , 

f (ly  fVtlx  = fdxfVSy  + f ( x ) + f ( y ) . 

©ofl /«'y/Vf^x jwifcbenben  ©ränjen x=a,  x=a'j 
y =r  b,  y =:  b'  genommen  werben:  fo  nimmt  man,  y 
olß  conjianf  betracbtenb,  /Vf’Jx  jwifd)en  ben  erfiern,  unb, 
X aisfonficmt  betrad;tenb,  /(’J/VSk  jmifcben  ben  ie^tern 
©ranjen.  ibaf  man  aber  für  biefeo  überhaupt 

irgenb  einen  ^crt^,  ben  wir  burd) 

J’dyfWOK  = <p{k,  y) 

be5eid?nen  wofien,  gefunben;  fo  fann  man  ben  jwifc^en 
ben  obigen  ©rdiijen  genommenen  2ßert^  bejfelben  au<^ 

= 9»(a',  b')  — 9p(a',  b)  — y(a,  b')  + 9>(a,  b) 

fe^en.  5)enn  man  feije 

fVdx  = (p'{K,  y)  ; 

fo  iß,  y'at$  conjianf  betraebtef,  ber  jwifeben  ben  ©ränjen 
X = a , X = a'  genommene  2ßert()  biefco 

„ = ?>'(*'.  y)  — 9>'C“,  y)  i 

alfo 

fdyfVdx  =/cp\a,  y)dy  — f<p'{a,  y)3y  , 

ober,  wenn  wir  nber[;aupt 

/‘/{k,  y)vy  = 9P"(X,  y) 

fe^cn, 

/^y/VfOx  = y"(a',  y ) — f/'(a,  y)  , 

unb  foiglicb  biefeß  '’ön  y :=  b biö  y = b' 

genommen, 

= v"(a',  b')  — y"(a,  b')  — | gp"(a',  b)  — g>"(a,  b)| 

= 9>''(a',  b')  — '9,"(a',  b)  — 9>"(a,  b')  + 9>"(a,  b)  . 

iHun  fann  aber  blo^  • 
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y'C*.  y)  - 9’(f»  y)  + fl*  + *'iy 

fei;n;  aifo  ijl  obiger  2ßert^  unfcrß  ^nfegrotef  ■ 

= y(a',  b)  + f,  (a')  + f,(b')  — b)  _ f,(a')  — f.  (b) 

_ v(a,  b')  -f,(a)  - f.(b')  + v(a.  b)  + f,(a)  + f,(b) 
= f/i(a,  b')  — (/)(a',  b)  — y C“»  !>')  + v(a,  b)  , 

wie  bebaupfer  wuc&e.  9limm(  man  fd^/VBy  jt»tf4)ett 
benfelben  ©ränjen;  fo  erhalt  mon,  ba  biefe«  ^nfegrol 
= 'f  C*,  y)  + f{x)  + f (y) 

fepn  muß , ouf  ganj  äf)nUdb«  '2lrf  mie  »or^er  feinen  3Bert^ 
jwifcben  befagten  ©ränjen 

= (p(a',  b')  — If(a,  b')  — y>(a',  b)  + i/i(a,  b) 

= y(a',  b')  — (pi&' , b)  — tp{a,  b')  4-  y(a,  b),, 

fo  baß  alfo  immer 

fSyfVclx  = fS-xfVdy  , 

tvenn  nur  beibe  3ntegra(e  imif(^en  eineriei  ©r&n}en  genom- 
men  werben. 

16.  Slufö^niidbc  2lrr  wie  in  (15.)  iß  nun 

= V,  = a-v  ; ’ ■ 

d^dy  \ c/xf5y  / 

«6«  «u(t»  = <J"V;  otfo  . 

?//VAc f^y^  _ a V/( ^“V )Bx^y 
K Bxd~)  - BxBy 

SBerben  aber  äßeSßararionen  »on  x,  y alß  (onßanf  bes 
fra4>fef;  fo  iß  (11.) 

_ B^3’>ffVBxBy 

■ K dxBj~J  - B^  ’ 

fo  baß  a(fo 

9*f/VBxBy  _ B'^/f{3’‘V)BiBy 

Bxoy  ~ BxBy  * 

worauf 

6>ffVBxBy  =ff(3nV)ex8y  + f(x)  + f(y)  . 

Um  ein  25eifpiet  ju  geben;  fo  fep 

V = ax*  4-  bxy  + cy-  4*  d j 
fVBx  = fax*  4-  fbx*y  4-  cxy*  4-  dx  , 
f/YBxBy  ~ fax*y  4-  fbx*y*  4-  jexy*  4-  dxy  , 
S/fVBxBy  = 

(ax*y  + jbxy*  4-  fey»  4-  dy)5x 
+ (fax*  4-  ;bx*y  4-  ciy»  4-  dx)ay  . 
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^ dagegen  i(l 

av  = (2ax  + by)Sx  + (bx  + 2cy)Jy  , 

' . /(JV)^x  = 

(a\2  ^ bxj)Sx  + (Abx*  + 2cxj)Sy  , 

/n5V)dxdy  = 

C“’y  + Ybxy’)*t  + (ibx’y  + cxy’)Jy  . 

9l«n  roltb  aber,  wenn  man  juerfl  x = o,  bann 
y = o feljf,  im  erfien 

df/Ydxdy  =S  (i^cy*  + dy)^x  , 

im  anbern 

3 ffV  SxSy  ^ [ -J-ax*  + dx ) dy  . 

S5ef?lmm(  man  alfo  ff(ßy)dx(>Y  auf  biefetbe  5Ir(;  fo 
wirb  biefeg  ’ 

= (ax^y  + fbxy5  + XcyJ  + dy)^x 
+ (jsK^  + ilix^y  + cxy2  + dx)Jy  , 

«nb  foIgttd|> 

SfJYdxdy  - ffiSV)(ixSy  , 

mie  cs  fe^n  foll. 

3!5ie  Srmeiferung  »orl^ergel^cnbcr  Sefrad^fungen  auf 
gunefionen  mit  me^recn  »erdnbertic^jen  @r60en  mürbe  fei= 
nen  0d;mierigfeiten  unterworfen  fei;n ; tnbep  i(i  bag  Dbfge 
ju  unferm  gegenwärtigen  ^weefe  ^inreidt»enb. 

B,  Suneftonen  öbfoluf^  utt&  rcJafit)^utta6# 
Rangiger  »et 4n0erlic^er  ©ro^en. 

17.  S)ie  relatln  * unabhängigen  berdnberiidben  ©rb^en 
f ann  man  jich  offenbar  auf  eine  breifacf»e  2Irt  »ariirt  benfen. 
S3etrad>ten  wir,  um  bieg  ndhey  ju  jeigen,  juerjl  bfog  eine 
reiati»- unabhängige  »eränberti(be  ©rope,  jwifchen  we(d)et 
unb  ben  abfo(ut  = unabhängigen  ©rb^enalfo  eine  ©ieidhung 
(tatt  jtnben  mup,  wet(he  burch 

bejeidhnet  werbe.  ®ie  retatib*=  unabhängige  ©rb^e  p 
fann  nun  juerft  babur(^)Variirt  werben,  ba^  fiatt  ber  abfo= 
lut»unabl;ängigen  ©rb^en  x,  y,  z,  ....  bie  Oveihen 
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*i  = x + J*.i  + 3»*.^  + 3>x.YX^  + -.. 
yi  = y + ay.i  + «5=y.^  + ^’y-i:|:3  + •••  > 

Zi  = * + + •••  » ' 

«.  f.  f.  II.  f.  f,  , ; , 

9efe^(  werben/  woburc{>  p tn 

Pi  = P + ^P*  Y + 2 .'3  •••• 

«Berge^f.  ®ieö  (iimmf  offenbar  ganj  mit  bem  in  (A.)  Be^ 
l^anbclfen  ^alle  überein.  S>ie  Variationen  non  x,  y, 
z/...  müflcn  als  ganj  wißfüf)rlidbe  5«ttctioncn  biefer©röa 
0en , unb  bie  93ariationen  »on  p alo  bur4)  jene  l^erBeige* 
fü^rt  gebadbt  werben , fo  ba0  fte  non  benfeiBen  abl^angen/ 
unb  burdb  (te  anogebrucft  werben  fBnnen  (A.).  ferner 
fann  man  aber  au(^  in  obige  ©(eidbung/  bie  abfotutsunabs 
f)ängigcn  ©ro^en  ungeänbert  (affenb/  für  p bie  Steife 

i / • 

Pi  = P + ^P*Y  + ^*P  'T7I  ^’P • TTjrj  ■**  ' 

woiJp,  J2p/  (J5p, ...  ganj  wittfü^rüdbe  ^wnetionen  non 
p jinb/  bie  olfo  jeljt  nidbt  bur^  bie  95ariationen  non  x,  y, 
z,...  BefHmmt  werben/  fe^en/  unb  enbiidb  Fann  man  ftdb 
p au4>  ouf  biefe  beiben  5lrten  ju  glei4»er  ^eit  »ariirt  benfen/ 
in  weI4>em  Satte  aber  bie  Variationen  non  x/  y,  z/... 
nicht  blof  auf  p attein/  fonbern  audb  auf  beffen  wittfübrs 
li4)e  Sßariationen  eine  SEBirfung  auoüben.  SEBit  wotten/ 
um  bie  Segriffe  ju  |t|ciren/  biefe  brei  51rten  ber  SBariafio* 
nen  non  p non  einanber  unterf^eiben/  inbem  wir  bie  erjle 
2Irt  f e c u n b ü r e Sßariationen  nennen  unb  burdb  tJ“,  bejeidba 
nen,  bie  jweite  unb  britte  2lrt  bagegen  primltine  unb 
jufammengefe^te  iöariationen  nennen,  unb  burdb 
* be5eidbnen  wotten. 

18.  S)ie  in  (A.)  auofü^rKidb  betrachteten  SBariationen 
non  V waren  bierna^j  fecunbäre  SBariationen , unb  ber  in 
(11.)  bewiefene  willige  @alä  fc^tinfnadb  berbortigenSJar^ 
(iettung  nur  auf  foidbe  Sßariationen  anwenbbar  ju  feijn,  ba 
er  lebiglich  bie  ^urüeffübrung  ber  Sßariationen  non  V ouf 
bie  Variationen  ber  abfolut>unabb^ngigen©rbßen  noraue^ 
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»fl  oerfelB«/  rid6>Vl9  »erflonbett,  ou<6  auf  pri= 
mifiöe  unb  jufammengefejjtc  Söarlotionen  anwcnbbar. 

®a  nämticf?  jwifdben  p unb  ben  abfofuf^unab^ängtgen 
perÄnbcclic^en  ©rbpcn  bic  @(ei4)un3 
9>(p.  *1  y.  * ) = o 

jla«  ftnbcf;  fo  muß  offenbor  aud|)  jroifc^en  einem  witlfü^rs 
lid^jen  ©Ifferentialquotitienfen  ^ bon  p,  in  25ejug  auf  x, 

Yf  X,  ....  unb  teßferen  @t6peh,  eine  gcwijfe  ©(eicfjung 

' *’  *’  '■■■)  ~ ° 

jla«  jtnben.  Söirb  nun,  inbem  x,  y,  x,  — an  jic6 
gan}  ungeanbect  bleiben,  für  p in  bie  er|ie  ©(ei^ung  bie 
Üiei^e 

i i” 

Pi  = p + ^p- Y ■l'^’P'TTT  'l'  1.2.3  ■■■  ’ 

WO  aUe  SUariationen  ganj  wiUfü^rIid?c  ^mutionen  bon  p 
finb,  gefeJjt;  fo  ge^t  biefe  ©[eid;ung  in 

9>(Pi,  X,  y,  z,  ....)  = o . 

unb  fotglicf>  babur(jb  bie  jweUe  offenbar  in 

y>  *'  ••••  ) 

über,  inbem  biefe  ©(eidbungin  beiben  füllen  offenbar  auf 
gan$  gleidbe  S£Beife  aus  ber  erfien  abgeleitet  wirb, 
nun  aber 

^*^pi  ‘ 

■75^  “ 

t5'‘p  , i I i-  j 

75^  “5^ ' T ■’  W ■1.2  '^  ■ 1 . 2 . .1 

i(i ; fo  erbeßcf,  ba0  burdb  bie  S5ariation  bon  p ber  S)ifferential- 
guotient  ^ in  biefe  Dvcibe  übergebt,  unb  bap  folglid^bie 
©oefjicienten  bon  |-,  - in  bieferS?eibebie  ^ 

fucrefftbcn  Sßariationen  biefees  ©ifferentialquotienten  fliib 
(5.) , fo  bo^  alfo 


/fvKpX 

i - <3 

Uv 

' ~ •" 

11 

^5 

1 
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r 

tt>le  in  (11.).  3ugtei^cr]^fttfl^ifraug,  bof  tu'cijrfmtfiöen  «Sa.- 
riationen  tcr  relafi»  = unobI)dngigcn  »eräö&erlt^jen  @r60eit 
ni4)if/  wie  bieei  bei  t)cn  Sßariafipnenfcer  abfQlut;«tiabbängis 
gen  @r60en  berggttill  (12.),  ofg  conjjant 
.finb,  fonfccrn  immer  als  ganj  Wißfii^rlicbc  '^uncffonen  von 
p befragtet  wetten  muffen.  ■ •;  •** 

19.  2Iud>  in  S5ejug  auf  jufammengefefffe  ^ariafioneA 
taft  ficb  tiefer  @a^  auf  folgente  2lrf  rednfertigen.  3u= 
erfi  fe^e  man  p;  für  p ; fo  werten  tie'  beite»  obigen 
©leidbungen:  “ . !-  y r 


vCpi,  **  y,  *,  X.  y^z-, 

ganj  wie  »orlb«f*  SBerten'nun  aber  4/  Ti  / zj . für 

X,  y,  z, gefegt;  fp  geben , wie  wir  in'(A.)  gefebeit 

haben,  mit  2lnwentung' ter  eingefübrfen  ^eidben  (17.), 
p,  (^p,  J2p,  überin:  , . 

' '*  J ' I • ' 

i - ' f > J ^ f 

P + ^iP--j-+  ^i’P- Y7J+ ^j’P- + , ' 

4-  + + + ••••  , 


3'p  4-  3,3*p.Y  + + “^«’^’P- iTinT'^ 


. <,u.  f.  f.  u.'f.'.f;: 

fo  ta0  alfo,  wenn  ties  in  bie  Dieibe  p,-  (18.)  für  p , ^p, 
(T*p,  (Pp,  ...  gefegt,  unt  nach  i geortnet  wirb,  tiefe 
Dveibe  in 

p 

i 

+ (5p  + S,p).Y 

+ (5=P  + 23,5p  + 5,’p).^  . ■ . ' ■ ^ 


+ (5’P  + 35.5«p  + 35, »Jp  4 

+ .*  . 

Übergebt/  unt  folglidb 


y 


f 


\ 
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s,ip  ^ Sp '+ S ,p , > . ' 

=s  + 2J,<Jp  + ^,’p,  - ,. 

8n»p  = ^>p  + 38^3^p  + 3J,’<Jp  + ^.’p, 

3a*p  = 3*p  + 4J,J3p  + 63^M^P  + 4(J,3|Jp  4-  8/p 

’u.  f.  f.  U.  f.  f. 

ij!.  »ff, 

^'‘pi  ^ 

• ■ -^  - 
Ij j,  fflp  ^^9p  1 

Q\i  + • 1 H JJk  • 1.2  ' 1.2.3  + • • • » 

unb  bur4>fciV@ub(iifufii)n  t)«  bur4>  ju  z^,  ....  Bc* 

SeicBnefcn  Svci^enfur  x,  y,  z,  ,...  gc^en-§^  unb  bie 

eoefitcientcn'bon  -f  / , . ..,  wie  bor^er^ 

üBec  inj 


fo  baff  a(fo 
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'..■C^)=”^^--(^)-v(^),  ; ■ 

’■■■  ($)=^  + 3^.  C-^)  + 33.-  (P)  ■+  3,-  (p). 

«•  f.  f.  «•  f-  f‘  ■'■ 

Solgti^)  na4>  (11.)  ^. 

'.'(^)=  , ...  . 

, rM,p  _ +^,p)  _ f'k,T„p  ( .(■  ; ; 

ok  “ ök  ^k  — .=1  > 


-c^)=  ' ;■  " 

^ pk  , 


(t)= 


_ök(3»p4.3,T_32p4.3j  3p.,  ' 


U.  f.  f. 

fo  bo^  olfo  au4)  l^lec 


pk 


u.  f.  f. 


pk 

'•  ..J 


^ A-,.  ’ 


20.  @«p  ttutt  , ' 

V = f(x,  y,  *,  u,  ...  ; p,  q,  r,  *,  ...O, 

7/  z,  u,  .. . . olß  abfotuf =,  q/  s , .. ., 
bagegen  atg  relaf i’t»  i unabl^angig  betrddbfet  werben ; fo  fantt 
man  jicb  V jueef!  auf  bic  SSBeife  »aru'rt  benfen,  baß  bloß 
bie  relafiD  s unabhängigen  ©r6ßen  »arüren,  unb  folglich 
»on  ben  Sßariationen  ber  abfolut  = unabhängigen  ©rößen 
»olltg  obßrahirf  wirb.  > blefem  gatte  erlelben^glfo 
bie  relativ  5 unabhängigen  ©r6ßen  bloß  prlmiflvc  SBorla^ 
tioncn,  unb  ble  Variationen  von  V ßnb  offenbar  gani 
wie  in  (A. ) 5u  enttvicfeln,  ble  relativ  * unabhängigen 
üroßen  als  abfolut  s unabhängig , bie  abfolut  = unab« 
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l^ättgtgcn  bagegen  a(«  con|latt( 

5te^ung  »crbient  folgenbec  ^all  wegen  feiner  »ielfad;en 
Slnwenbung  befonbec0  betra(^>fet  }u  werben. 

V 

21.  0C9  nämti^ 

V = f(x,  y,  y,,  y,,  yj, 


WO  X a(0  oBfolutsunabl^angig,  y bagegen  dlg^uncftonbon 
X berraebfet  wirb,  unby,,  yj,  y 3,  ....  bic  fucrcffiöen 
©iffercntialquorienfen  toon  y in  Sejug  ouf  x bejeid^ 
nen.  2Bitb  olfo  »on  bet  SSariafion  »on  x abjlrabirt  j fo 


3y.  + 


Sjz  + ..< 


2lber  qSsemein 

atfo  ■ '.'j.;  ■ 

ferner  i(i  ," 


(1^) 


d’V 

/^’V\  . 


5lber 

2Ufo 
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8-‘V  =x  ■ ■ 

wr  ’ + (.55; ) T5- + -s/ + ■ • • • 

, , , „ f)^y  , S8y  , „ B^y  , B^-8y  , 

^ ■*■ 

■■■;■  : +(0)C^),’-- 


§ür  bte  ^nwenbuttg  b<r  Sßarlafiongre^JnMttg  l|!  bfo^ 
bte  jwcfte  ®oriaflon  noc6  »on  2Bi(i|?figfeif,  ba^ec  wie  au^ 
immer  bei  bcrfelben  fielen  bieiben. 

^ f 

22.  ©ei;  ferner  ' 

V = f(x,y,y^,yj Zj,  ....)i 

WO  y,  z Suncelonen  »on  x |tnb,  unb  bie  $)ifferentlaiquo* 
tienten  non  y unb  z wie  nori)er  be}et(^net  werben.  0an| 
auf  ä^nU4>e  '}Irt  wie  nerl^er  er^ait  man 

-=  

/ 

> 

^B'y  \ , , , „ B^y  , BSy  , ^ B^y  , B^Sy  , , 




Digilized  by  Google 


626 


SSariöfiott^rec^mtö. 


+ 


^ /)’-V  , ^ /5’V  , ‘ 

+ \'U^)  ^ ^STdr,^^-~SI^  + •••; 

/ \ /^y  , - /)Mz  ^ 

\f5z^*y  V ^ / Pz.öZj  ‘ dx 

( f)>V  \ 


tt)0  baß  ©cf<^  fogrci’c^  in  bie  2Iugen  f5llf,  unb  fcl^jf  auf 
meljrere  tdatito=  unabhängige  »eränberliche  ©rbfen  au«ge» 
be^nt  werben  fann. 

23.  Söaciiren  aber  auch  bie  abfoiuf  = unabhängigen  »erän* 
berticben@r6^crt;  fo  muffen  biefe  Snrwicfelungcn  natürlidh 
weitläufiger  auefallen.  (Sine»oHfiänbige2lu0einanberfel}ung 
biefeg  ©egenfianbee  gefiaffef  hier  ber  Diaum  nicht,  unb  eö 
miiffenfofgenbe  S5emerfungen  genügen.  SäJerben  bieSSarias 
tionen  »on  V bto^  in  S5ejug  auf  bie  relatiUsunabhängigen 
©rb^en  genommen;  fofoDen  f?ebur(jh  (5‘p  be}ei(h)nef  werben. 
Sille  Sßariationen  bagegen,  welche  in  23ejug  auf  bie  abfo= 
lut: unabhängigen  ©rb^en  genommen  werben,  wollen  wir 
burdh  c^a  anbeuten.  ©e^t  mon  junächfi  blo^  pj , qi , r;, 
Si,  ...  für  p,  q,  r,  s,  — ; fo  wirb  V = 


t(*>  yi  ®»  f Pi(  9ii  n»  *i»  ....) 


= v + 0v;.:p+0^v._  + 


3’V.. 


- + V^-TTÖTTk 


+ • • • • 
+ . . . • 


SBerben  nun  ferner  xj,  yj,  z;,  u;,  ...  fürx,  y, 
X,  u,  ...  gefegt;  fo  gehen  V,  , d^^Y,  ... 

^e^Yf  ...über  in: 

V + 0„v.-i+ vv.-^  + VV.^  + .... 


+ vv. 


1.2....n 


«eV  + ^aS^v.-L  + + .... 

+ ■ 


+ W-iT2...n 
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Ä+  + •••• 

■ ' ...  + J °3  »V.  > , '. 

“ ? 1. 2.. .n  ■*■•••.  ’ 

■J  »V  + ^ ^ ’V.±+ a *3  3V.  Ji_4.  J 3/(,sv  i* 

« ;T  “e  “ e TTJ^  “ V .TTTa:  + *■•* 

^ •••+VVV-' + 

“ f 1.2.. .n  


j kV  + ^ « IV  .J.  + ^ *a  >‘V._Ü_ +'^  >-?  kV  -1*  .•  '•* 

V ^ t “ e 1.2  ^ “ e 77273  + ••'•• 


...  + 3n3kV,  >“  , 

“ « r727.TS+  ■■■■> 


unt)  folgUdtj,  wenn  man  fcteß  in  obige  ©fc/d^nng  fubfii» 
tuirt  unö  noch  ^otenjcn  »on  i ortmet: 

j . < » ‘ V ■ / • 

Vi  = 


“ 1* 

3 r.J 
( 1 


+ 3JV  .'Jl_  + 3 ’ V ' 

’’  ' I 

“ 1.2  « 

1.2.3  ■*■  “■' 

+ ^J  V.JL  + 3 ^3V 

i» 

ft 

“ « 1.1  « e 

1.2.1  ■*■  •••• 

+ a =“V.  Jl_  +'3  3 ‘V  , 

i> 

e 1.2  « e 

1.1.2  + •••• 

' • ' ■ « ‘.  e 

+ 3 >V, 

e 

1.2.3  ~ 

= V+3V.^  + 3^V.-^+a.V.^ 


+ ... 


5oIgti4>/  w^nn  mon  ben  ©oefficienfen  »on  ~ ' 
entwicfelf, 

a»v  = 

V + ü J n-«3  V + "("  — •>)  3 n-23  =V  4.  . . . 

® i“,e  1.2  “ e 

...  + iLi^)  VV"’^  + + V'^'- 

5Ufo  J.  25.  . 

3V  = + 3^v  , 

' 3‘V  ±=  3 4-  23  3 V + 3 , 

“ - “ e e-ix  ’ 

3^V  =;  3 + 33  ^3  V + 33^3  »V  + 3 iV  , 

; ‘ ■ ü f/f.  u.  |7f._ 

SBerben  o(fo  bei  ben  in  (21.)  unb  (22.)  entwicfeffeners 
(len  Sßoriationen  ciu4>  bie  Sßoriofionen  ber  nbfoiuf : unnb* 

91c  2 
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I)an3i9cn  @r60eit  berucffid^jtigt;  fo  ijl  belbc  SOlat, 
daY  = Jx  beijufügen.  SEBiß  man  jid^-obiger^or* 

mein  jur  mirfltcben  (gntmicfetung  bec  Sßariadonen  bebte* 

nen;  fo  ^at  man  wol)t  ju  merfen,'ba’ß,  wenn  mort^  unter 

bem  3cJdben  t^a  oariief,  atte  Sßaciationen  feeunbat  |tnb, 

unb  man  affo  jur  Sßermeibung  jeber  ^rrung  beo 

4jeno  bebtenen  mu0,  inbem  man  fon|l  j.  25.  (eicbf  »er* 

leitet  werben  fbnnte,  (latt  (eigentli^  ‘i'^P  P 

fetjen.  2löe  EDiffcrentialquoticnten,  fo  wie  aöe  primitwe 

QSariationen  ber  relati»  = unabhängigen  @r6^en  finb  alst 

neue  Functionen  ju  behanbeln,  Jp  »onp,  Jej  »on 

q;  dr  »on  r,  u.  f.  f.,  welcfeee!  wohl  }u  bea(^)ten  ifl.  ®ie 

in  (10.)  bewiefenen  ©ätje  finben  hierbei  ihre  2lnwenbung 

unb  ber  ©aö  in  (11. 18. 19.)  bietit,  wie  gewöhntidh/  ju 

weiterer  Drebuction.  SWehr  '^u8fuhrlid;feit  gejlattet  h««» 

ber  Siaum.uidhf.  ' • , ' ^ 

* . • 

» - 

c.  SSariatiottCtt  unbeflimmfer  SJtitegral; 
formein,  iwifchen  befiimmten  ©ranjen 
o genommen. 

24.  ©ei)  V eine  ber  einen  abfoluf  = unab* 

hängigen  @rope  x,  unb  relati»  * unabhängiger  0rö0en. 

V=/v5x, 

baö  3ntegral  »on  x=a  bio  x = b genommen.  ®enff 
man  ftdh  nun  v auf  irgenb  eine  2lrt  »arlirt  \ fo  geht  v in 
Vi,  unb  V in  , . 

Vi  = /(v4-8«r.±  + a*v.^  + J»v.^-^  + ...)8x 

= /v5x  + yJ^ ßß^'/)8x  + ... 

über,  afle  integrale  jwifdhen  benfelben  ©ränjen  genommen 
wie  »orheb.  ®a  nun  befanntlidb . bie  Soeffteienten  »on 

Y r,  r • • • m ber  Dveihe  für  .Vi  bie  ^^(^iatio» 

nen  »on  V genannt  werben^  fo  i(i  ' ) ' . . 4. 
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JV  =;  Sfvfhi  =5  f(3y)fh, 
d^V  c=  S'^/vcix  =a  f{8'^v)clx  , 

3^V  =:  3^fvdx  =;  f[3^  v)Sx  , 


^*V  = 3’>/idx  =:  /(J®v.)5x  f 

bie  von  X = a bis!  X = b genommen , ba  ftdb 

bte  Sßariationen  auf  ben  jwlfeben  biefen  @rdn5en  genom* 
menen'be|iimmten  SBert^  von/v^x  bejie^en. 

3|i  eb«n  fo  v eine  §uncfion  ber  Selben  obfotuf  = unab; 
l^ängigen  ©cöpenx,  y,  unb  reiatiö3unabt;Ängiger  ©rö^ 
fen^  unb 

T =/v^x^y  , ^ 

bag  jwifdbcn  ben  ©ränjen  x = a,  x = b; 

yz=a,  y = b'  genommen  j fo  i(l  auf  5^nlld[?e  3Irf  wie 
vorder: 

yi=/(v  + av.-l  + 3V.^  + 3’v.-j-^  4-  ..O^xfJy 
=/vc)i(5y  + -jy(^v)5x5y  + Y^^^i3‘‘v)8xdy+-^^Jl3^v)8x^yi-... 

2Uf0 

»JV  = 3fvSxf)y  = f{3v)SxSy  , 

8'-V  = 3^-fvdxBy  z=f(3^v)dxBy  , 

3*V  = 8^/tdxdy  = f{8^r)dxBy  , 


^nV  =5  8''fv()xBy  = f{'3yy)Bxdy  , 


oße  ^nfegrate  jwlfc^en  ben  gegebenen  ©ränjen  genommen. 
?SJie  |T4>  bieo  auf  mehrere  abfoiutsunobbängige  ©rb^enec* 
weitern  fbllf  in  bie  klugen.  9]oc(?  ijl  l)iet  au8brucf(id> 
ju  bemerfen,  ba0  bei  ber  aögemeinen  ©nfwiefetung  ber 
integrale  in  ber  leisten  Ovel^e,  o^ije  ©ejug  auf  einen  be^ 
ftimmten  SBert^  von  fvBx'oitv  /vBxBy  jwifeben  gege= 
benen  ©ränjen  bie  SDariationen  ber  abfolut  = unabhängigen 
©rö^en  ato  conjlant  ju  betrad^ten  jtnb  (14.  16.).  Ser- 
ben aber  alle  Söariationcn  auf  einen  bejlimmten  5ßerfh  von 
/ Vf)x  ober / vBxBy  be5ogen , wie  hier ; fv  muffen  bie  2(n= 
tegtale  in  ber  leijten  Dieihe/  ober  bie  Variationen  ber  ge* 
gebenen  jwlfd^cn  gegebene»  ©ränjen , jwifeben 
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fcenfelben  ©ranjen  genommen  werben,  unb  bann  i(f  narur* 
Iid>  (5'x  j.  33.,  otß  eine  wiflfii^rlidje  gunrtion  non  x,  = 

‘ für  X = a , = Jb  für  X = b ju  fe^cn. 

Sßon  ganj  bcfonberet  SBicbfigfeit  für  bic  Slnwenbung 
bcr  Sßariatiön8rcd;nung  auf  bie  i'e^re  »on  bcm  ©röjjfcn  unb 
Äieinflen  ifl  bie  (Enfwicfetung  ber  er|ien  SSariation  unbe= 
(ümmfer  jwifcfjen  gegebenen  ©ranjcn, 

woju  wir  je^t  übergeben. 

25.  0et;en  p , q §unrtionen  non  x ; fo  i|l  nad?  ber 
Ovebuctionefotmel  II.  ©.  783. 


fin-lq  rfip 

= -J 


Sofgiid»,  burd>  fucfef|Ine3ec(egung  mirteljl  biefer  formet t 

/p^ax  = 

_ a"-'q  fdp  fia-iq  „ 


a"— *q 

ax"— • 

ap  a«— -q 
S\ ' ax“— * 

+ 

a"— 

J c)x‘ ' ax"' 

a"-'q 

äx"— > 

ap 

fix’  f)x”-—^ 

+ 

a~p  a™— *q 
aü*  * ax"— * 

ra^p  an->q- 

a™— *q 

rp  a»— 2q 

a*p  f)n—iq 

ax»-"! 

+ 

a?  ■ ax“— * 

» • • • 

. . . . : 

ra»p 

? - 
j 

ap  a"~’q 

d% ' ax"— * 

+ 

26.  ©et;  nun 


V x=fvdx  , 

= f ( 5= . y . y,  j • • y, . z . *1 1 • • " I . • • «j, . • • • ) 

wo  X abfoiuf  5 unabl^üngig,  b(,  y,  u,  ...  bagegen  rela* 
tin » unabhängig  finb,  unb  . ^ 
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I 


y» 


_ (>“j  _ fi^z  _ fiy» 


ifl-  ®i’e  pord'fllen  ©ijfcrenfialquoticnten  pon  v in  Söc« 
JU9  auf  ' ' 

yi  yi.  y„  ; 


u.  f.  f. 

foffcn  t>er  wegen  burc() 


n.  f.  f. 


12  « 

Y,  y,  Y, Y ; 

t 2 ß , 

z,  Z,z Z; 

12y 

U,  U,  U,  . . . . U ; 

U.  f.  f.  U.  f.  f. 

bejei(^)nef  werben.  9Wan  fu<6f  nun  = d/vdx. 

S)a£5  mit  (Jx  bel^aftetc  @(i'cb,  wenn  jugtei^  bie  SSarios 
fionen  ber  obfoluf»  unabhängigen  @r60enberucf(i(^tigt  wer» 
ben,  ift(23.)  ^ 

SSirb  bon  ben  SSariafionen  ber  abfoiuf  s unobhangigen 
(5r60en  objtrahirf;  fo  j|!  biefeg  @(ieb  = o ju  feljen,  wie 
aug  bem  Obigen  fogleicb  erhedef.  Sf?ad>  Sejlimmungbiefcs 
©liebeg  hoben  wir  nun  bie  Variation  blo^  in  35ejug  auf  bie 
relatib^unobhöngigen  ©rö^en,  alg  abfolut-  unabhängige 
bcfracbtef,  ju  enfwirfeln  (23.).  ©g  ifi  ober  in  biefer  $8e= 
iiehung  (9.): 

3r  = Y3y  + Y^y'  + Wy,  + . . . + YSy^ 

12  ß 

ZJz  “l*  Zdz  j ZJz2  4“  ■ • ■ "f" 

12  r 

+ U^u  + UJu,  +uauj  + . . . + V3a^ 


Ober,  weil  überhaupt  (18.  19.) 
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sj  = ^ 

^ \dx“J  flx“ 

Sz.  = 3 ^ , 

j'  \exrj  flxr  ’ 


^u 


«.  f.  f,  u.  f.  f. 

^.u.  + i^  + i^+...+i^ 

+ ü3u+6^  . 


Se5  iff  ober  dfvds.  ^=z/(^v)  Bx  (24. ).  2(*^(e3rir( 
mon  oifo , unb  fügt , um  ou(j>  (5“x  ju  berücffldbdgen , bo$ 
fcbpn  oben  befiimmfe  ©lieb  \dx  be^  j fo  mon ; 

3V  = vJx  + fYdydx  +/Z3z^x  +fU8adx  . . , 

, I rvB‘‘8y irv^“^ya 

+/Y-^^+-+/Y^a« 

, I 1 ryB^Sz^ 

>\-/z-^dx  + fz^dx+,.+fz—s% 

+ /u-^5x+..+/u— 


dxr 


So(g(i^  no4>  (25.)  JV  == 

v3x  +/Y3jBx  + fZSzdx  + f3adx  + . . , , 
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-J^Stdx  + ZJ»  . 

+7^^*^  + ^■37  “75F'^* 


635 


— + Ü^a 

+ 


EB^'^Sz  BzB^'^Sz  , - B^'^Z 


’S* 


+ •»  ★ 


dxE- 


;-  3i 


^ü. 


-au3*  + ü^--57^» 


r^’ü-  - , * B^  Blta  , 5=ü  , 

+ U-Ji?  - + ■^^“ 


*M»u8.+  ic%_^/£ii»+...,ii4,„ 

öx»-  ßx»--!  ^ Bx^-^  ß*y-i 


c:  tJz 


ßx»'-^  ßx^- 

ßY  . ß*f  ß’Y’ 


I U , ß>Y  ß’Y  , . <5  Yi  . 

+ /^yjY-.^  +-3iT-;5ir  +•••  ± ^r* 

-{ 
Bxn 


. ,»  U 1 ß’Z  , 4.ß^z|  T 

+ /3z[z  _ ^ + ^-  ^ + . . . ± _[  ßx 


,,  U,  . ß»u  ß>u  , . ß’'uj. 

+ /3u]u-^  + -5rr--5::r  + •••  ± — 


ßu 

+ ^yjy  - -^  + '■^- 


ß5r' 


ßx’ 


ß*y  • 


ß’Y 


_ß' 


ßx 


4 (* 

1— 1y  . 

«-1  i 


BY 

i^r  ~ 

f^-'b  |4 

ßx“~^ 

B“~hi 

ß*“-zi 


o a 

_ ß““^Y 
'*■ 

rx 
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dx} 


dx^ 


4 r)Z 

+ ...+ 

. cx\ 

u 

^b^-4. 

jz-... 

yß 


8x^-^ 

+ Ju|Ü  — 

flJul».  (5ü 


^ü  , fiA] 
Si  +'S?" 


•-  X jr,:. 


8x^ 


.tI 


+ '-^r  “ 


sr-^l 


dx^ 


^1 


» _ 

^1  • - ^^y-3 


II 


4.  eiiH 


®ie  ©r60c  oufber  «^fen  ©citc  fcfg  ©(eidbl^eifgjeU 
4i«ne;  ijl  jwifc^cn  benfelbcn  ©rdnjen  wie  t>ag  gegebene  3n= 
(egrot  ju  nehmen  (24.). 

27.  2Im  ^duftgjlen  fommf  bec  »oC/  t»o 

V = f(x,  y,  y,,  yj,  . . .)  . 

tiefem  ^aile  ^at  inan  oifo  ^ ! 


SV 

, , ,v  fr  , f53Y 


+ •••• 

. 4 


i^'iy 

e^x 


+ 

+ 


3 ^ 

^ ’ ‘ t^X* 


4 

Y — 


i^y 


.Hy  •’Y  . ^’-Y  r'Y  ^ r>Y  i.  . 

+7»^"ö7  + '3?'~^  + 7;i7“  •••• 
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(Euter  bebknt  fidb  hierbei  fotgenber  S5ejef(|>nung, 
wetebe  wir  wegen  i^rer  Ginfo4)b*>t  funftig  öftere!  gebraiu 
^cn  werben,  ©ei) 

(5y  = p^x,  f?p  = q5x,  = r5x,  = s5x,  . . . ; 

V = f(x,  y,  p,  q,  r,  8^  . . . . ) ; 

fotji 

+ (^)^p  + di)^i  + • • - 

= 4-  S5s  + . . . ; 

fotgtidb  na4>  bem  Obigen: 

SV  — Sf^Sx  = 

' rf«+ jp  - + ...  jj. 


+h--lS? 


()Sj 


s _ ...Ö 

• «r 


. ^ 

Bx^  ^ Bx* 


inbem 


— ...  I Jy  5x 


” = (l7)  = ^.|j=p=J- 
^ = (!?;)  = “’  = >'>  ■ ■ 

■'  = (|i)  = ^.©  = - = ^- 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 


28.  3(ibier  . 

75ST  + 


N 


CfX* 


. . . =:  0 


fo  ifl  (J /vBk  o^ne  ^nfegrofiongjeidben  auggebrueft , unb 
eg  lä^t  jicb  alfo.,  ba  d / vBx  = /(3v)  Bx  ifi  (^4.),  bie 
^unction  (cTv)  Bx  V)oB|tänbig  integriren,  ober  (Jv)px  i|b 
ein  voflfiänbtgeg  ©ifferenfial,  irgenb  einer  gewijfcn  §nn= 
ction.  9Äon  fe^c  bober  (dv)  Bx  =:  Bv',  unb  betro^te  v' 
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ots  Sßariadßtt  irgenb  einer  ge)»lj|ett  gunctlon  V.,  »etdjeg 
tt>egen  t>er  ^idfä^rtic^feit  unb  ^Qgemetn^eK  be0  ^ariU 
rene  offenbar  »erftaftet  ifi;  fo  l|l, 


otfo  V = v(?x  = Bv",  unb  bemnadf?  v^x  ein  bo(I= 
. flaitblges  35ifferenflat>  aifo  Infegrabel.  Irgenb 

eine  §unctlon  »on  x,  y unb,  inbem  mon  y als  »on  x ab= 
l^ängig  beera4)tef,  p bec  ©Ifferentlalquodcnt  non  y,  unb 
CO  l(i,  wenn  wir  (^)  = M fe^en, 


='M5x  + Nf5y  + Pc5p  + QBq  + Rf?r  + • • • , 

| = M + Hg + 

fo  i|l  v^x  Infegrabel,  ober  ein  nottjiänbigeo  Sljferenflal 
einer  gewijfen  Suncflon,  wenn 

(3p  , d^K  , B*S 


ifl , tneo^alb  biefe  @^eil^)ung  ble  23ebingungOglel(|)ung  ber 
^nfegrabillfaf  genannt  wirb.  Sieo  bient  jug(ei(^  jur  Cr* 
ganjung  »on  I.  ©.  906.  III.  ©.  771. 


29.  ©e9  je^f 

V =/fvS%c)y  , 

_ Bl  Bz  B‘‘z  B-z  ^ 

V =s  y»  ^ ^ ^ • ■ • ■ ) > 

wo  X,  y abfotuf  s unabl^ängige  ©rb^cn  finb,  z bogegen 
eine  re(atio  = unabl^ängige  Ijl. 

^erucfjicbfigcn  wir  iugteidb  bic  Sßariafionen  ber  abfo» 
lut  5 unabhängigen  ©r6§en;  fo  ftnb  ble  ^x  unb  f)'y  cnfhal* 
tenben  ©lieber  »on  t^V  ouf  ähnliche  2Irf  wie  »or^er 


= ix.fvBy  + dy.fvBx  . 


25ejeidbnen  wir  nun  aflgemein  ben  partiellen  ©Ijferen- 
tialquoticnten  »on  v in  S?ojug  auf  burch  Z;  fo  if?, 
wenn  wir  nun  auf  <Jx  unb  Jy  nidbt  0vüct|lcbt  nehmen,  unb 
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jugfei'db  bie  Sßoriati’onen  bcr  ©iffercntiatquotienfen  wie  ge* 
wö^n(i4>  umgeformf  wetbetu 


dv  s 


0 

ZSz 

1 , S f5^e 

^757+^75? 

O , dx()j 

»7  ^ , r» 


4 


X ■•  "-  X7 

1 ”*’  2 


+ 3^ 


+ ■ 


3Blrb  nun  auf  beiben  ©eifen  mU  ^xp'y  mulflplicirf, 
integrirt,  unb  bie  in  (Jx  unb  dy  multiplifwten  ©liebet  wie* 
ber  beigefügf  j fo  ijl  (24.)  . . ' • . 

dV  = Sf/^r)xdy  = 

Jx./vf?y  + Sy./vehi 

+ ffSxdy^ZJt  + Z-^+Z-^+Z-^+  . . . 

..  + t?^y+  • 

fa  t B^Sz 

s +^15^  + ?^+-** 

...  - 

'+^75F‘*'”' 


®ie  boppelten fbnnen  nun  au(^>  (liec  nadb  (25.)  ent* 
wicfelt  werben,  wel^jeei  wir  inbe^  b(o6  on  einem  ©eifpiele 
5eigenwo0en,  woraus jebodb  bas  allgemeine  ^erfal^ren  lei4)t 
cr^eöen  wirb.  . ©s  i(l  alfo  j.  ©. 

1 * B*3z  -3  ,.1  ,4  8*3z  3 


) 
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fr  d*z 

=i/  * 

/ö’z  r 

-^^Jzöy-y  -^^Szdx 


• VOI»  n . # 9 o 

+ / ^ 757^* 


BSz 
dy-  ~Si 


5’Z  ' ^Z 

^ J ,,  I 

^ ßx  <5y  Sy  c*x 


S(Ji  • » S’^z- 
Sx  "Sy  j SxSy 


Cntwicfelt  man  auf  biefc  SBcife  affe  boppcftc  integrale 
in  obiger  Üiei^ej  fo  erhält  man  nach  gehöriger  @ub(iitu» 
•tion: 

SV  = Sf/vSxdy  = 

Sx-fySj  + Sy.fvSx  ^ v 

dz  d^-i  S’Z 


l/£j  ^ 

+7/5x5yaz  jz  --^'+  - 7517  + 


dz 


a^z 

. 1 1 i_ 

Sy  Sxäy 


d^Z 

1 

Sx=  dy 


d^Z  d^Z 

"Sp  ~ Sx75p 

- o 

d>Z 

-äp-"-- 


az 


a^z 


a^z 


+ fBySz  Z-^+  J^“75i?  + 


az 


a=z 

“ äy  ^ axSy 


a^z 


a^z 


a=z 

j I ä 

'*■  75p  äxSp  '*' 


a^z 


»4. 

dy^  ^ 
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+ fck  Si  Ta  — 

f 1 


hZ 


,'3xi  + • • 
az  a*z  . a^z 
c5y  ’*'  äx3y  Sx'dy 


» » 

a^z 


a^z 


' "*"  a"y*  a»ay* 

a^5 


- 3T?.+ 


/•;3  I ^ 


az 


a=z 


az 


^ 9 

a’-z 


“ ^ + 'sdy  “ •■  • • 


a^z 

■*■  ~ 
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+ -^^*17!! 


az 


a I i 

~+-iai5r 
a=z 


-a*z 
az 

75y  '*’  ay  ax 

a»z 

+ 3rf-  . 


<57* 


-i_  ra  4 


+ Ta- 


az 

« _L 

75i  + 


’c/y  -‘  l‘ 


az 

^ + • * • ■• 

az 

75P  + ---- 

K.  IC. 


> 

• 4 
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SSartafiottörec^mmö. 


f)Z 


f5»Z 


^.’*r  S*dy 
i '>  S-i 
- 7^“ 


fTz 


py  / * ^ :- 


dh 


. » 


\ 


I 

f5’(Jzj 

<5jTSy  j 
"5^1 


:c.  ' k. 


( 


tiefer  5Iu«brucf  Befielet  au8  brd  »«rf4>l«b<narf{geit 
^on  benen  btr  eine  mit  boppetfen  2|ntegraliei(^)cn, 
ber  flnbere  mit  bem  einfadBcn  beBaffef,  ber  kt^tt  aber  »an 
bem  befreit  tj?.  2Beifcre  .Setebrung  fudbe 

man  in  befonbern,  unten  anjufübrenben,  SEBerfen  über 
bie  ^ariationeirecbnung. 

30.  @et)  ietit , um  no4>  «in  jufammengefeljtere 
Salle  }u  betrauten, 

V = f(x,  y,  y,,  y,,  . . . . y^) , 

» V'  = /v't")*  ; 
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I 

V = £.(V',  «,  y,  y.,  y,)  , 

V^/vÖx»  ' 


mon  foU;.  JV  ffnben.  ' S>aö  Jx  cntl^otfenbe  ©ffeb  ifl  wie 
immer  = ’ - 


/ 

fo  ba0  nun  bte  SDariafion  bto0  in  S8ejüg  ouf  f,  y^, 
Yj , . wie  abfotu(sunabt)an9tge  0r60en  befrcK^yfef,  ju 
entwicfein  iji.  3)o  aber  v ciuci>  »on  V' ab^angf;  fo  ijl  ju» 
gieidb  nadb  ber  gewb^nUdi^en  ^raneformation  ber  ^ario« 
tionen  ber  S)ifferentia(quotienten: 

^ Sv  = 


d^Sy  ‘ 

J55F  • 


?Iber  8V  = 8 /v  5x  = /Jv'^x , 8Vz=z  8 fvdx  , 
rrr/Jvöx.  §o(gti4>/  Wenn  man  juglel4>  <^x  beriirf* 
ficlJtiflf:  . . 

av  = 

^+--‘+©  ■ ' 

' = rax  + /(l^)  dx  .f3t’  ax  - / 1 av'  öx  /(^f }ax| 


+/lY^y 


oDe  integrale  5»ifc^cn  benfetben  gegebenen  ©ränjen  ge* 
nommen.  ©e^en  wir  nun  ben  iwifcben  benfeiben  ©rdn* 
jen  genommenen  SBerfl^  non  J" (^)  ax  = 3;  fo  ifi  Har, 
boß , ba  / 8\Bx  jwifc^en  benfeiben  ©ranjen  genommen 
werben  mup, 


f sif^SvSx 

ijl,  fe^fereo  iwlfdpen  benfeiben  ©ränjen  genom< 

men.  So(9li4>i|t/ 

3-/(w)ä»  = >- 

V.  - @f  ■ 
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I 

' 3V  = 

v3x  + /lSv'()x 

mt  , , ' 


21tfo 


3V  = 

»&+/lWj  + + 1'^  + — 


= v^x 
+ /YJy^i 

,^Y 


, —f^3j()x  + hj 

- -^T  155^+  - + 

+ /IY'^y^ 

— + lY'  ^y 

+ /-gjr-^yö*  + 75F  “ "^'’y 

^ - -5T  757  + -57-^y 
/ 

Js^  SJ-‘  " SjT' 
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SSörlaöon^rcc^nung. 


= v3x 


^x’ 


■jY  I 
1 


+ t|*-#+---±^{ 

5^(  3 _ ^»'-r^Yi 


;rrY 


“ST 

a.if 


151? 


• » /* 
• • • _ A — 

" ax^ 


j^X 


y^) 


31.  2Bäre 

v"  '=  f'(x,  y,  y.  , y,,  .. 

V"=/v"öx} 

. »' = ffV",  X,  y,  y,,  y,, 

V'  =fv‘Sx  ; 

V — f(V',  X,  y,  y, , y,,  ...  y^,)  , 

V=/v^x; 

V ' 

unb  (TV  ju  enfwirfcln;  fo  würbe  nad|>*etnem  gattj  4^nn(^)ett 
SDerfo^ren  wie  »or^er  ju  ber  »origen  (Snfwicfclung  nodb  ein 
bem  jweiren  .^auptt^eile  berfelben  gana  4^nllc^>er  “^^eit 
Iflinaurreten,  wenn  man  nur  überall  i.  jlatt  a fefef.  I'  ftatf 
I,  unbY"|lattY'fct)reibf,  wo  ' » 


dx 


jwifd^jen  ben  gegebenen  ©ranjen,  unb 


@f2 
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gefc^f  ißf  tvotaug  bmn.audf)  lei^t  tag  «dgemeine 
«reellen  wirb. 

' J 

II.  5(nroent)un9  ber  SSortöfton^red^nuttg 
auf  btc  Se^te  uon  bem  ©rosten  unb' 
;Älcin|{em 

32.  ©ie  2el^re  »ott  bem  ©rö^tett  unb  itteinpen  eni= 
^äit  me^vete  Zweite  / wei^eman  »o^t  bon  dnonber  tretts 
nen  mu0. 

®er  erftc  unb  Uicttefte  befi^idffigt  ficbmif  ber  0roge, 
in  einet  @Ui4>ung  jwifeijen  x unb  y bic  QBerf^e  »on  x ju 
jtnben/  für  wel4)e  bie  jugel^6cigen  SBert^e  non  y @r6ßrc  ^ 
ober  ilieinjie  werben , b.  1^.  größer  ober  flelner  finb 
al^  oQe  unmittelbar  bor^ergel^enben  ober  no(^fo(genben 
9Bett^e  bon  y.  ®ie  SBeontwortung  btefer  ^rage  gebbrt 
gonj  in  bas!  ©ebiet  bet  S)i|fetentia(redbnung,  unb  ifl 
in  biefem  SBörterbu^e  in  bem  2lrt.  ©rbpteef  unb  i^lein* 
fieei  gegeben. 

^weitenö  ober  fonn  man , wenn  irgenb  ein  unbefKmms 
ter  3ntegratau0brucf  gegeben  iji,  unter  aßen  mögli^ett 
Üielationen,  welche  iwiftben  ben  berdnbetlidben  ©r60ett 
beffelben  fiatt  ftnben  fonnen,  biejenigen aufjufinben  berlan* 
gen,  für  welche  ber  gegebene  3ntegra(au6brucf,  }wif4>ett 
benfetben  ©rdnjen  genommen,  ein  ©röpteo  ober  ein  iUein* 
f?eo  wirb,  ©pflte  j.  SB.  bie  ©urbe  gefunben  werben, 
wel(^)c,  jwei  gegebene  fünfte  mit  einanber  berbinbenb,  bei 
bet  Umbre^ung  um  bie  2l;re  ber  x bie  fleinjle  OberfTädbe  er» 
5eugt;  fo  würbe  ( ©omplanation.  ^I^l.  I.  514.)  biefc 
§rage  barauf  jurücf  fommen,  bie  SXelation  ober  bie  ©lei= 
^ung  iwifdbtn  x unb  y ju  jinben,  für  wel^je  bet  unbe» 
fiimmte 

2nfy8xYi+  (g')  , 

jwifd;en  ben  butdb  bie  beiben  gegebenen  fünfte  befiimms 
ten  ©rünicn  genommen,  ein  .^(einffes  wirb,  ©old^e 
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ober  Äteinfle  neimfm<mna<|>© liier g IJSorgattgc 
obfolute  SOZo^ima  linb  £QZintma.  Methodus  majd- 
morum  et  minimorum  absoluta  docet,  interomnes 
curvas,  ad  eandem  abscissam  relatas,  determinare 
eam,  in  qua  proposita  quaedam  variabilis  niaxi- 
luum  minimumve obtineat  valorem (E u 1 e ri  Metho- 
dusinveniendi  Hneaa- curvas  maximi  minimive  pro- 
prietate  gaudentes.  Laus,  et  Genev.  1744.  p.  4.), 
toel^^eg  o^enbar.mit  bem  obigen  rein  anal^rifcl^en  begriff 
übereinfommt. 

©rifteno  fann  man  enbH4>  Dielafionen 

ber  »erdnberlidben  ©rö^en , mcldbe  für  einen  ober  mehrere 
gegebene  unbe(Hmmre  ^megralougbriicfe,  jmifdben  benfets 
ben  ©rdnjen  genommen,  biefelben  befiimmfen  2Bert^e  ges 
ben,  biejenigen  oufjufinben  »erlangen,  für  »)e(4>e  ein  am' 
berer,  ebenfaUg  gegebener  ^nfegralauebrucf , iwifeben 
benfelben  ©rdnjen  genommen,  ein@r5pfeö  ober  einÄ'Ieim 
fleg  wirb,  ©ottte  j.  25.  unter  oHen  ben  ©ur»en , i»el(be 
ji»if4)en  jwei  gegebenen  fünften  einerlei  2dnge  §aben,  bie* 
jenige  gefunben  werben,  welche  bei  ber  tlmbrebung  um 
bie  ^beiffenafe  bie  fleinjZe  Dberfldd)e  erjeugt;  fo  würbe 
biefe  2lufgabe  offenbar  barauf  jurüeffommen,  b i e Svelafion 
ober  @Iei4>ung  jwifeben  x unb  y ju  jtnben,  für  welche 
jwifdhen  ben  gegebenen,  bur4?  bie  beiben  gegebenen  9^unf; 
te  bejiimmfen,  ©rdnjen 

fdxY^i  + = Const  , 

«nb  27i/ydyi  ein  üOlinimum  wirb,  ©oldhc 

0r60fe  unb  i?lein(le  heilen  relafioe  SKapma  unb  SOZü 
nima.  Methodus  maximoruin  et  minimorum  rela- 
tiva  docet,  non  interomnes  omnino  curvas  eidem 
abscissae  resppndentes,  sed  inter  eas  tan  tum,  quae  . 
praesciptam  quandam  proprietatem  communem  ha- 
beant,  eam  determinare,  quae  maximi  minimive 
proprietate  gaudeat  (1.  c.  p.  5.) 

3u  biefer  lejjten  i?(o(fe  »on  2Iufgaben  gehört  auch  baö 
fo  berühmte  ifoperimetrifdhe  Problem,  welcheg  um 
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tfr  aflen  Surtwn  »on  einerlei  Wnge  jwlf^en  gegebenen 
©ranjen  diejenige  ju  ftnben  Xi^xt,  burdb  »etc^e  eine  gegebene 
SSebingung  bee!  @rö0fen  ober  Äteln|ien  erfüBt  wirb, 
worüber  unter ’ben  ^iflorlfdben  9]otiien  om  (Enbe  ein 
SOJel^rereo.  ' ■ 


A.  Slbfolufc  ?DZ«ytma  unt>  3)Jinimö. 

; r 

33.  @e9  nun,  wenn  y al?  gunction  »on  x betrag* 
fet  wirb,  ' ' . 


= t(i. 


By 

■Tx 


B-y  B^y 

’ ’ 


ober  auch,  wenn  audb  z ols  gunction  t>on  x betro4)fef 
'Wirb, ' 


V = tQ%,  y, 


By  B^y 


Bz  B^z  , "v 
757  ’H^’-*--  J* 


unb  V ==/v8x,  blefe«  l^nfegrol  jwifdben  bejlimniten, 
©rünjen  genommen.  9)lan  fofl  bie  DJelation  jwtfdjcn  x 
unb  y fo  be^ilmmen,  bo0  ber  jwifdben  ben  gegebenen  ©rün* 
jen  genommene  SBertb  biefeo  ^ntegralo  ein  SOlapimum 
ober  2)?intnuu(  werbe,  b.  b*  fo,  baß,  wenn  man  ble 
9lelotion  jwifdben  x unby  affmübligf  jietig,  geüns 
berf  benft,  woraus  auch  eine  fietige  2lenberung  befagten 
SBerfbes  unfers  wirb,  berfelbe 

größer  ober  f [einer  werbe  als  ade  unmittelbar  oorbergebenben 
unb  nadbfolgenben  fTladbbarwertbe,  fo  baß  aber  bie  ^lenbe» 
rung  bes  SBertbes  immer  als  bureß  bie  ?Ienberung  ber  jwi= 
f(^en  X unb  y jfatt  ßnbenben  0velatiou  ber»orgebra(^t  ge* 
bad>t  wirb.  9Kan  benfe  ßdb  nun  bie  gefuebte  Dvelation 
jwifeben  x unb  y gefunben , unb  bann  auf  irgenb  eine  ?lrf 
geünbertj  fo  gebt  V übet  in 

Vi  = V + av.l  + s.v.^  + + ... ; 


woraus 


vi_v  = sv.l  + s>v.^  + 

©oß  nun  ber  jwifdjen  ben  gegebenen  ©ränjen  genommene 
9öertb  non  V z=z/vBx  ein  SJlajrimum  ober  SJiinimum 
werben;  fo  muß  jwifdben  biefen  ©rünjen  für  jebe  nodb,fo 
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Keine  Slenberuna  berSvelafion  jwifctjcn  x iintj  y,-  &.  i;  f«r 
jebeö  nod&  fu  Keine  i,  für  öae{  9)la;*imum  Vj  — V < o, 
für  bag  9)?cnjmum  Vj — V >,o  fe^n.  2>a  man  ftc^  ober 
ifo  Kein  genommen  benfcn  fann,  ba0  bog  3«‘4jen  von 
Vi  — V bto0  »on  bem  erfien  ©liebe  ^ (33erg(.  loi;: 
lorg  2el^rfo^.  29.  — 32. ),  meldbr«*/  bo  i non  einer  ungeroben 
^otenj  i|T/  fomo^l  pofiti»  atg  negafin'fepn  fann,  ob^üngr'; , ‘ 
fo  fonn  ojfenbor  feine  ber  beiben  obigen  I5ebingungen  für 
olle  nodb  fo  Keine  i flatf  finben,  wenn  nidbf  i>irfre*  ©lieb,  , 
unobl^angignon  i,  jwifdben  ben  gegebenen  ©ransen'=o 
i(t,  moroug  (tdb  olg  gemeinfdboftli(J;e  ^ebingnng  bog  !9?o= 
jrimnm  unb  Minimum' 

JV  = O ' 

ergiebt,  bie  aSoriotion  jmifd^en  ben  gegebenen  ©rünjenge^ 
nommen. 

2Ilfoi(l  I . 

wo  mon  ober  i wieber  fo  Kein  nehmen  fonn,  bo§  bog  3eU 
<^en  non  Vi—  V blo0  non  bem  erffen  ©liebe  , 

b.  i.,  bo  immer  pofifin  iff,  blognon  ob^angf,  wor»  ' 
oug  olg  Sebingung  beg  SOZopimum  ' ' 

a*v<o.  ......... 

olg  Sßebingung  beg  SDlinimum 

a^v  > o , 

immer  iwifd(>en  ben  gegebenen  ©rünjcn  genommen,  folgt.  ' 
@eljt  man  / v^x  für  V ; fo  erl^aif  man  olg  gemein» 
fd^oftli(^?e  25ebingung  beg  SOlopmum  unb  SlZinirnnm : 

3/v<?x=o,/(av)5x=o; 

olg  ©ebingung  beg  SDZopimum : 

a»/vc5i  < o , < ö , 

unb  olg  95ebingung  beg  ÜBinimum:  • i 

> o f{S^r)x>  o , 

immer  jwifd&en  ben  gegebenen  ©ranjen  genommen.^ 

34-.  SEBenn,  wie  wir  l^ier  norougfeßen,  bie  ©ranjen, 
jwif(t?en  benen  bog  integral  in  ©ejug  auf  x ju  nehmen  ijf, 
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V 

t)6H{3  6c(ltmmf  unb  gegeben  jtnb;‘fo  wicb  man  offenbar 
non  ben  Variationen  von  x völlig  ju  abfhra^tren,  unb  bloß  ^ 
y ficb  alo  variirt  ju  benfen  l^aben,  obgleich  audh,  wie  wir 
weiter  unten  fehen  werben , unter  gewiffen  95ebingungen 
auch  bie  Variationen  von  x ju  berudfi^tigen  fe^n  fbnnen. 
Um  tiefer  Semerfung  mehr  ^Infchaulichfeit  ju  geben,  fe^e 
man  j.  25.  es  fep  bie  ^urve  5u  finben , welche  jwifchen  iwep 
gegebenen  gjunften  P,  P'  (Fig.  95.)  bep  ber  Umbrehung 
um  bie  2lpe  bet  xbie  fleinfle  Oberfläche  erjeugt,  unb  nehme 
on)  PP'  fe^  bie  gefu^jte  Sutve;  fo  fann  offenbar  jwifihett 
benfelben,  burch  bie  beiben  gegebenen  0ränjen  von  xv6Qig 
beflimmten,  Orbinaten  PQ,  P'Q'  jebe  anbere  widführlidhe 
Surve  pp'  b(o0  bur4>  Variation  von  y hetvorbringen,  in* 
bem  bie  ^bfciffe  x ganj  ungeänbert  bleibt.  Slbflrahtren  wie 
atfo  / wo  nicht  auobrücfli^  bao  ©egenfheil  bemerft  wirb, 
von  ben  Variationen  von  x junä^fl  ganjU4>,  unb  fe^en 
baher  Jx  = o. 


35.  SOlif  2lnwenbuttg  ber  von  ©ul er  eingeführten 
S5e}ei(hnung  (27.),  nach  welcher 


=3  pSs , Bp  = qös , 5q  ^ tdx , St  =3  *5x,  . . . ; 


V n=  f(x,  y, 

P»  r» 

• . . • 

gefegt  wirb , 

> ijl(27.)j  ' 

+ •• 

•^i 

_ iSlty 

loiT 

-1 

S^Sy 

h--(^ 

Sm 

’ 

S*S 

Sx* 

©iefe  Variation  muß,  olo  gemeinfchaftliche  25ebin; 
gung  beß  9)ia;:imum  unb  SJlinimum,  iwif4)en  ben  gegeben 
ncn  ©rünjen  x = a,  x = b,  für  jebeß  wiHführli^e  dy, 
b.  h-  unabhängig  von  jebet  befonbetn  gorm. tiefer  Vor ia* 
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flott  f fllÄ  ^uncflon  »ott  y obec  x gebadet/  = o fe^it. 
S3ts«l4>ne«t  wir  atfo;  inbem  bic  Slnja^l  ber  ©lieber  ber 
Dvei^e  tinfer  bem  = « + 1/  bie  Slnja^l 

bet  ©lieber  beo  bon  bem  3nt«9fati«i^fn  befrei’een  ^^ei{$ 
flifo  = «gefegt  wirb,  bie  einjelnen  ©liebet  biefeö  ^^eiltt 
b«r4>  ■-  - 

KJy,  K-^,K-^ 

iinb  bieSBertl^eberfelbenfiitx  = a unb  x=:b  but(|)©e{a 
fügungbona  unb  t>- unten  jut  re(^ten  ^anbj  fo  ijl  fnr 
bao  SKofimum  unb  üO^immum: 

0=:  Kb(Jy)b  - K.(jy),  . ' , 

- *-(^0  - ' - 

•'S 

+ Kb(^^5J5=r ^ 

.1  ^ ^ ^ 
für  jebeß  beliebige  dy»  üWan  benfe  f?4)  nun  für  Jy  eine 
beliebige  gunction  mit  2a  + 1 willfü^rlii^en  ©onflanten 
gefegt;  fo  wirb  man  2o  biefer  ©onjlanten  j«4)  immer  fo 
befiimmt  benfen  fbnnen,  baf 

o :;=  (iy).  = (|f)_^=  (^)  = ••  = 

unb  bie  le^te  no^  übrige  wlflfü^rli(jbe  ©onffonfe  wirb  matt 
baju  benu^en  fönnen  / .(<^y)i.  f®  i«  be|iimmen,  baf  ee!  nid^f 
= o ifi.  Unfere  obige  für  jebeß  öy  flatt  ftnbenbe  ©leU 

4?ung  rebufirt  f?(b  ^iernadb/  ba  (JyX  ni4>f  ==  o l|l  auf 
1 1 

' Kb  ( ^y  )b  ~ ° ° • 

©onj  auf  biefelbc  SÖBeife  über jeugf  man  ba0  - . 
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> I a » 
o = K = K,  = K = 


1 

Kk 


Kb  = Kb 


: .K, 

a 

. . K, 


■■  1 


b » 


worauf  nun  ferner  unmiffetbär  folgt, für  jebeö^y 

r>P  . <5-Q 


y>- 


e!y  = O 


fenn  muf,  woran«  ferner  fogleidb  folgt , baf  ibentif«^ 

r)P  , ^'R  . _ „ 

- ' , N-- 

fenn  mu§.  ®enn,  wäre  bieß  nidbt  ber  ^ott;  fo  fclje  • 
man,  nor^erge^enbe  SXei^e  burdb  9>x  bejeiebnenb,  einmal 
— Ü,  tt)o  fxeine  ganj  wiafü^rli^e  §nnction  »on  x 
bejeic^nef.  ®ann  wäre 

, r:  »4^'’' = = ° ■ 

b.  % für  lebe  wiCfü^rlidbe  gnnction  fx  ba«  integral 
/fx^x,  jwifeben  ben  ©ränjen  x = a,  x = bgenom= 
men , = o,  welche«  offenbar  ungereimt  i|l.  5ltfo  mup 
yx  ibentif^  = o fei|n,  fo  baf  alfo 


o = K.  = K,  — R«  — ^ 


12  3 « 

o =3  Kji  = = . . . — Kb  > 

. ^’Q  _ ^ = o 

, N 75J  ■*■  Tx^ 

i|l.  ®ie  erflen  2«  ©leidbungen  beiden  bie  @ r ü n 5 g l e i» 
iungen,  bieleJjte ^ei^fbie  allgemeine  ©ebingung 
be«  SJlaptmum  unb  SKtnimum,  bie  alfo  mit  ber  Söe= 
bingung6gleidbung  ber  ^ntograbilitüt  (2&.)  einerlei  i(l 
36.  ©ie  oCgemeine  Sebingnng  be«  9Jla):imum  unb 
SOlinimum  lü^t  für 

▼ = £(x,  y,  y,,  y»»  •••  y„) 

miftelfl  ber  in  (26.)  gebrauchten  ©eaeichnung  ou4?  fo 
borjießen: 


a 

^“Y 


= o 


Die«  i|t  im  2lllgemcinen  eine  Differentialgleichung  nom 
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0rabe  2a.  S)etm  Y =m  fann  ojfenBat  ben  ©Ife* 

a 

renfiatquoflenfen  y»  = folgüdtj^ben  ©ifferenfiaU  , 
quofienten  enf^aUett.  5>urd^>  bie  Integration  biefee 

0(ei(^>ung,tt)e(4)e  auf  bie  gefachte  Slefatlon  jwif(ä^enxunby 
fü^rt,  werben  atfo  2a  wiüfii^rli4>c  Sonflantenin  bie9iedb= 
nung  eingefü^rt/  ju  beren  S5e(iimmung  bie  2a  ©ränjgleis  ' 
(bungen  bienen/  nacbbemnamIi(bibiegefudbte9letation  f^on 
im  Ungemeinen  gefunben.  ^n  einigen  Befonbern 
wovon  wir  je^f  einige  ber  widbfigfien  bur^ge^en  wollen, 
W0t  f?4>  inbe^  ber  @rab  ber  allgemeinen  SSebingungögleU 
4)ung  bets  20Ja/:imum  unb  SOlinimum  ernjebrigen. 

37.  a.  Sntbielte  V bie  0r6pe  yni(^)tj  fowäreN==o 
ju  fe^en;  alfobie  ©ebingung3glei4mng:  . 


f?p  , f5’R  ^^8  , 


5P  — 

ap-5 


I 


$*s  , 

15?"  + 

+ 


=Z  o 


9 ^ 


9 


woraue!  burdb 


p — 


X -r 


offenbar  eine  ©ifferentialgleidbung  »om  ©rabe  2a  — Ir ' 
ß.  2Bdre  in  v weber  y,  no^p=^  enthalten;  fo 
wäre  audb  P = o ju  fe^en,  unb  folgüdb 


M + 


^»R  ^’S,. 

a-,  , f5*R  f>>S  , 

+ -^T  ” J5?  + 
/5r  /5»S 


75?* 


Q + 


TJx"  ~Sx^ 


...  = c , 

...  =5  C5x  , 

■ Cx XX  9 


«ine  S)ifferentialglei(ibung  oom  ©rabe  2a  — 2. 

^ j 

y.  enthielte  v ferner  au4)  q = fo 

au4>  Q = o, 


65:^ 


PR  _ 5*S  P»T  _ 

cix'  px’  px* 

p2S  . ^ 
Px“ 

PS  P»T  _ 

^ ~ Pi  + ■PT^’ 


• • • Cx  C^  f 
,. . = Cxpx  + C'px  , 
= Cx»  + C'x  + C"  , 


wenn  nur  C paff  4 C gefe^f  wirb.  ®iefe  ®iff<rcnflar= 
gleici>ung  ip  nur  nom  ©rabe  2a  — 3.  SSBie  man  weifer 
ge^cn  fonn,  er^eOef  leic^f. 

S.  sffiäre  fernerxnic&f  unmif felbar  in  vcnf^atfen;  fo 
wäre  (27.) 

— Ndy  *f*  P^p  R^r  S^s  4"  •••  • 

Slber;  wegen  ber  allgemeinen  Sebingung  beg  ÜKapmum 
iinb  SOiinimum: 

„ Pp  P»Q  , P’R  d*S  , ■ 

. - - . N=pT"P^+^”5?i’+-’” 

welfbeö,  in  obige  ©lei^ung  gefeßf , giebfi 


Pv  = pPp  + Qßi  4“  4"  SP»  + 

dp  ^ P=Q,  . P’R 


Py 


px 


-py  + 


■piT 


Py  — ... 


; pPp  -}■  QP*i  "t“  nP>^  4“  s^*  4"  . . • 

. +p^5^_pgpx  + pgpx- 


y = /PPp  4"  /Q^9  4“  /RPf  4"  /sP»  -{-..  . 


«aber  (^l^l.n.©.  783.)  f 


/ppp  = 

/Qpq  = /q|^Px 


Pp-/p||5x  ; 


= Q5-P^  4- 


fPidt  !=/R^^Px 


„P»P  pR  Pp  , P»R  ^P»R 


pR  . P»R 


_ VAi. 

= Rr  — 1-^  4-p 


Px» 


, P^R  n 
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/Sfl.  =/s|^Ac  ,.  ^ ^ ' 

„3»p  ■ SS  s^p  . "S^s  Sp  8>S  '.  , fJS*S  „ 

_c  , ß’S  V)’S.  -5^S„ 

- ®*  “ '-^  + ’ä?  " P ^ 5 


«.  f.  f. 


U.  f.  f. 


©ubflifuirt  mdtt  bte«5  ftt  oBIgen  5Iußbrucf  föc  v;  fo 
er^^ettct,  baß  bie  mit  bem3tttescaT5«4>tn  bel^afteten  ^^cile 
auf^eben,  4inb  bo0  ' . 


1 


V = p{P-^  + ^-^  + .. 

+ r]R-H  + .;.  j; 

+ * js  — • ...  j 


"i*  C . y 

offenbar  eine  ©ijferentioigteidtjung  bom  ©rabe  2a  — 1 
(©.  bao  Cöorl^erge^enbe). 

e.  SSäcc  Weber  x noi^)  y in  v entl^atfen;  fo  w5rc 

dv  = P5p  + Q3q  + Rf)r  +•  S^»  + . . . , 
dp  d^Q  . ^«3  ' 


8x 


_ 4,  illü  _1L±4. 

^ 75^^+- 


_ Pp  . ^’Q  . 5*S 


.^5+ 


5>R  _ 

+ + C, 

unb  folgtidbf  fcieß  in  obigen  Sluobrucf  für  dy  gefegt, 

Sr  = + R5r  + Sd*  + Tdt  + ;.. 

. SQ  j,  ^’-R  - , f?’S  . . ra  * 

+ -^op  — -^dp  + -^^P + C5p 

= Q5q  + Rör  4-  SSt  + T5t  + ... 

. dq  . a , d>S  - ^ ... 

+ i-^dx  — i-^dx  + q-^Sx  — ...  + Ldp  y 
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V = fQB'q  4-  fRcIi  + fSS$  + /T8t  + .. . ' 

+ +/90^* +Cp+C' 

B'-i 


Qg  — p-;^  + fp-^dx 


+ Ar  -g^^  + p^_/p05x’ 

+ s*  - 'H+’0-'p0  +/p0^« 


+ /q§A-/gj^^>+/q£5-a«- 

=’V4+s+sj+-i 


Bi 


c-T 


+ rjR-^  + -^ 

+ ’!«-§+  -I 


-”•  I 


+ t 


;{t  — ... 


P|  Bx  Bx'^.  ^ Bx^  Bx'*  ^ •••  I 

■'■/l''^ +’§P* 


^''S 


5I6et 


+ Cp  + C'  . 


Bx->^  ,Bp  BC^  _ 

Bx  - 


~^'^'^~^-—Br~  — Fx 

unb  eben  fo  für  bi'e  übrigen  mit  bem  bel^ofs 

teren  ^ll^eiic,  fo  ba^  olfo  bie  ©umme  biefer  integrale 

_^1(9q  B'-R  , B^s  B*r  , » 

“ P|  ~ ^ + •••  I 

wetd[)eg  |idb  gegen  bie  U^tt  nom  3nfescafi«(^>e«  ff«««  öl««^« 
auf^ebr.  2ttfo 
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«1^  ^^  + 75ir- ^ + •••  I - 

+ r|R-^  + ^-...  I 

. .'  + *1®  “?T  + •••  I ' « . . 

+ tj  T j + ...  + Cp  + C' 

«tne  ©iffeccnflalgtdc^jutig  toom  ©rabe  2a  — 2. 

SBare  audt>  p nid^t  in  v enfl^otfeit/  olfo  P = o j fo 
wäre  (/?.): 

“ + 75F  - ^ + 75J5- - •••  = C*  + C* , 

^ -Cx-C. 

5l6er 


Sv  = QSq  +-RSr  4-  S^s  + T^t  + 
= R^r  + SSs  + T^t  + ... 


— Öcdq  — C'5q 


Slber  /xSq  C=  xq  —/qSxz=  xq  — /Sp  = xq  — p. 
Sol9U(t> 

V = JRSt  +fSSs  + /TSt  + ... 

+ - /-^^l  + /^^q  - ... 

- + pC  — q(Cx  4-  C')  4-  C"  ' 

_ f)R  . ^=R  , ^iR  ^ 

- Rr  - q^  4-  p^  _/p  -^Sx 

4.  S."  S>a  . . f)*s  ^ 

+ S'  - '-^  + - P-^  4- /p^Ac 

4-  Tt  _ 4.  4-  p^_yp^5* 

Sx  ^ f/l»  'i  fixl  ^^75x5^ 


.Sn , 


.S^S 

S^^'^  + Jdx 
4-  pC  — q(Cx  4-  (T)  4.  C' 

= '|■‘-|r  + "^-•••l 

+ .|T-...  I 
+ 
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+ + ^ } 


.ÖR  .5=S  f?’T 

^ I ^ ' ox^  öx*  ”” 

M rl?T.- 

”/lPäi^~  '7575-j5* 

* ij*,*«  “.  *4*. 

+ pG  — q(Cx  + C')  + G' 
dS  , <5»T  , 

” Sr + I 
+ •••  I 


1 . 


■■  I. 


+ t 


1T-...I 


.f?»R 

+ +'5?"“ 

.^R 

- ^j  ^ 


^>R  , ^P  ^R  ^-P  ^R  , ^ a 

“P-^  + TS 

d^S  f5p  ^’S  , /.^-p  , f5’S  2 

+ P^  - ^ ^ + 

fi*T  . f)p  B'-V  f^-p  ^3-r  ^ . ^’T  . 

P (^x*  (5x  (5x3  y ^x3 

+ 

'•^  pC  — q ^ Cx  ■}■  C ) + C • 

®a  nun  ober  q = ^,  r=  |2  — j|l . jjj 


V = r } R •;;-  + -7^  — 

( clx  ^ üx^ 

+ *r~^  + ■ • • } 

+ tjT I 


+ pG  - q(Cx  + C')  + C"  , 

eine  SJifferendalgtetdbung  »om  ©robe  2a  — 3.  5Bie  mott 
auf  biefe  2lrt  weiter  ge^en  fonn,  foßt  in  bie  3lugen. 
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38.  @f9«n  ttuo  y , z ^mtrtiöncn  »on  x.  ®ie  t»or{ae 
Sf}ei4)nutt3b«6eMten&/  fe^ematt 

dz  = P'dk,  dp'  = qSx,  dq'  = I’dx,  dl‘  = Z’dx,  . . . t 
V =5f(x,  y,  P,  q,  X.  ...  z,  p',  q',  r',  ....  ) , 

V =fydx  , 

unb  ts  fc9  biefeö  ^nfegtal,  äwifc|>en  ben  ©rättjen  x = a, 

* — 8“  «in<tn  ober  SOIinimo  ju  mad(>en.  @e» 

nun  na4>  einer  al^nfidi^en  iBejei4>nung  tote  borget  • 

ö.  = (|35x,  - 

' *’■  C^)^y+(^)^p  + di)^5  + (|^)^'  + *•• 

+ + ($')^P'  + (1^)59'+  C^)3t’  + ... 

' =d>  ^ 

+ N^y  + P^p  + Q^q  + R^r  + ... 

+ N'ÖZ  + P'^p' + Q-5q'  + R'^r*  + ...  . 1 

®irt  orfö  jut  Stpimmunj  ite  aKofimura  o6«t  aKInlmum 

iV=o  9<f(?t;  fo  nlßU  llMil  (26.): 

-JP+ • ■ • j.j 

+ . 

+ rlN'  d^K  , d*S’  . 

V.  ’^f 
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= KJy  + K^  + k|^+  ... 

+ /1n-^  + ^-^  + -|jt  j^y^* 

',  ^P'  , f!’Q'  f)’R'  /^^S'  , ,.  , 

+ + -^  ~ fbc» '+  dx*  • • • 1/ 

jwtfc^m  fcen  gegebenen  ©canjen  scnommen,  furjebeßJy 
Hnb  dz.  ^(fb 

o = Kb(^y)b 


fia-tSj 


b f/x  /b 

K 


- K,(5y), 


2 

K, 


+ 

+ K'b(<»Ob 


« /'rO“-''V 
^ ^x-  ■ 


-W\ 

-‘Ja 


^ier  (tnb  nun  iwtt)  §aile  ju  ünferfcbeibcn,  jenacbbem 
namli4)  y unb  z non  cinanber  ganj  unabhängig,  obec  fetbfl 
bur(i)  eine  ©leidjung  mit  einonber  »crbunben  ftnb. 
erjfen  5^>He  benfe  man  ficb  für  dz  irgenb  eine  §unctionmit 
2/9  + 1 iniüfübrtidjen  ©onflanten  gefeijt,  unb  biefe  ©onffans 
ten  fo  beflimmf,  bo^  aQe  mit  dz  unb  beffen  ©ijferentiaU 
quofienten  behafteten  ©lieber  (beren  2ln}abl  = ^/9  + 1) 
nerfd)ininben ; fo  rebucirt  (idh  bie  obige  ©leicbung  auf  bie 
©leidjiing  in  (35.),  Unb  man  fann  nun  ferner  hier,  wie 
bort,  für  dy  jebe  millführlidhe  ^unction  fe^en,  ba  y non 
z ganj  unobhüngig  i(b.  9)ian  fann  aber  bieg  aud)  umfeh-- 
ren,  unb  (leb  6uer(l  für  eJ'y  eine  miöführlidje  gunction  mit 
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2«  + 1*  unBepImmfen  Conflanfen  gefegt,  utib  b{ffc  Con* 
flanfcn  fidb  fo  bcflimmf  bcnfen,  bap  ade  mit  Sy  unb  beffen 
©ifferentiaiquotienten  behafteten  ©lieber  eueren  2In3ohl 
= 2a  + 1 ) »erfebwinben,  moburib  ftcb  bie  ©leibmngauf 
eine  ganj  5hnf«<bt  ©leiebung,  in  ©ejug  auf  z,  h>ie  in  (35.) 
rebucirt,  in  metdber  man/  ba  y unb  z non  einanber  ganj 
unabhängig  (inb/  nun  ferner  für  Sz  jebe  beliebige  gun* 
ction  fe^en  fann.  golgU4)  «rh<Ut  man  in  tiefem  gaße 
no4>  (35.): 


o 

0 


12  3 

= K'h  = K\  =K’=. 


ß 

= K\ 


b — • “ b ^ 

= N 


. 0 


N' 


^’R'  f9fS* 

75x^'*'  fix*  


J)ie  beiben  festen  ©leidbungen  heilen  audb  hier  bie  aflge^ 
meinen  Sebingungen  bes  SOiapmum  unb  tülinu 
m u m,  bie  erlern,  im  2lllgemeinen  an  ber  3al)l = 2 (a  + /3), 
bie©raniglei^ungen,  melcbe,  wie  oben,  jur©epim» 
mung  ber  bei;  ber'^ntegration  einjuführenben  wißfubrlicben 
©onfianten  bienen. 


©inb  aber  y,  z felbfl  non  einanber  abhängig,  unbfotai 
li4>  Jtt)if(^>en  tiefen  ©rbpen  eine  ©leidbung 


“ = v(^,  y,  *)  = 


gegeben,  Wie  j.  ©.,  wenn  eine,  einer  getnijfen  ©ebinauna 
bee  3Jtatimuimober  a»inimum  entfpre4;en&e,©ur»egefuchf 
»erben  foß,  welche  auf  einer  gegebenen,  burch  obige  ©leu 
(bungcbarafferifirtengiache  liegt;  fo  muffen  offenbar  y,  z, 
unter  welchen ^ufianben man fie  fich  auch  benfen  mag,  boeb 
immer  ber  obigen  ©leichung  entfprechen,  fo  ba0  alfo'fclbige 
euch  noy  gelten  mu^,  wenn  man  fiatt  y,  z bie  »ariirte« 
Yir  fe^t,  wobur4>  man  erhalt: 

Mi  = ylx,  yi,  zi)  = 0 , 


I 
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otfOUj  — u=o/^u=:o,  ober  ' 

SSJlitfeljl  biefer  ©Iei(^)un9  fann  matt  ^z,  unb  fötglid)  auch 
alleS)iff«en(ialquofienfent)Ott  <Jz,buc^  (Jy  unbbeffen^if* 
fecentialquötienten  außbrücfcn,  wobur^  biefer  Satt  olfo, 
wenn  mon  bie  erl^alfenen  ?lußbrücfe  in  bie  obige  allges 
meine  ©leicbung  für  bie  entfpte^tenben  ©r60en  gefetjtbenfr, 
gonj  auf  (35.)  rebucirt  wirb/  unbman  fo(gtid)  ganj  wie 
borf  für  jebee!  (Jy,  unb  ba6  batton  ob^üngenbe  (Jz,  erhalt: 


5zr)x 


y**  i»T.  ^P'  1 ^’Q'  ^’R'  I 

“'5^5-  + 

— J' ^ gjxityrx  4*  j'  <p'’K<fzdx  , . , 

worauf  jidi>  leicht  ergiebf/  bap  ibentif(f> 

q>xSy  + <p'x5z  = o 

fei)n  mu0.  ®enn,  würe  bieg  nicbf;  fo  fcp  (Ty=:;:fx,  eine 
wittfüirti^c  gunction  »on  x,  unb  bag  ba»on  ab^üngenbc 
^z  = F (fx).  ®ann  müf te  alfo  für  jebeg  fx 


= ^''’jyx.fic  + y'x.F(fx)  dx 


fepn  / wel^eg  offenbar  ungereimt  if?.  ^(fo  l^af  man  ofg 
aügemeine  Sebingung  beg  SOiapimum  unb  3Hinimum  in 
biefem  gaße; 

- o = 9>x  ^y-  + <p'x  Sz 


dx  ‘ ^x‘-  dx^ 


dx  ^ dx-‘ 


-t^  + 

dx^  ~ 


itz 

Sy 


woraug  / in  ^^erbinbung  mit 


\dyj  \^zy  Sy 


eiimim’rf  werben  fann» 


®ieg  giebt: 

^3R  , 

T 
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oßgemeine  5?et>itt9ung  t>cö  fOlopmum  unb  9)?i= 
nimum.  < 

3n  öejug  ouf  bie  ©ranjgtcl^jungen  rnü^te  man,  wie 
f4^on  ecinnero 

fltlz  f)^3z 

*'d^  > W ’ ' 

miftetfl  bec  ©Icldbung  ' 

. ■ (l> + (!:>=«  • 

burc6  «Jy  ou^brucfett/  bic  Stcfurtafe  in  ben  oHgemeinen 
SlujJbrucf  ber  QSariation  JV  fiic  bie  entfprcdbenben  ©rö^en 
fubjlituiren , unb  bann  bie  S3oriafiott  jwifcben  ben  gegcbe: 
nen  ©ranjen  x = a,  x = b , unobI)üngig  uon  ber  S3a= 
riation  toon  y,  = o fe^en.  35ie  »olijiinbige  l^uefü^rnng 
fann  fügtici>  ^ier  übergangen  werben. 

©in  ©eifpiet  ber  l^ier  betradbiefen  allgemeinen  Slufgabe 
liefert  bie  wi(^figc  Slufgabe,  jwifcben  jwep  auf  einer  frum» 
men  §(äcbe  gegebenen  fünften  bie  fürje(ie  Sinie  auf  biefct 
f rummen  gladbe  ju  finben,  wouon  htx)  ©elegenbeif  ber 
fpbüroibifcben  ijrigonometrie  im  SIrfi  Trigonometrie  (152, 
ff.)  auefübrli^)  ge^anbelt  worben  ift.  S)ie  jwifeben  y unb  z 
fiatt  ftnbenbe  Ülelation  liefert  in  biefem  galle  bie  ©lei^ung 
ber  gegebenen  glüdbe.  SHod?  einige  hierher  ge^brenbe  23ei* 
fpiele,  an  benen  (i(^  no(f)  93erfdbieben?ß  wirb  erläutern  lafs 
fen,  foQen  weiter  unten  uorfommen. 

39.  !S3ad  nun  ferner  bie  Unterfdbeibung  bc6  iÜiapimum 
upb  SSJiinimum  betrifft;  fo  wirb  eö  fepn» 

nur  on  ein  ^aar  befonbern  fallen  5u  seigen , wie  biefc 
Unterfudbung  Ju  führen  ij?.  i Bunüdbjl  finb  bie  Sebins 
gungen  fejl  ju  flellen,  unter  welchen  ein  homogener  2lu«s 
brurf  »on  ber  ^orm  Ap®  + 2Bpq  + Cq*  + 2Dpr  + 
2Eqr  + Fr*,  WO  A,  B,  C,  D,  E,  F gegebene  ©rbpen 
bejei4)nen»  für  alle  reellen  SSerthe  »on  p , q,  r (ieto  pojts 
ti»  ober  fleto  negati»  ijl.  5)ie  2(rt  ber  ®ar(le(Iung  wirb 
jeigen,  wie  man  fi^jbepcomplicirtern  homogenen '^uobrüefen 
beo  jweiten  ©rabeo  mit  mehreren  »erünberlidben  ©rb^en 
p,  q,  r,  8,  JU  »erhalten  h«6  SÄan  benfe  pbi* 
gen  2luebru^  auf  bie 
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^(P  4*  »1  + «'»)’  + S(q  + ßry  + 6r* 
gebrad^)f,  fo  »tpö  biefe  ©röfe  burcb  (^nfwicfetung  bcc 
üuabratc : 

2t  P»  + 22Capq  + (2to’  + J8)q>  + 22Co'pr 
+ 2(2Caa'  + aS/S)qr  + (2Co’>  + Sßß^  + e)t»  , 

we((te<5/  mit  bcm  gegebenen  ^nebtucfe  »erglldb««/  fofgenbe 
©leid^ungen  giebf: 

2t  = A,  2t«  = B,  2ta’  + s = c , 

2t«'  = n,  2toa'  + S/J  =3  E,'2ta»  + aS/S*  + S — P ; 
woraus: 

V A _ ® ° ' 

2‘-A.“  — X'“— Ä' 


as 


c 


B»  „ E — Aaa 
“ A ’ ^ W ’ 


g = F _ 


(E  — Aoo')- 

WO  für  a,  tt  , S&  Uiä)t  i^re  enfwicfelten  2Berfl^e  gefegt 
werben  f önnen.,  3|l  alfo  A nitbt  = o ; fo  lajfen  |Td;  21, 
23 , © , ö , a , ß immer  be|Itmmen.  hierunter  ifi  autfe 
ber  einfocbere  Safl,  wenn  bie  gegebene  ,^omogene  gunction 
»on  ber  jorm 

Ap^  + 2Bp?  + Cq* 

{(1/  enel^aifen,  ba  man  im  Obigen,  bto^  D—E=F=o 
ju  feßen  braucht.  @eßt  man  nümlttb  biefen  2Iu8bru(f 
= Ä(p  + «q)’  + S5q"  ; 

fo  wirb, 


2(  = A,  as  = c — 


B» 


B 

“ = Ä 


®ie  ©rweiferung  biefes  Sßerfa^rens  auf  complicirfere  l^o* 
mogene  gunrfionen  bes  jweiten  @rabes.ip  feinen  ©^wiei 
rigfeifen  uheermorfen.  2B5re  A = o ; fo  erteilet  (eidbf, 
ba0  bie  l)ier  befracbtefen  homogenen  ^uncdonen  bes  jweü 
ten  ©rabes  nie  für  alte  reelle  Berthe  non  p,  q,  r einer* 
lep  behaUen  fbnnen,  wenn  nidjf  audh  bie  ©oefffci* 

enfen  afler  mit  p behafteten  ©lieber  = o fnb,  woburtäh  f«e 
jtdh  auf  ;bie  einfa4>ern  gunctionen  Cq*  + 2Eqr  + Fr*, 
unb  Cq*  rebuciren. 

nun  A ni^t  = o;  fo  leudhfet  ein,  bc0  bie gcge* 
benen  homogenen  Sunctionen  für  ,aQe  reeiten  S^erthe  t>on 
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p>  q,  robfrp/  q pojid»  Ober  negatb  fei^n  Werben , wenn 
A > o ober  A < o ifl;  25,  (£  ober  25  bogegen  im  er|Ten 
Salle  ni(^t  < o , im  leljten  nii^jf  > o finb. 

' 2B(ire  im  lebten  elnfa(terrt  AC  — B*  =o;  fo 
Wörbe  offenbor  boo  Ap*  + 2Bpq  + Cq* 

bloß  non  21  = A ab^öngen.  ©ollfe  im  erßen  Salle  au^ 
bae  A abbangen  ; fo  fe^e  man 

Ap’  + 2Bpq  + Cq=  + 2Dpr  + 2Eqr  +-Fr-  , 

= Ä(p  + oq  + o'r)-“ 

= iCp’  + 2Mupq  + 3ta^q’  + 2Äo'pr  + 2Äao'qr  + , 

woraus  burdb  S5ergleicbung : 

3t  = A,  2Co  = B,  3(o*  = C,  3to'  = D,  3£oo'  = E,  2to’»  = F;' 

• folgli^,  wenn  « unb«' climinirr  werben:  ' 

AC  — B*  — o,  AF  — D*  = o » BD  — AE  = o , 

wel4?e  ©leidbungen  alfo  erfullf  fepn  muffen , wenn  baS  3? »= 
4>en  bes  obigen  homogenen  ^usbruefes  bloß  non  A ab: 
l)(lngeu  foß.  - • ‘ 

40.  @ep  nun,  um  mit  bem  einfddbßen  S^ße  anjufan: ' 
gen,  vz=f(x,  y),  unb/v^x  }wif4)en  ben  ©ranjen 
X = a , X = b ju  einem  59?a)cimo  ober  SDJinimo  ju  ma: 
d?en.  S)ie  oßgemeine  25ebingung  bes  3)la|:imum  unb  20ii= 
nimum  iß  in  biefem  S<>ß«  (^5.) 

■ (1)="-, 

unb  nadb  (21.)  iß  ~ ■ 

Solglicb;  wegen  ber  aflgememen  23ebingung  beS  9)?opimum 
unb  2){inimum , bloßjufe^en: 

Syvdx  =/(3>v)Sx  = , 

i»if4>en  ben  gegebenen  ©ränjen.  Sflun  iß  aber 


als  bie  (Summe  aßer  SßJerebe  bes  ©iffereneialquofienfen 
jwifdben  ben  gegebenen  ©ranjen,  offenbar  poßfin 
ober  negatin , wenn  biefec  ©ifferentialquotient  jwifdtjen 
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6<n  gegeSenen  ,@cdnjen  fe(t«f{  immer  pofieit)  ober  negofiü 
ifl/  fo  bof  otfo,  ba  iJy*  hinen  Ginfiuß  auf  bog 
\)Qt,  jmif4)en  ben  gegebenen  ©rinjen 

pofieio  ober  negati»  tf?,  b.  b«  ein  SOiinimum  ober  SÄojrimnm 

(io«  ftnbef , wenn  (^)  jwifeben  biefen  ©rünjen  enfweber 
immer  pcfifb,  ober  immer  negotio  iß. 

41.  ©ei;fernerv  = f (X,  y,  yj,  unb  wieber/v(?x 
jwlfi^en  be’n  ©ränjen  x = a , x = b ju  einem  ü)io;:imo 
■ ober  $S)?inimo  5u  mo4>en,  ^^ie  allgemeine  ©ebingung  beö 
£9?a)rimum  unb  SHininmm  unb  bie  ©tÄnjgleidbungen  (35.) 
(Inb; 

=o,P^  = o, 

gerner  ifl  (21. ) j 

2(nfegrirf  man  bie  beiben  etfien  ©lieber  fbeilweife'j 
fo  wirb, 

f I C^)^| 

Pp 

?=  /N3»y5x  + Pa»y— 

r?P  ^ 

worauö  nadb  bem  Obigen  erbellef,  bo0  man  iWifSben  ben 
gegebenen  ©ranjen  blof 

=/(a»v)3x  =? 


ju  fe^en  braudbf.  SWan  fe^e  nun,  wenn  y eine  wiHfÄbr* 
lidbe  gunction  non  x bebeufef,  biefeö  integral  =;= 

»yy’  + / j A + 2BSy^  + CJy*  j^x  , 

©ifferentiirf  man  nodb  x j fo  erb«((  man; 

I ' , 


=/|m,.  +ip-j,^»+  Q-(^yja. 
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»("?)’  +2(B  + ,)3,g:  + (c+|f).V. 
worouts  burc|>  26<rg(cid;ung  t • ' 

A=Q',B  = P'-^9>,  G = N'^|^  , ' , 

für  «ine  ScIUSige  guncfion  (p^ornc.,  f»  t>a0  man  ftc^  olfp 
<P  fo  beflimmt  benfen  fann  t ba^ 


AC  - B>  = o,  t».  i.  qYn'-^')-(P'-9)’  = o 

i(l.  S)ann  l^iingt  aber/  n>ie  aue!  (39.)  augenb(icf(i(^  foigf; 
boei  wn 


für  jebeö  dy  bloß  »on  A ah,  unb  cö  tß  o(f0/  wenn 
A = jtt)if(|?en  ben  gegebenen  ©ranjen  immer  pofitin 

ober  negatio  iß,  na4>  einem  ä^inlic^en  Üvaifonnement  mie 
in  (40.)  ou(6 

poßfi»  ober  negafi».  ®et  i»ifd>en  ben  ©rdnjen  =;:  a 
X = b genommenen  SEBerf^  non  i)|  = 

Vb^yb*  “ »a^ya* 

©a  aber  y burdb  bie  ©ijferenfiatgleidmng 

Q'(n'— ^)  - (P- - 9)’  = o 

beßimmf  wirb;  fo  Wgf  ßdb  aÖemal  eine  wiflWl^rticbe  ©on? 
ftante  einfö^ren/  weiche  / offenbar  in 

Vb^yb*  — 

«inge'^enb/  für  jibeo  Jy  jwar  anbero,  aber  bO(b  immer  fo 
beßimmt  gebadet  werben  fann/  baß  biefe  ©ifferenj  mit 

fA^&)  + 2ßyy^  + 
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«inefle^  3ddt)cn  fotag  atfo  au^  <y*/v(5x,  jwif4)ctt 
ben  gegebenen  ©rdnjen  genommen,  pofifb  obec  negaeiw  iff, 
b.  i.  ein  SÖlintmnm  ober  SWapimum  f?off  finbet,  wenn 
A = ©ränjcn  immer  pofiti»  ober 

immer  negoti»  ift.  9B5re  A für  jeben  SSBcrf^  »on  x,  we- 
nigjlenß  jwifdbenben  gegebenen  ©ränjen,  =o;  fo  mn^fe/ 
wenn  /vdx  5wif(i)en  biefen  ©rdnjen  immer  einerlei 
3eig?en  besaiten  fottfe,  ba  A Q'  z=  o i(J,  aud^ 
P'  = = o fet;n  (39.),  unb  bann  wäre  offenbar 

f ySK  jwif(^?en  ben  gegebenen  ©rdnjerf  ppfiti»  ober  ne* 
gafib,  wenn  N'  = jwifd(>en  biefen  ©rdnjen  immer 

pofttitt  ober  immer  negatip  wdre , woburcb  in  biefem  gatle 
baö  SKinimum  unb  SOZapimum  bebingf  werben  würbe. 

42.  SBeifer  fepv  = f(x,  y,  , y^);  fo  i(i  bie 
allgemeine  ©ebingung  beo  £01apimum  unb  9)iinimum  neb(i 
ben  ©cdnjgieict^ungen: 


o i 


®ie  jweiie  SJariafion  ijl  (21.): 

. . . » d^j 


.(%) 

■*■  (S'O'' 


(fe) 


w- 


+ 2 


Sy75y 


-/yn 


( ^ * I n i 


r)»v  (tSycl'-Sy  /8w\{fl^-3yy 

S>urdt>  t^eilweife  3nt«3t«tion  ber  bre^  erjten  ©lieber  erl^dlf 
man: 
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\ 

»oraug,  in  SSerbinbung  mit  ber  affgemeinen  Sebingung 
bc6  ünapimutn  nnb  9)?inimum  unb  ben  @rdnjg(ei(ijungen; 
errettet,  bo^  mem  jwifeben  ben  gegebenen  ©rdn^en  nur 

d^/vBx  =zf(^3^r)Bx  = 


/, 


■I 


(^)  ( ä”) 


$x 


+ 2R’Jy-5^$-+2S' 


üx^ 


BSjB^Sy  / B-‘3y\' 


59?on  fe^enun,  wenn  y,  <p' , <p**  wiafü^rli4>e  ^unefio* 
nen  bon  X bejeic^nen: 

S^fvBx  = 


•/; 


9>iy’  + 2q>'3y^  + 

CJrO’+-Ä/^  + o(^^)' 

B^3y 


2D^y'-T^  + 


Sx  , 


«nb  biffecenflire  na^  x;  fowirb: 

N-V+2FJ,§:  + q(^^)' 

+ (“+=»+-|r)(^')’+=C»+s>')«yf* 

+ 2(e+(p+^)»5^+(^f  + |2)jj’  . 
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woröuö  b«rc(?  2ßera(ei4)un3J 

A = r „B  = S' - 9” , c=Q'-;2y' - 
D = R' - g.',  E - P' - ¥ F = N'  , 

€p,  <p  , 9"  ftnb  wifffü^rli^e  ^uncfloneii  vott  X.  ©a= 
l^er  fann  man  tiefe  ^unction^h  |t4>  fo  genommen  benfetv 
baß  < 

AC  — B*  = o,  AF  — D*  = 0,‘BD  — AE  = o i 

iß.  S)ann  l^ängf  bao  ber  ©röße  unter  bem  3nfca 
gratjeic^en  in  / \Bx.  bloß  bon  A = T'= ab 

(39.),  unb  baö  cn^fpre(^?enbe  Integra!  felbß  wirb  ba^er, 
jwif^en  ben  gegebenen  ©ränjen  genommen,  poßfio  ober 

negati»  fepn,  wenn  ^^^^jn)if(benbicfen@rdnsctt  immer. 

poßtir  ober  immer  negati»  iß.  gur  ©eßimmung  ron  (p, 
if  , (p"  erbdit  man  aber  apss  bem  Obigen  folgenbe  S)iffe; 
rentigigteidbungen: 

r ( Q’ - 29>' - = o , 

fo  baß  aifo  bie  ©eßimmung  ron  tp,  y*,  <p"  brcp  mißfiibr* 
lidbe  ©onßanten  l)etbeif«brt,  meiere  man  ßdb  fo  genommen 
benfen  fann,  baß 

- py’-+29>'.Jy§  + ^ 

mit  bem  beßimmten^ntegrafe  in  d'^fvO-x.  cineriep 
bat,  fo  baß  olfo  ou(b  jmifeben  ben  gegebenen 

©rdnjen  poßtit)  ober  negati»  iß,  b,  i.  ein  SJiinimum  ober 

SOiapimum  ßaff  ßnbet , wenn  ^^.jjwifdbenbiefenSrdn» 
jen  immer  poßtip  ober  intmer  negatip  iß,  SGÖdre 
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alle  SBecfl^c  t)on  x i»lfd(jen  ben  gegebenen  ©canjen  ==  o; 
fo  fann,  weit  A = T'=(0)=  o ifi/JVvöxjwU 

(eben  ben  gegebenen  ©ronjen  nt(fcf  immer  einerlei 
bebotfen,  wenn  nt(^)f  aiicb  R' = S'' = o t(?,  für  (eben 
SBertb  t>on  x jwif^jen  biefen  ©ränjen  (39.).  S)ann  wirb 

v5x  = 

, , N'Jy^+2P'^y^+Q'(^y,  ‘ , 

unb  e«  triff  nun  ber  in  (41.)  befraebfefe  eitt. 

3Bie  man  auf  btefe  2Irf  weiter  geben  fönnfe,  erbellef 
lei(^)f.  3nbeß  wirb  baß  Obige  für  btc  foigenben  ^Inweii* 
bungen  btnretcbenb  fe^n^  unb  audb  genugfam  ben.Sßeg 
anbeufen,  welker  bei;  biefer  Unfcrfiidbung  einjufdblagen  if!,  , 
wenn  in  v,  außer  y unb  feinen  ®i|fcrcnfta(quoften|fen  auch 
no4;  bie  non  x abhängige  @r6ße  z nebfi  ihren  S)tfferenttaU 
quotienten  norfommt. 

43.  ®ie  Wtdbfigß«n  «nb  lehrreicb|len  ^inwenbungen 
ber  h»«  enfwiefetfen  ©d^e  btefef  in  ber  reinen  SKafhema»' 
fif  bie  höh«f«  ©eomefrie  bar.  ©ewöhnlidb  finb  aber  be^  . 
ben  hi«rh«f  gehbrenben  Slufgaben  noch  befonbere  Sebingun» 
gen  inSejug  auf  bie  ©rdnjen  ju  berucfßchfigen,  woburdh 
nodh  einige  ©riduferungen  nbthig  gemalt  werben,  inbem  ' 
wir  grbßerer  2)eut(i4?feif  wegen  immer  bie  geometrifi^e 
Sejiehung  foidher  Slufgaben  ins  Sluge  faffen. 

44.  ©ei;junddh|ieineburcbiwcp  gegebene  fünfte 

gehenbe  ©urne  ju  finben,  für  weidbe  ein  gewiffees  unbe* 
(iimmfeg  SJlajrimum  ober  Slinimum  , 

wirb  t unb  fe^cn  x = a , x = b bie  ülbfciffen  ber  beiben 
gegebenen  fünfte;  fo  iß /vpx  jwifd;en  biefen  beiben 
©rdn'ien  im  5lflgemeinen  ju  einem  9)?a]rimo  ober  SOlinimo 

JU  machen.  5)a  nun  aber  an  ben  ©rdnjen  audh  y = a', 
y = b',  unb,  be^  fünften  im  Staume,  aud;  z = a", 
z=b"  gegeben  iß;  fo  foHman  nidhf  unter  allen  9velatio= 
nen  jwißben  X,  y,  ober  x,  y,  z,  biejenige  ßnben,  für 
wetdhe / vBx,  jwißhen  ben  ©rdnjen  x = a , x = b,  ein 
SDiayimum  ober  SÖiinimum  wirb,  fonbern  nur  unter  aßen 
bf  n Dtelafionen^wifdhen  X,  y,  ober  x,  y,  z,  fürwcli^f 
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Jugfct^jy  wenn  x = a , x = b gefegt  wirb,  y = a% 
y = b',  ober  Y=  n'r  y = b';  z = a",  z = b"  ifj, 
fo  bo^  alfb<iu(^(5‘y,  (Tz  in  biefem  gade  m’cbf  ganj  wiflfü^rs 
ii(b,  fonbern,  ba  y,  z an  ben  ©ränjen  nid^f  »artiren  bürs 
fen,  berSBebtngung  unterworfen  ftnb,  ba^  (yy«z=(yyb=i:o, 
dz,  = (Jzb  = o , unb  ba^er  bloß 

3y  = (x— a )"*(?— b)“  .fx,  Sz  =s  (x  — a)y  (x  — b)’  .f'x  / 


gefegt  werben  fann.  gugfeid?  (5ßf  ßdi  onne^men  / baß 
bie,  übrigeno  böllig  wUlfübflid;en,  gunctionen  fx  unb  f'x 
feie  ©rößtn  x — a unb  x — b nicht  mc^r  als  gactoren. 
enthalten,  unb  baß  bie  (Exponenten  m,  n;  p,  q groß 
genug  ßnb , baß  auch  alle  ©ijferentiatguotienten  von  Jy 
unb  dz  bi«  iu  irgenb  einer  gewijfen  ©ränje  für  x = a, 
X = b ebenfaH«  »erfc^winben.  3"  tiefem  ^alle  ßnb  alfo 
in  (35.)  unb  (38  am  ©nbe.)  bie  »on  bem  3ntegra(jeid)en 
befreiten  Sßariationjwifchen  ben  gegebenen  ©rdn» 

Jen  an  ß^=o,  fö  baß  alfo  hier  bie  bortige  ©ntwicfelung 
in  23ejug  auf  bie  ©rdnjgleichungen  natürlich  feine  ?lnwen» 
bungßnbet,  aber  für 


^ O^x  ^ f/X* 


. ^P'  , fl'K'  , 

^ dz  ~ clx^  rx^ 


hoch  immer  al«  gemcinfdcaftliche  Sebingungbeo  SKapimum 
unb  SOlinimum  ßch  ergiebt : 

unb 

o=y'^’’(x  — a)“(X— b)"((>xfx^x 
+ y^’’(x  — a)l’(x  — b)’9>’xrxc^x  , 

für  jebe«  wiflführliche,  nicht  mehr  x — a,  x- — b al« 
^actor  enthaltenbe,  fx  unb  f'x.  2Bdre  nun,  in  ^ejug 
auf  ba«  erße  ibentifch  = o;  fo  fonnte 

man  fx  = ^ feljen,  unb  e«  wäre  alfo 


V o =/,’>(x-a)“(X-b)"f';x  , 

welche«  ungereimt  iß,  wie  aud>auf  folgenbe  3ltt  gejeigf 
werben  fann.  ®urcp  theilweife  erhält  man 

nämlid?  leicht 
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's. 

/(*-a)“{x-b)"At  = . 

(x  — a)“/(-5t— b)"(bt 

— m(x  — a)“-‘/^*  /(X  — b)“^x 

+ m(m  — l)(x  — a)“-Vf?x/^x/(x— b)"^* 

— m(m  — l)(m  — 2)(x— a)“"Yf^x/^x/^x/(x  — b)"ßx 

' 

+ m(m  — l)(m— 2)  ...  2.1/f)x/'f?x  .../<^x/(x— b)"(5x 

(x  — a)'"(x  — b)"**  mCx  — n yn— » ( x — b )”** 

“ n + 1 T“+l)(“  + 2) 

m(m — l)(x — a)'«-2(x  — 

+ ü+n(n  + 2)(n  + 3) 

m(m  — lH»n  — 2)...  2. 1 . r x— b)n*>oti 
” ( n-^  1 ) (n -[-2) (n -|-ij ) . • . ( n .j-m-j-l  ) 

5Ufo  /«“"(x  — a)'"(x — b)“^x 

_ _ m ( ra  — l)(m  — 2)  ...  2.1.(a— b )p*intt  ^ 

t“  + l)C“+2)(n+3)  ...  (u  + m + 1) 

unb  ni(|)t  = o.  ?I(fo  mti0  (p^  lbenfif(j& = o fepn, 
unb  bte  gemeinfc^xiftUd^e  ^ebingung  be0  £02aftmum  unb 
ÜHinimum  i|l  alfo  blefelbe,  wie  in  (35.).  ©anj  ouf  d^ns 
liebe  2lrf  öbetjeugf  man  f?cb,  bap  ou(b  im  jweifen  Solle, 
wo  V noi)  z bie  gemeinf4)oft(idbe  ©ebingung  be« 

SUloyimum  unb  OJiinimum  mit  ber  in  (38.)  bewiefenen 
übereinflimmt.  ®a  bie  oben  entwicfelfen  ©rdnjgleiebun* 
gen  ^ifc  ni(i>f  fiOff  ftnbcn;  fo  muffen  bie  ©onflonten  oflein 
OU0  ben  ©ebingungen  ber  Aufgabe  bcflimmt  werben,  fo 
' ba§  olfo  biefelbc  nur  bann  völlig  beflimmt  fe^n  wirb,  wenn 
bie  ©ebingungen  jur  ©eflimmung  ber  einjufübrenben  wiQs 
(ubriieben  ©onflanten  binreicben. 

45.  ©oH  ferner  bie  gefud)fe  ©urve  nur  burdb  einen 
gegebenen  ^unft  geben;  fo  wirb  man  auf  dbnlicbe5Irf, 
mit  ^ujifbung  von  (35.)  unb  (38.),  überzeugen,  boß  auch 
in  biefem  Saßt  biefelben  allgemeinen  55ebingungen  bee  SOia* 
fimum  unb  9Kinimum  gelten,  wie  früher,  unb  bo0  jus 
gleich  bie  eine  Dveibe  ber  ©rdnjgleidjungen  (latt  ftnbef,  ndm* 
lieb  bie,  welche  ber  ©rdnze  entfpricbf,  für  weldbe  feine 
beffimmten  SSJertbe  von  y unb  z gegeben  finb. 

!©a§  olleo  bieg  audb  ffatt  ftnbef,  wenn  jwifdbenx,  y, 
z eine  ©leiebung  gegeben  ifl  (38.),  crbeHef  eben  fo  leiebf. 
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46.  5Ba6  bie  Ärifericn  beß  SOloyfmum  unb  3JJIninium 
in  (40. 41. 42.)  betrifft;  fo  ^at  mon  für  bie  beiben  f)ietbes 

trachteten  nur  }u  fe^en/  in  (40.);(^^==o  für 
beite  Satte;  in  (41.); 


fip 


N — = o,  =:  o,  = o 

für  ben  er|!en,  «nb 

N-^  = o,ß^y,  =io,p,  = o 

für  ben  jweiten  Satt;  in  (42.)  bagegen 
für  ben  erjlen,  unb 

für  ben  jwelteh  Satt,  ganj  ben  23ebingungen  ber  2Iufga» 
ben  (44. 45.)  gemäß.  S5ann  werben  atte  25etrachtungen 
aa.  aa.  DD.,  unb  foiglidh  biefeiben  .Kriterien  beß  SOlajU 
mum  unb  9)linimum,  mit  Dvücfßdhf  ouf  bie  befonbern  Se* 
bingungen  ber2Iufgabe,  au^h^^i^  gelten. 

47.  ©ep  junö^)|l  jwifdben  irgenb  jt»ep  bur^)  ihre  Soor= 
binaten  a,  a',  a";  b,  b',  b"  gegebenen  93unften  im  Staume 
bie  fürjcfie  £inie  ju  ßnben;  fo  iß,  wenn  wir  bie  £ünge  bet 
gefuchten  2inie  :;=  s fe^en, 

» = /5xri  4-  p»+p'>,' 

V = Kl  + pi  + P = , 

(jtrumme  £inie  »oft  gehoppelter  itrümmung.  9.),  unb 
»orßehenbcß  ^[^ntegral  fott  olfo  ein  SOJinimum  werben.  S)a 
y iu  V nicht  enthalten ; fo  iß 


N = Q = R = .*..  = o,  N'  = Q'  = R'  = 

^P'  n * n-  A' 

;^=X0,  ^=*o;P  = A.P  = A 


= o ; 
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»0  A,  A': s»'C9  wiffföl^rK^  Sonfianfen  Bejei4?ncn.  ^(fo 
■'  ^=(S)='rf#T7r  = t'. 

"■  = ($)  = riTFT?f  = *'' 

7*7'  » p As*pA';  . V • 

By Bz  Bz A*  By 

5x  A'  ’ c5x  ’ 5x  A ■ ßx  ' 

Sefef  Irtan  nun  ben  SCßcrtf)  »on  ^ = p'  in  bcn  obigen 
5Iu«brurf  für  A,  ben  SBertl^  non  ^=pin  benSIuobrucf 
für  A',  unbenftoicfelt  im  erften  Salle  |^=p,imanbern 
^ = p'j  fo  ereilt  manj 

By  K „ 

^=rr^x^="®‘  • ^ . 

_ A^ _ ^ 

. . - 5x  ri— A*— A'»  ~ 

. By  = Bßx,  Bz  = B'5x  } 

- ^ J =3  Bx  + C)  z s=  B'x  +>C', 

WO  C,  C/}»e9  neue  willfü^rlidbe  ffonfianfen  ftnb.  SDieö  f?nb 
bie  ©leidbungen  einer  getaben  SinieimDiaunie.  ®je  ©on= 
flanten  B , C' mü(fe|t  aug  ber  SJebingung , ba^bie 

Suroe  burdb  jtt»e9  gegebene  fünfte  ge^en  foU,  bcflimmf 
»erben.  I 3luo  biefer  ©ebingung  er^ült  man  i . 

:-  ;r  „ a'  =3  -B«  + c , b'  3=  Bb'+  C ; 

a"  =-B'a  + C';.  b"  = B'b  + C'; 

rtier  @iei4>«ngen  mit  nier  unbefannfcn  ©r6^en.  Sllfo 


a'  — b' 


ab'  — a'b 


“ a-b  a~b  ’ 

, a"  — b"  , ab"  — a"b 

* =s  "-T— X + ' -r — * 

a — b a — b 

■ ,'48.  (Sollte  bie  gefucbte  2inie  nur  bur<^)  einen  gcgebej 
nen  ^unft/'beffen  ^oprbinafen  a,  a',  a"  (inb  / ge^en ; fo 
wuite  'f  ba  bae  integral  j»ifd;en  ben  ©ranjen  x = a, 
X = b genommen  »erben  foll,  ber  Sinn  ber  5Iufga!;e 
fein  onberet  fepn,  atö  unter  aßen  burcb  ben  gegebenen 
9>unff  ge^enben,  unb  jwif4>en  }»ep  auf  ber  3lye  ber  x 
V.  Uu 
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fenfred&fett,  ben  SIbfcijfen  x ==  a uub  x ==  b enffpred^en« 
ben,  (Ebenen  (iegenben  Linien  bie  füciefle  }u  jtoben.  ^ie 
vorder  erhält  man : 

y = Bx  + C,  z = B'x  + C'  , ^ 

nnb  jur  S5eftimmung  ber  €onf?an(en  (45.  38.)  t 

A — Bä  C I a"  ~ B^Ä  C j P|j  *0|  P^sso  • 

SIbec  ' 

p p B 

n+p’+p-^  y*i+B»+B'»  ’ 

p- P'  _ B' 

^f  + P’  + P * ^l  + B'  + B';>/  . . 

^otgficb  möjfen  p unb  p'  für  x = b »erfd;»n?inben.  ®a 
ober  p unb  p'  conflanf , = B unb  = B'  jtnb/  a(fo  im* 
mcr,  unb  bemna^  audv  für  x ^ b,  einerlei  ^ert^  be* 
l^atfen,  fo  ecf)eflet,  bapB  = B'=o,  unbfolgli4>C  = a', 
C'=r:a";  o(fo 

y = a',  z = a"  , 

ijl.  ?Iuö  biefen  ©Ieid)ungen”  erl^effef,  ba|s  bie  gefue^jfe 
(iur»e  eine  burcb  ben  gegebenen  ^unff  ge^enbe,  mit  ber 
5Ije  ber  x poraHete,  gerabe  Xinie  ijt,  ganj  ber  CHafur  ber 
©acpe  gemd^. 

49.  SBdre  gar  fein  ^uhff  gegeben,  unb  bie  ^rage 
alfo  überhaupt  nad>  ber  2inie,  »elcbe  unter  aßen  i»ifd)ett 
ben  beiben  auf  ber  %e  berx  fenfredbten,  ^ ber  Slbfciffen 
X = a , X = b entfpredpenben,  (Ebenen  Uegenben  fiinieit 
bie  fürjefte  ifi ; fo  müre,  ba  hier  bie  aßgeraeine  Aufgabe 
in  (38.)  ihre  'JInwenbung  finbet, 

P,  = 0,  P',  = o,  Pb  = o,  P’^  = o ; ' 

woraus  man  wie  »orher  f4?ließf,  baf  B = B'  = o,  unb 
folgli(^> 

y = c,  1 = c' 

ijl.  3Itfö  i(l  bie  gefu4?te  Sinie  wieber  eine  ber  Slye  ber  x 
paraßeie  gerabe  2inie.  C unb  C'  bleiben  unbe(!immf,  in*  ' 
bem  aße  ber  %e  ber  x paraßeie  gerabe  Einien  jwifcpen  ben 
genannten  (Ebenen  einanber  gleich  ]Tnb.  [ 

50.  3ur  Unterfi^eibung  bes  SDlofimum  unb  2Binimum 

hot  man  nach  (22.)  ■ 


V 
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+/($)' ^‘^«+/(Si)(§)‘^ 

= p<’j-/^j’j5«+y(|p)(jp)*ax  * 

+ V'S^z  — J'^d*i(h+J'^-^^(8p  ySx  . 

Olun  ijl  im  «rjien  fcer  brep  »oc^er  befra^feten  §Me : 

^*y»=  o,  3H^=s  o,  =s  o,  SHt,  = o ; • „ 

im  itveiten  bagegen : 

^’y.  = o»  = o,  Pb  = o,  P'b  = o ; 

«nb  im  briften 

**a  = »»  P'a  = ®»  = ° » P'b  = ® ; 

in  allen  brepen  aber,' wegen  ber  allgemeinen  23ebingting  bei 
üOiafimum  unb  £02inimum , ibentifc^ 

' fiv 

' • ' ?57  = “*  757-®’  . - ■ ••■  •■ 

fo  ba0  alfo,  wenn  d^fv^-K  jwif4)en  ben  gegebenen  ©rdn* 
jen  z = a;  x = b genommen  wicb,  blof  -< 

a Vv5r  =y(|^)  ( yp )« ( ap')>  5* 

ju  fe^eti  ifl.  ©le  Summe  ber  ©röpen  unter  bem 
graljei^en  erhalt  man  leitbf  ' ‘ " 

i+p'^  . i+pj 


.(ap)=+ 


=j(ap'>). 


Hl +?’+?'=■)*  ' ni+p’+p'*)^' 

. welcbeß  offenbar  immer  pofitioi|l,  ba  bte  üuabrafwurjei 
natürli^  pojitit)  ju  nef)men  ift,  inbem  Ijier'oon  feiner  ©n(s 
gegenfe^ung  bie  Dvebe  fei;n  fann,  unb  audf)  in 

s =fpx  T"  i + p»^  + p'*  . ■ ' ; ■ - ; 

bie  üuabrafwurset  alo  pofiti»  angcfc^en  worben,  ^oigtid) 
iß  auch  vf^x  jwifcben  bcu  gegebenen  ©rinjen  po(lti»/ 
foj.ba^  alfo  in  ber  ll)af  ein  üninimum  fiatt  finbef. 

51.  Dag  erße  Problem  ous  ber'  i^laffe  ber  abfofuten 
OjZarim’a  unb  SDiinima  warb  oon  2lo^-  ©cfnonHi  «« 

Uu  2 
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« 

t»en  Act.  Erud.  1696.  bet»  ®eomefertt  feiner 3ei(  borgetegf. 
(E«  »erlangte  iwlf(^?en  jwei;  gegebenen  fünften  A,  B fcie 
®ur»e  )u  ftnben,  ouf  weichet  ein  fcbtveret  ^unft  bur^lben 
gali  in  ber  fürie|!en  3eif  »on  A bisB  gelangt.  ©<^6rf  batt 
Problem  auch  eigentlidb  bet  SOlecbanif  an ; fo  barf  e«  boc^ 

1) ier  nidbt  fehlen , inbem  ftcb  bemfelben  au4>  leicbt  eine  rein 
tbeoretif(^)e  5lnficbt  abgetvinnen  lä^t,  unb  es  ein  gutes 
Seifpiel  barbictet,  für  bie  2Iufßnbuiig  ber  Sebingungen, 
unter  welchen  ein  gegebenes  integral  jwifchen  gegebenen 
©rdnjen  ein  SOiinimum  wirb. 

5)ie  ©oorbinoten  bet  gegebenen  fünfte  A/  B im 
Svaume  fepen  wieber  a,  a',  a";  b,  h' , h",  unb  t bie 
3eit  bes  §alls  »on  A bis  B,  bcr  Sogen  AB  = s; 
fo  i(t  für  AP  = X — a (Fig.  96.)  nadj?  ^rincipien  bet 

2) ie<^anift 

3t  = ...  , , 

2Y  g{x  — a) 

WO  g,  wie  gewS^nli^»,  ben  ^allraum  ( namlid^  be^m  freien 
galle)  fn  bet  erjien  3«if<in^«it  bejei(l>net.  51ber,  wie  »br^et, 

foba^alfo  ,,  : 

t = » + p*  + p’’ 

2fg(.x  — a)  - 

jwifcben  ben  ©ränien  x = a,  x =:  b ein  SWinimum  wet» 
ben  foQ.  S)a  in  biefem  §aQe 


V = ^ 

• 2t  g^,x  — a) 

blo0  p unb  p'  entl^iült  j fo  i|l 

N = Q = R = ...  = o,  N*  = Q’  = R’=  ...  =s  o; 
flP  ^P'  „ TV  / 

37  = ® • 757  = ^ ^ • 5 

wo  «/  «'  jwe9  wißfü^tlicfte  €on|?anten.  Sllfo 


p :=  P 

2rg^x_aj(l+p’+p'’) 

F= ... 

\pp  / 2t'g(x  — a){l  + p’+p’’) 

woraus  unmittelbart 
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, ep'  o'p  =5  o,  o5»  -»  a'Sj  =St‘o  , 

unbfofgfid^,  wenn  man  infegrtrfj 

0,  az  — a’y  z=  a"  , 

WO  a"  eine  neue  wiöfü^rU^e  £on|!anfe,  5Da  nun  bte 
-@(ei(t>un3  ber  (Ebene  ber  yz  offenbar 

*+O.y+O,?=:0 

ijlj  fo  ijl  (Einie  unb  (Ebene.  48.)  uor^ergel^enbe  ©teidf^ung ' 

az  — a'y  = a" 

b«e©rei(bung  einer  auf  ber  ©bene  ber  yz  fenfredbfen  ©bene, 
in  weiter  alfobiegefudbte  ©urt>e  liegen  mu0;  olfb,  ba  nai 
me^anifeben  ^rincipien  APalo  wrtifal  angenommen  wer» 
ben  muf , eine  bureb  A unb  B ge^enbe  Sßerfifatebene. 
bemnacb  bie  gefu(btc©ur»e  eine©urpe  bon  einfacher  ^rAm» 
mung  iffj  fo  b«t>e»  wir  blog  ju  fe^en:  ' 

p _ ^ 

2r  g(x— 'a;('i+p>)  “* 

obePif  wenn  wir  A al3  Slnfang  ber  ^Ibfeiffen  onnebmett/ 
alfo  a ==  o,  unb;  ber  .Äurje  wegen,  4^  ==  feijen: 

' „ _ ■■  X .. ..  » 

worauf  burdb3^^«3w"3 


unb , fAr  ~ 


_ ( y — 


2Tyx  — X»  2ryx— x> 

= U,  JOC— -X®  ZZZWX 

dj  — ■■  — 4w'“’’5w, 

o r Oll  tz%  * * 


2r2u  --  u» 
y S3  iy  Are  «in  ver*  u — y*w  + C 
2x 


=iyMesinyerB—>  — Yyx  — x’  + G ; 
y N 

J>a  nun  A ot«  Einfang  ber  ^bfeiffen  angenommen  ; fo  iff 
y=^o  fAr  X = o.  iJUfo  C ~ o,  unb , für  y =:  2ri 

Y = rArc*inveri-^  •—  Y*:irx  — ^ 

j r * 

Seßf  man  im  3Irf.  ©pcloibe,  I.  r für  a,  unb  »erfaufbt 
y einanber;  fo  i^ 

X=^r(l  — oosy),  y S3  r(y— iiny)} 

unb  folglicby  wenn  man  <p  eliminirt:  1 
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X =5  riinversf),  5=:  Afciin  ver«  — ; 


COif)  = 


E , sin  ?)  = — y"  2rx  — x^, 


t»oraÜJ5',  trefcei  ln  tie  formet  yz=r(<p  — sin  y)  für  <p 
unb  sinr/)  flcfeljf,  bie  obl^c  ©(eidjung  (ier»orgc()t , fo  ba0 
ötfo  unfere  ©tirüe  eine  ©pdoib'e  iff  » bereu  jJlnfang  A,  unb 
S5'aft«  eine  burcO  A auf  AP  fenfrecOfe  Sinie  tfi.  ' ®en 
biu6  r bees  erjeugenben  itrcifeß  fnbef  man  auß  ber  S3ebins 
giing’;'  baß'y  = b'  für  x =='a',  miftdjt  bec  gefiinbenen 
©leidjung. 

2öäre  nur  ber  ^unff  A gegeben;  fo  würbe  ber  0inn 
ber  Srage“  fein  anberer  fe^n',  olö^  bie  ©uc»e"  ju  ftnben,  auf 
welcher  ein  fchwerer  ^unft  in  ber  für,;e(len  ^cif  burdh  ben 
§a(I  »on  A biß  ja  herauf  AP  burch  P fenfre(hfen'2iniePB, 
welcbe  ber  jjlbfcijfe  x = b,  alß  jweifen  ©ränje  beß  3”^?= 
gralß  entfpricbt,  gelangt.,  gut  bicfen  ga((  ,tri)ä(t  man 
wieber  .bie  obige  (Steichurig,  nur  mu^  r guß  bep  ©(ei4>ung 


Pb  = ° 


be|limmt  werben,  worauß  ji4>  Uichf  - 

0 — — b-  .V . b 


2r-^ 


uTgy  8gr  r ? 

alfo  r~~  = eo  ergiebf.  gur  blefen  SGßerfl^  geben  aber 
bie  ©(eichungen 

X = r(l  — cos'yji  y = r(y  — sinyi):  '1 
90s  y>  = 1 , sin  y = {.  9>=o; 


fo  bof  a(fo  biefer  2Binfel  immer  = o,  worauß  (2ßerg(. 

1 ) fogteicb  folgt,  bo^  in  biefem  gatte  bie  ©ijdos 
ibe  mit  ber  geraden  i'inie  AP  jufammenfäUt,  auf  welcher 
alfo,  ba  )ie  »ertifal  i(t, 'ber  fdjwere  ^^unft  fre^fattenb in 
ber  fürje|fen  »on  A biß  jur  iinie  PB  gelangt,  ganj 
ber  0iatur  ber  0ad)c  gemd^. 

©in  ganjdb”l*4>f«*  9vefultafwürbe  man  erhalten,  wenn 
man  feinen  ^unft  alß  gegeben  anndhwe  (93erg(.  49.). 
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52.  ^itr  Unferfd()eibung  be«5  SWofimum  önbSOltnImum 
man  (21.),  ba  v fein  y enf^dif : 

, '-l?+(S-0©)‘' 

unb,  biird^  tl^eKweife  Integration  beo  erjlen  ^§eif6,  für 

J’y v5x  =a  . 

+f  (0)  ('S)  • 

ttjoroujs  man  ganj  »ie  in  (50.)  {d)üe^t,  baß,  jmifdßen  ben 
@r4njen  x = a,  x = b,  btoß  gefegt  ju »verben  braucht: 

^ J(^^ygpydx 


= ^/ 


^ g*ct  + P*)' 


baO  Integra!  jwif4>en  x = a,  x = b ober  x = o, 
X = b genommen , ba  oben  a = p gefeßt  worben.  S)a 
nun 

:p=^-—(.Sp)^  \ 

unobbängig  »on  immer  poßtit)  ifl,  Inbem,  wie  normet 
immer,  bie  üuabratwurjel  nafurlicb  0(0  poßti»  ju  befracb* 
teniß;  foißau^norbergebenbes  ol6bie©umme 

aöer  äßertbt  biefeo  ©ißerentialquofienten  jwifcben  obigen 
©ränien,  immer  poßti»,  unb  folgiicb  bie  ©ebingung  beö 
SKinimum  erfüllt. 

2Begen  ber  biec  entwicfetfen  ©igenf^aft  ber  ©pcloibc 
beißt  ße  bie,  Sinie  beo  f4>neUßen  SaÜ0,  ober  bic 
©ra(bpßodbrone.  - - - ' - 

53.  5Öie.  ,©ur»e  ju,  ßnben,  weldbe,  jwep  gegebene 
fünfte  mit  einanber  perbinbenb,  bep  bet  Umbrebiing  um 
bie  3lpe  ber  x bie  fleinße  Oberßü(be  erzeugt.  @ep  s bie 
erjeugte  fo.ißCJbt- 1-  ©•  514.) 

' " •',*=  + =?=  ^i+p-  » 

unb  biefeo  integral  fofl  aifo,  wenn  a,  a'j  b,  b'bieCoor* 
binaten  bet  gegebenen  fünfte  ßnb,  jwißben  x=a,  x = b 
ein  tlRinimum  werben,  ©ü  tß  l^ier 
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T = y rr^T^,  N ==  rr?p^,  p 

ri+p* 

Q=^R  = S = ..,.=o, 

®a  X in  V mci)f  unmitfeibcir  «nf^atten;  fo  i|l  (37,  S.)  ble 
(iKgcmeine  ^e&ingun^  be?  9)?a)i-imum  unb  SÖJimmum: 


V = pP  + c 


_ p^y 


:+C 


unb  fo(än4>/  wenn  für  v fein  obiger  5Bect]^  gefegt  wirb; 

, _ y5  — C’  _ / fiy\ ’ <>x  _ dy 
*■  " G»  - ’ G ry^^S^  ’ 

^ ^_J_y+Xyl-^- ) ^y _ . 


X 

C" 


r By 

7 


y+>^  y-  — G 
§otg(ic(?  (3nfegra(formet.  3.) ; 


(y+  rya-G*)ry=-G> 

^ (y4-7  y^— C 
y+Ty’— C’ 


_ r<^y  + ^(y^  — C^')  ^-2y^y  __  /^^(y-fVy^— C»)  _ 

J y+>^  y-  — G“  J 


^ = logn(y'+  Ty-^—C'- ) + G' 


'f 


5Me  S:onj?anten  C,  C'  ergeben  ficb  an«  ber  Sebingung,; 
bog  bie  gefu(^>ee  €ur»e  bur^  bie  beiben  gegebenen  fünfte 
geben  foH.  S)le  mögfiebfi  fleinjle  Oebinate  ifi  = C,  »eil 
füry  < C bie0^abifa(gr6§e  imaginär  roir^.  UmbieSlafuc 
«nferec  Suroe  nä^er  ju  befhtnmen , nehme  man  biefe  Or*. 
'binare  at«  5l]ce  ber  y on,  fo.ba^  offo  ba«  Soorbinatenf^* 
flem  i'c^f  ein  fol^je«  ijl , baf  y = C für  x =c  o,  ®ie« 
giebf  o =;=  logn  C + C , C'  - logn  Cf  , , 


X 

C' 


: logn 


y+  ry^^G  » 


ü 


* I y + ^ y*— c> 

— C =;  ^ logn  i-i — pi = logn 


, s: 


worgu«/  wenn  mgngabter  unb  ölenner  be«  (eifern  ^5rud(>tf 
mif  y— ' muiripticirf, 

-_  = logni— 

Sejeiebnef  atfo,  wie  gewbhnlidbr  e t»ie  S5afiei  bet  natütidhen 
5J«gacifl)men ; vfo  ijl  ,n  ; .•  i. 

" :r-y  + r?^;V‘^_y-ryrz-g;;  ■ 


G^ 


-fr_ 
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!S:  . \'U  ..  ' r.  i >- 

e'=  + ec(,  ■ . 

ober;  bur4>  95<m>e4>ö(ung  bet  ?Ibfci|fen  utib  Dtbinatett; 

1 1 '-Zi 

X = |C|eC  + e c|  , -i  ' 

unb,  wenn  man,' bie  Drbinafen  «ngeänbert  lafenb,  bic 
5lbfcijfen  non  einem  ^Infongopuncee  on  redbnet , beffen  3lb* 
friffe  = C t|l,  wo  C -H-  X jlatf  x in  obigec  @tei4?ung  ge» 
fe^r  werben  mup : 

X = 4c|e^+ e“c— 2|  ; ‘ . ■ 

fo  ba^  a(fo  bie  gefugte  <£urne  bie  gemeine  j^eff^entlnic 
(@.  bfn.  SIrt.  5.)  Ifl,  wet^e  folgficb  bi«  merTwurbige  (Eigen* 
fi^aft  i)at,  ba^  fie  unter  aSen  bur^  jwep  gegebene  fünfte 
ge^enben  Curnen  bei  ber  limbre^ung  um  bie  2Iye  bet  x bic  -• 
fieinfie  Oberjiddje  erjeugf.  ®enn  boß  in  biefem  Satte  w»rf= 
li(b  ein  Minimum  (iatt  finbet',  er^eQet  fogieidb,  wenn  man 

^ ^ = §5  entwirfeif,  weburc^  man 


_■  y / 7 

erl^äit  ^u^  ber  0(eid^ung 


i 


errettet  aber,  baf  y entweber  immer  pofttin  ober  immer 
negatin  i|l,  b.  1^.  bo0  bie  0urne  ganj  auf  einer  ©eite  bet 
2lbfcifTenlinie  Hegt,  unb  bemnacb  i)ier  an  feine  (Entgegen»' 
fe^ung  ju  benfen  i|i,  y atfo  immer  als  pofitin  angenommen 

werben  fann.  ®a^et  ifl  (^)poft(i'>/  «nb  eo  finbet  foig» 
U4>  ein  SOlinimum  flatt. 


54.  ®ie  €urpe  ju  ftnben , be^  w«(<ber  ber  bon  bem 
Sogen  AB  (Fig.97.),  ben  beiben  .^tiimmungo^aibmeffern 
AC , BD  bet  ®nbpunfte  beffetben,  welche  alo  gegeben  an» 
gefr^en  werben,  unb  bem  Sogen  CD  ber  Evolute  einge» 
ftbloffene  Diaum  ABCD  ein  Snintmum  ifl, 

X)er  in  Siebe  fle^enbe  Ovaum  fe^  = S,  ber  Sogen 
AB  = s,  unb  ber  ^rümmunge^aibmeffer,  o^ne  Oiiicfftcbt 


f 
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ouf  fein  Seic^^en,  s=  r j fo  er^Oet  lei4>f,  baß  3S  = ^r^s, 
iflbec  ' . \‘ 

' ' 'd$z=dxri+p','^U±il±^i  ' ' ■■ 

. V =± <‘y>~  ,.i.. 

,^=  ' 
(rO  = ' 

. g«iätici)(37..,)  • ‘ " , . , , , 

y = qQ  + Cp  + c',  ± y'Y-  + c'» 

± niiPii,  YTTp^  = Cp  + C'; 

2rrlTF  = Cp  + C*.  r = — 


t 0 ' ’; 


2Ki  + p‘ 

xdt:  = - 4(  c^x  - C'öy  )}-,- 


= -J  (Cx  - C'y  + C"),  r>  = cx  + c'y  + c", 

für  C = c,  — = c‘,  & = c‘\  Um  bie 

tut  ber  burct»  bie  gefunbene  ©tei^jung  bargejlettten  Surtje 
nüi)er  ju  bcßimmeu/  nebme  man  ben  ^unft,  in  n>eU 
^em  ber  j?rümmung8^albmf|fcr  = o i|l , a(g  Einfang 
ber  Soorbinaten  an,  unb  beiei4?ne  ben  SBinfei,  welchen 
bie  millfübrlicb  angenommene  neue'2lbfciff<nofe  mit  berpri? 
mitiwen  ’2lbffi(fenafe  cinfebiießt,  buri^  1,  bie  Soorbinaten 
beg  neuen  '^Infanggpunfteg  in  S3ejug  auf  bag  primitive 
©p(iem  but(iMx,  ß,  unb  bie  ©oorbinafen  in  ^ejugouf 
bag  neue  ©pfiem  überhaupt  bureß  x',  y'i  fo  i(i,  (JÖergl, 
b.  2lrt.  ©oorbinate). 


f x = a + x’cosl  — y'sinl,  y =3  /J  + x'iiti!  4-  y'oosi; 
r’  = co  + c'^  + c"-{-c(x'  co«i  — y'«ini)4-c’(x'sin/l4-y'co»2) 

= c(x'cotl  — y'sini)  -J-  c'(x'sinZ  -J-  y'cosi), 

bo,  wegen  ber  SBebingung,  weidßet  bag  neue  ©pfiem  in 
öejug  auf  feinen  2lnfanggpunft  unterworfen  worben, 
ca  + cß  + c"  = o i(l.  aöeil  nun  i,  willfübrlicb  ifl; 
fo  benfe  man  ßdb  baffeibe  fo  genommen,  baß  bie  ©iei^ung 
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m 


erfulirwicb;  fo  ift 

cosi  = 


c cos  14*  c'  sin  2 o 


•T=if'sinZ  = 


r=i 


K”c^  4-  c'  * Kü* 

* K * ..  J * 

in  obige  ©(eicfeung^cfcßt,  gicbf  ; _ 

'■■  " r*  = y- c2^c'^  = 8sy', 

für  8a  =r  + ^er  ©(eicbung  r?  8ay' niuf 
alfo  bie  gefucbte  £ur»e  genügen.  > 35ic0  führt  fogleicb  auf 
bie  gemeine  Sijctoibe,'  inbem  1-  ©.  60-k  601.)  be^ 
berfelbe»  r = 4a sin  \q>f  r*  = Iba’ sin 
8a’  ( l — cos 9)  = 8a.  a(l  — cosip),p=z  8ay'  iff, 
®ie  %e  ber  x'  i(l  bann  bif^aft?  ber  Sijcjioibe,  y'  olfo  ims 
mer  pofitib  ju  fe^en,  unb,  weii  bie  ^ijrloibe  gegen  b« 
25af?0,  b.  i.  hift  bie  ?lfe  ber  x',  conrab  i|l/  = 4^ 
immer  negati»  (OTonfatt  unb  S^onwey.  4o.).  ’ S)aher  ift, 
bamit  ber  ilrümmungohatbmeffer/  »bie  oben  angenpmmm 
worben,  politibfep:  _ 


* _ TT  - V - 


iu  feigen.  ^ 9Ufo. , , 


/ \ / f?*V  \ 


(i+p'M 

?T‘ 

2(1+p'M> 


■I  < 


unb  fo(gli(^^,  ba  q'^  nadb  bem  Obigen  immer  negofib  i(?, 
(■;^^)'immer  pofttib,  'fo  bap  aifo  in  ber  “Photon  9Kin(? 
mum  (iaft  ftnbif,  , ' - 

Sluef  ben  beiben  ©ieidbungen  , 

r = r’  =;  C*  - C'y  + G' 

2^1  + ps 

irgiebf  jldb  . 

*’  =4(Cx  - (Ty  + C')*, 

worau«  erhellet,  baß,  wegen  p = ^,  bet)  bet  Integra» 

tion  no4)  einebierte  wißführli4>e  ©on^änfe  eingeführt  »birb, 
fo  baß  olfo,  wenn  bie  gefucbre  ©utbe  böllig  beßimmt  fetjn 
fott,  überhaupt  vier  ©ebingungen  gegeben  fei;n  müjfen, 
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beiMtt  man  ju  genügen  f^at.  Ses  werben  atfo/  nebfiben 
jwe^  fdbon  gegebenen  fünften,  nodb  jwep  onbere  fünfte 
gegeben  fepn,  burdb  welche  bie  gefuebre  C^urne.  binburd? 
geben  folI,.unb  bie,  biefen  Sebingungen  gemäp  befiimmte, 
^pciotbe,  wirb  unter  allen  burdb  bie  »ier  gegebenen 
binbureb  gebenben  Surnen  ber  obigen  Sebinguug  beo  2JIU 
nimum  genügen. 

55.  S)ie  Surne  ju  finben , bep  wet4)eo 

ySy^  _ r p»y^x 

+ (5y»  ~J  l+,p» 

ein  SOlafimum  ober  SOlinimum  wirb.  (Eo  iff  bicP  ’ 
p*y  ,T  _ p’  o_p’(3  + p’iy 

w V . r --  '(i  + p=)V  ’ 


’ 1 + P"’ 

^olgticb  (37.  J.)t 

■ T = pP+C, 


1+p 


a * 


p*y  _ p*(34-pMy  . Q . 

i + P’~  (i+p^)"  ’ 


_ £ü  + P’  ^ + P^  )* 

— Qo> 


2p» 


— C=c.  5Iber  (5y  = p^x, 

P ^ p p , p’  , 

«nb  folglidb/  wenn  nian  bierin  ben  gefunbenen  SBertb  nott 

y fubjiifuicf : 

' o(i  + pn>  , /.(i  + p*>’^p 

SDerbinbet  man  hiermit  bk  ©leicbung 

e ( 1_+ PlV  . - 

2p» 


y = 


fo  W^t  ftdb  b«r(b  Elimination  non  p eine  ©leidbung  blog 
jwif^en  xunby  mit  jwe^  willfübrlid)en  Eonpanten , bie 
auo  ben  befonbern  SSebingungen  bet  ^lufgobe  ju  befiimmen 
f?nb,  ftnben.  ■ i- 

2)iefe  ■ilufgobe  jlimmf  mit  ber  bpbrob^ngmifdben  ^nf» 
gäbe,  ben  Körper  beß  fleinfien  SBiberjlanbeß,  b.  b*  bic 
Eurne  ju  ftnben,  welt^c,  be^  ber  Umbrebung  um  bie  ^ye 
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ber  X/  (ttte  $(cl(6e  erjeugf,  bie  na4>  btr  0t{^(ung  bev 
btr'x  in  einer  SftJflTgfcif  bewegf/  »on  ber  Slüffigfeit  beti 
f(ein(fenSSBiber|lanberleiber/  überein. 

56.  gegebenen  fünften  auf  ber  Dbec* 

ffd^^e  einer  itugei  bie  fürjcfle  Sinie  }u  ftnben. 

®ie  0(ei4)ung  bet  j?uge(  ijt,  wenn  r ben  SXabtu«  be« 
iei4>net: 

n c=  x’  + y’  + *,*  — r*  = 0 , , , 

WO  ber  «SKiffeipunft  ber  5lnfangopunff  ber  Soorbinafen  iff. 
5llfo(38.): 


unb/  ba 

/vf)x  =fSx  T 1 + p*  + p’’ 

ju  einem  !!)}inimo  ju  ma^^en : 


Sr  . 


c^z 


"=»>'  = S.^  = S> 

Ciiminirf  man  nun  ~ au($  ben  betben  gefunbenenen  ©leU 
4wngen;;fo  erhalt  mon:  -:  - ' 


unb,  wenn  man  infcgrirV: 

;■  = , : 

jugteieb  bnrdb  bidpe  55erfaufcbung  ber  0u(bpabent 

y^» — f*5y=c3»,  i5x  — x^i=c'(5»,  x^y — y5x=c"5». 

S02u(tip(icirt  man  bie  erf!e  bftfer  ©(eidbungen  butdb  x , bie 
jweire  burib  y,  bie  briete  bur^  z,  unb  abbirt  bie  erbalte* 
nen  ©leidbungen^  fo  ergiebt  (icbt 

cx  + 6'y  + c"i  =3  0, 

bie  @rei4>uttg  einer  ©bene,  in  welker  alfo  bie  gefucbfe 
©Urne  liegen  mu^.  §ür  x xr:  y = o ijl  au4>  z = o, 
fo  bap  olfo  biefe  ©bene  burdb  ben  Slnfang  ber  ©oorbinaten,' 
b.  i.  burcb  ben  ÜJJittelpunftberÄugel  gebt,  unb  folgli(t>  bie' 
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fu(6fe  6!ür»e  in  S?og<n  fc«r4>  feie  beifeen  gegebenen 
9>«nffe  gebenfeen  größten  i?relfe«  ifl. 

57.  ^wtfeben  i»e9  fünften  auf  feer  Oberpodfee  eine« 
gerafeen  €ptinfeer«  feie  fÄrjeßc  2inie  ju  pnfeen.  3)ie  5Ij:e 
feeet  S^iinfeerß  nehme  man  at«  ^lye  feer  y an;  fö  iP/  wenn 
r feen  Diafeiue!  feeei  Q^plinfeere.  be}ei4)net: 

u = X*  + i’  — r*  = o 

feie  ©teiebung  feer  ©^Unfeerpödbe.  Slifo 

= 22,  z3z  =:  o,  Jz  = o. 

SIber  in  fciefem  ^aile  wiefeer 

▼ =3  Ti  + p’4-  » 


fo  feap  V fein  y enfbaif.  v (^8.) 

' ()P  . . C>P'.  f)P 


4-  -^ez=:o.  -^Sy  =zo, 
^ = 0,  P=:C.  , .. 


U,Wi'i  * 


0lun  ip 


p = 


S«  r.'  — ^ 

P — Sk  = 


1^1  + p’  + p' 


»;  J •Ifi  * »j 

===  ip. , wenn  p auß  feer^ 


©(ei^ung  P = C entwiefeit  wirfe:.'  > 

_ (5y  1 ' G '"r  \ • 

■*  rinc^  rF^»  V , 


■ C ^ r^x  ^ Cr  p , ' r 


Cr  , •.  X , 

T = " ..  — Are  sin  — +.  C , . 
r.i_c»  X ^ j /.  j 


Ontegratförmef.  49.).  ' '■'ki^Öfiibrfidben'  ©onpon» 
ten  C,  C'  pnfe  auß  feer  ©efeingung  ju  bepimfuert,  feaß  feie 
gefueßte  ©ur»e  feureß  jwei;  gegebene  punfee  geben  foU. 

?SJirfe  feie  ©t;(infeerpä(^e_inei^e  ©bene  abgewiefeit;  fo 
ip  fiar,  feaß  unfre  ©urue  au^  jeQt  no4^  unter  aüen  ©ur« 
feen  in  feer  ©bene  }wif4>en  feen  gegebenen  ^^unften  feie  für: 
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je(?6‘  unb  fo(g«(b  einegerabe,  bic  Surwauf  btrOr^HnbeV* 
fläcbe  felbjt  alfo  eine  ©^rctubenlinie  fei;n muf. 

in  ben  beibeh  bbr^er  betro^fefen  fallen  h)irfii(^  s 
ein  aWinimum  |?aft  ftnbef,  jeigt  man  wie  in  (50,).  Sluefubr* 
li^e  Unferfudbungen.über  bie  furjefTe  2inie  ouf  bem©p^aOi 
rib  f.  im  2lrf.  ^rigonomeetie  (152.  jf.). 

* , . 

58.  (Pg  i|I  nun  no<b  bie  SSefradbfung  eineöi  fel^r  wiäf- 
eigen  unb  mcrfwörbigen  SaCfg  bet  abfoiuteit  5Kgfima  unb 
Sftinirtia  juröcf/  beffen'  ÖJatiit  unb  SBe^anblunggweife  oug 
foigenben  SBeifpielen  erhellen  wicb. 

3«  einer  Sbene  fepen  äwe^  Sueben  burd5>  bie  ©feU 
dbungeri  ■ , . . 

y*  =9  f**  y"'=  r*  ••  » 

gegeben  5 man  foff  unfer  aßen  fidb  an  biefen  beiben  ©urben 
enbigenben  2inien  in  ber  ©bene  biefürjc|ie'fiHbeii* 

S)iefee  §aß  unferfebeibet  fidb  bon  ben  bigl^er  bebonbet* 
fen  Slufgaben  boräüglicb  barin , ba^  bep  jenen  bie  ©rin jen 
3y  b,  iwifeben  betten  bag‘ 3^fegrai  ju  nehmen  war,  alö 
benimmt  ünb  gegeben  ongertömmen  würben in  borUegena 
bera  §ttße'bagegen  fefbjt-'aig.fraglidb  anjufebert  flttb,  weif 
mit  ber  93awation  ber  gefu^Jten  ©urbe  notürikb  ou^  eine 
fOeranberung  ber  ©ranjen  a,  b,  b.  b-  ber  Sibfeiffen  ber 
©nbpunfte  ber  gefuchten  ©urbe , berburtbert  i|i , unb  man 
olfo  in  tiefem  ■ n>ic  bieö  friiber  berfiotfet  ttwr,  offen» 
bar 'nkbf  bon  bet- töütiation  bon  x obflrai)iren  borf, 
©e^en  wir  nun  ; 

V = /3x  (ij.=/5x,nri:F; 

fo  iff , für  V = Kl  + p ®,  ratf  Dciicffidbt  auf  bie  fÖariation 

»on  X ' .1  / . f 

JV=:yS,  + P3y-/^Syd*, 

ttobep  ju  Bemerfer,  ba0>  wie  aug  (23.)  fogteicb  erbeffet, 
t^y  nur  bie  primtfibe  3ßariation  bon  y (17.)  ift,  oufweicbe 
alfo  (Jx  feinen  ©influ^  öuggeabt  t)at,  unb  bie  alfb  aiggan},- 
wiflfubrli^?/.  bon  jx  ganj  unabhängig/  betrachtet  werben 
muf.  23ejei4>nen  wir  nun  bie,  übrigeug  noch  fraglichen#^* 
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^rittjen  bur4>  a / b ; fo  ecgieBf  ftdB  a(«  gem»nf4Mif(({(j()e 
S&eBingung  bes  SOtajrimum  unb  Minimum: 

o = + ^b'^Tb  — ^a^**  — ^a^y. 


für  j>beö  dx  unb  Sy,  worau«!/  »I«  fröl^er/  Uiä)t  gef4)to(fett 
wirb,  bap  für  p4> 

o ='^b^*b  + Pb^yt  ■*"  '^a^*a  *“  P ^y*» 

unb  ibentifdB  ^ =x» , oifo,  gonj  wie  in  (47.)^  biege* 
fu(^fe  Curtie  eine  gerabe  Sinie  ifl,  beten  ©ieidfntng 

; . y = Bx  + c . 

^auptf5d;ii(b  fommf  ts  nun  auf  bie  23epimmung  bet  2age 
biefet  ©eraben,  b.  1^.  bet  wiilfiä^tii(^en  ©onpanten  B,  C, 
unb  bet  ,©rdnjen  a,  b an,  ,woju  man  auf  foigenbe  3It£ 
gelangt,  wenn  wit  bet  Äurje  wegen  y = fx  fe^en.  Sluö 
ben  S3eblngungen  bet  Aufgabe  et^edet  augenbUtfli^^ , bap 
ön  ben  ©ranjen  ’ , • ... 

£»  = fa,  fb=f'b 

. » ’ 

fe^n  mup , unb  $ug(eid>  ip  fiat,  bap  an  ben  ©tän}en  au4^ 
bie  »ariitfen  SGBert^e  »on  y ben  batiirfen  SGBertl^en  »on  y' 
unb  y",  folglid)  aud>  an  ben  ©ränjen  bie  Sßariotionen  »on 
y ben  93ariationen  non  y'^itnb  y"  gleich  fepn  möffen.  S^un 
bemetfe  man  abet,  bap  y eine  hoppelte  Variation,  eine 
ptimitipe  unb  eine  fecunbdre,  b.  i.  bpn.Jx  hettübtenbe, 
y'  unb  y"  bagegen,  weil  bie  ©rattscutuen  an  pcb  ale(;b6ßig 
unneranbetlicb  anjufeben  pnb,'  nut  einefecunbateSSamtion 
etleiben.  ©ebienen  wit  un«  aifo  bet  in  (17.)  eingeffibcft« 
S8eiei(hnung;  fo  ip  bie  gefammte  Variation  pony  (a.  a.O. 
jufammengefc^te58atiation  genannt)_=  dy  +^ä.^.y,  bo* 
gegen  bie  95atiation  »ori  y rtut  ==  y,  bie  »on  y" 
nur  = y".  2)emna4>  «P  nach  bem  Obigen  an  ben 

©ranjen:  -•  : 

/ , = ^ly'a » ^yb  + ^iyb,*=  ^iy"b  j : • 

= ^.y'a— <».ya’  ^yb  = ^iy"b-*^iyb  • 

Cna4>  (I.  A.),  wo  auofubtltd)  Pon  bet  ©epimmung  bet  fe* 
cutibaren  Variationen  (Vetgl.  17.)  gebanbelt  worben,  ip 
ober;.  ca  ^ 
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. fltfo  nod(>6emS8orl^erge^enben:  , . 

“ l(S-).-  ’(®  .1*-  = l(^)r  (S)  j'’“ 

unb  fo(9ti(6,  tsemt  bieg  in  bii  obiae  ©ramareicbuiia  fßr 
<^y.r  <^yb  8«f«ß<  »ifb:  ■ ' 

'=l'+-4Ca-(^0Jh  '. 

unaBl^anglg  t)ön  i'ebera  befonbern  SSBert^e  bon  Jx,  tvorauö 
fid[?  auf  a^n(i4)e  5Irf,  n>ie  früher,  (eicbf  ergicbf,  ba^ 

' • •’  i 

3m  borliegenben  fpedctten  Satlc  ijl  aber:, 

V ==  rr+F,  P = (IJ)  = 7^^ ; . ^ 


5Ufo 


^i+Pt 


Tr-  Pp 

5 «• 

1 

P« 

-( 

•^1  + Pa’ 

Pb 

l"l'+Pb*‘"  V 

yi  + a' 


tt)orau0fo9(el^gef4)fojfeitwirb/  bo0- 

Seiei<6ncn  »ir  nun  an  ben  ©urdbf^nitfgpunffen  ge* 
fugten  Surne  mit  ben  ©ranjcurpen  bie  SBinfel  ber  ©e* 
rü^renben  an  jener  unb  an  biefen  mit.  ber  Slbfciffenaje  . 
burcb  a,  a unb  bur4>  y unb  /;  fo  ift  (Serö^renbc 
Sinie.  14.)  . 

V.  36y 
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tangy  = (^)^,  “*"gr'  = 

1 4"  tango  tangy  = o,  1 + tango'tangy'  = o . 

©ie  5Binfel  btr  Söetül^rtnben  ber  gcfud^fen  Cutbe  mit  b<n 
enffprecb«nbcn  Serü^renben  ber  ©rdnicurwn  finb  ober 
'Offenboc=a — yuribsr:« — y'f  unb (©oniometrie.  33.) 

b.  i.  lang  ( « — y ) = r ta«g  ( «"  — / ) = ~ / 
a — y ==  90“,  a — y = 90“ , fo  baß  otfo  b«e  gefu^jfe 
©urve,  wie  trir  oben  gefe^en  ^oben,  eine  gerobe  2inie, 
unb  auf  ben  beiben  gegebenen  ©utöen  fenfre^t  fepn  muß, 
wenn  ße  bie  fürjeße  iwifcßen  benfelben  fe^n  fott, 
l^at  man  nun  »iec  ©lei^ungen;  • ^ 

fa  = fa,  fl)  = f'b  ; 

‘ + (sf).-  (l^).=”•  ‘+  (S),-  (^ ).  = « > 

tt>e(4>e  8ur  ^eßlmmung  »on  a,  b,  B,  c l^inrei^ienb 
ftnb. 

59.  SBdren  bie  beiben  gegebenen  ©urben  bon  boppeb 
ter  .Krümmung,  beren  ©leidj^ungen' 

y'  = fjt,  *'  = 5('x;  y"  = f'x,  t"  :=  p"!; 

fo  ifl 

V = /*c  y i+p^+p's 

unb  für  V = 1 + p*  + p'2 : 

iV  = vJx  + P3j  + P'Sz 

^Ufo  bie  allgemeine  ©ebingung  bes  S02a;imum  unb  SOhnb 
mumi 


o SS 


+ Pb^yb  + P'b*b 

- ~ P.-Jy.  - 
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»orautf,  t)o  &y,f^z  gonj  un.a6^dngig  t)on  elnanber,  öScü 
g«tu(  äU(6  nur  primitive  ^riattonen  (23.)  finb^  n>ief4)on.^ 
^ftec  gef4>lo(fen  wirb: 

0 = + P'b‘’*b  > 

— 7,  sx^  — P»  ^y,  — P'a  ' 

^ =s  o>  3 o;  P = A,  P*  = A'  ; 

woräu«  ft(^>  »l<  in  (47.)  ergtebf,  ba0  bie  gefud^te  Xinle  ein« 
gerobc  i|l,  bereu  ©tei^jungen  . , 

ysr^Bx  + C,xa=i.  B'*  -)•  C'  ; 

»cl4>e  t»{r  bur4>  y =fx,  z = yx  bejetdt^nen  wollen. 
0anj  wie  vorder  äberjeugt  man  f?4>  nun  ^ baß 

° ! (^)."  ° i 

Weießeo,  in  ble  ©ranjgtei^ung  gefe^e,  glebt; 


o=K+Pb 


=1 

-1 


v.+p. 


.\  /D  xyoj  I-X  y o \ /DJ» 

una6(>ängtg  bon  jebem  befonbern  SSBert^e  »on  tfx.  2l(fo' 


0 = Tb  + Pb 

2Ibec 

, = »*+p-+p:-.  r=  (^)  = r?#T?!  ’ ‘ 

V = f—'S  = p'  - 

Vöpv  ri+p»+p’>  ’ 

V — P^  — P*  ^ = V — Pp  — P'p'  = -==  . 

ox  cx  Ki  + p^  + p* 

€<1^1  man  nun  bieo  inbie  bot^erge^enben ©tei^ungen/  unb 
«luItipUfict  auf  beiben©eiten  mit  1.+  + p'*/  fb  <f» 

^ait  man  (ei4?t: 
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ß).-(^) +(S).0)r'-"  - 

5Dtefe  beiben  ©lei(^)un3en , in  Sßerbinbung  mit 


1 + 


fa  = fa»  fb  = f"a;  9>a  = tpb  = 9'b 


ititen  jur  25e|iimmung  ber  fcd^6  ©rö^en  a,  b,  B,  C, 
B',  C'.  2Iuö  (brumme  2inie  t»on  geboppeifer 
mung.  7.)  unb  (i'inie,  gerobe.  32. ) ergiebt  ficb  mimifl 
ber  beiben  obigen  ©(ei|^>ungen  iei(3bf  / ba^  bie  ©oftnues  ber 
ton  ben  ©erü^renben  per  gefuchten  2inie  unb  ber  ©rÄttjeura 
ten  in  ben  gegenfeitigen  3)ur(hf(bnittopunffen  eingefi^lof* 
fenen  Sßinfei  = o , biefe  5ZBinfe(  felbj?  otfo  = 90'^  unb 
bie  ©rdnjeurten  fotgli^  auf  ber  gefuchten  2inie  febfrechf ' 
finb  / wenn  (entere  bie  Mrjefie  jwifdben  jenen  iff. ' 

60.  2Bäre  ein  ^unft,  für  welchen  = a , unb  eine 
©urte  t beren  ©tcichungen  y"  = f'x,  z"  ==  (p*'yi , ge» 
geben;  fo, hat  maU;  (^x,  =,(^7.  ==,(5'z^  = o feljenb; 
ubrigeng  ganj  wie  vorher  ju  teffahteji./  9Kan  |inbct,:ba0 
biegefuchte  fiirjefic  Sinie  eine  gerate  ijl,  unb  erhüif  bie 
©leichung.  ' ' . 


1 + 


(l)b  (^),+  Ö^)b(^X  “ “ ’ 


worauf  erhellet,  ba^  bie  fütjeffe  2inie  auf  ber  gegebenen 
©urtc  fenfrecht  ifl,  auf  ganj  ähnlich^.SBeife,  wie  vorher., 
©ejei^nen  wir  bie  ©oorbinaten  beo  gegebenen  ^^unftect 
burcha,  a';  a";  fo  werben  bie  fünf©r6^enb,  B,  C, 
B',  C' ausf' obiger  ©teidhung,  unb  ben  ©teichungen 

a'  = fa , a"  = y>a , fb  = f 'b , 91b  = f'b 

Befiimmf.  ' ' ' . 

2Iuf  ganj  ähnliche  SBeife  wie  hier  F6nnte  man  audh  bie 
Fürjejje  2inie  jwifhert  jwei  frummen  §lädben,  jwifchen 
einem  fünfte  ober  einer  2inie  unb  einer  frummen  glädhe 
be jiimmen , unb  würbe  ähnli^e  Üvefuftate  erhalten. 

61.  ©epen  wieber  jwei  ©utven  in  einer  ©bene  burch 
bie  ©leichungen,  , ^ 

y'  = fx,  y"  = rx 
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gegeBm  j man  foH  eine  Surfte  ftnben,  auf  wet^)ec  elnfcf^tue- 
rer  *33unft  burdb  ben  5JaII  in  ber'  fürje|ien-3eif  fton  ber, 
einen  jener  Surben  bt6  jut  onbern  gelange,  wobei  eß  ber*' 
(iattef  fe^n  mag,  .biefc  Ulufgabe  auf  Surben  in  einec 
Sbene.einiufdbrWen,  inbem  fidb  bie,  Slufibfung  ieicbf  auf 
Surben  bon  boppeifet  Krümmung  außbe^nen  (affen  wirb. 
(gßifi^i;er(51.)  ; . 

av  = T^x  + P3y — ' 

O = T^aXb  + Pb%  — -■  ■ ■ 

. o = Vb^*b  + ^ ^y*’ 

nnb  ibeneif«^  Ir  = °e  tborauß  fidf»/  wie  a.  a.  0.,  bie  S9» 
ctolbe  etgiebt,  inbem  mon  bie@(eid(>ung  , 

•y  = r Arciinvers—  — T2rx  — x’  + G , 
r 

ober,  ber  ^iirje  wegen,  y = fx,  erraff,  ©oniwiein 
(58.)  erl)ä(e  man  au4>^i«i 


^bet 


_ ,yi±lL 


~^r 


p = 


zTgxll  + p>) 
1— 
T ‘ 


l^g3t(l+P*)  . 

unb  fo(g(ic(>,  wenn  man  bieö  in  obige  ©(eic^ungen  fubjlU 


tuirt: 


J=^  r + P«  -ff)  = O , 

(l  + P.M  2l^gaCl.+  P." 


2rgä 


Pb 


2rgb(i  + Pb= ) 2rgbu.+  Pb’ 


? 1 V ^/b 

3 y 


n)otau0 


i 
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fo  bof  atfo  bie  E^cloibe  wieber  ouf  ben  beiben  gegebenen 
€ur»en  fenfre4>t  fe^n  muf  (58).  S3e(linimung  »on  a,  b, 
I,  C btenen  bie  beiben  obigen  0(etdbungen/  nebjl  farpfa, 
fb  = rb. 

SBdte  ein  ^unft,  bejfen  Soorbinafen  h,  a%  unbbfe 
Suroe,  becen  0lei4>ung  y"  = fx  i|i,  gegeben  i,  fo  er* 


wetebe  0(eidbung  jeigf  ^ ba^  oudb  bie  Spetoibe  auf  bet 
gegebenen  0ur»efenfredbfij!/  unb  nebfl  a'=;=fa,  fb=Pb 
5ur  ^cflimntung  oon  b ^ C bient. 

62.  3»»‘f4>en  ä»ei  gteidbfeitigen  J^^perbefe  / beten 
©(eiebungen 


fepen,  bie  ©utne  sn  ftnbett/  toetdbe/  bei  ibter  Umbrebung 
um  bie  2Ife  bet  x bie  fteinjle  Obetflädbe  etjeugt.  ©et^n» 
botf  bet  erjeugten  ^idebeift  (Somplanolion.  1*  514) 

= 2jr/y5x  >^1  + p2/  unb  foIgli4> 

V = /yftt  rTTp* 

ju  einem  SWinime  ju  ma^en.  2Iuf  ganj  d^niiebe  2ft(  wie 
in  (53.)  et^dlt  man 

— = logn(;y4:  ry*— c*)  + c', 

ba'in  biefem  ^oHe 

jy  = vJx  + F3y  + /(N  ^)^7dx  J 

o — + ^b^yb—  K 

o == 

unb  ibentif4>  o = N — atfo  btefelbe  attgemelne  ^e* 
bingung  beo  0)iofimum  unb  Syiinimum«  wie  a.  a.  0.,  bie 
bann  but(b  (37.  J.)  weiter  t»eteinfa4)t  wirb,  SBie  in  (58,) 
er^dft  man  au^  Wiebet 
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▼ = y ri4:p7  P s -sjy= 

■ a 

''  =5  V ^ Pp  = 


p.y. 


HTp,» 
yb 


^T+p» 
— 


_ 


O { 


rt+?- 

. ; Pt>Tb  /(tj\ 

i^Pb*  ^^r+p7 

* + (Ij);  ‘ + (^^b  (^^b~.“  * 

fo  ba0  aifo  bie  gefud&fe  Cum  auf  ben  beiben  gegjbtnert^ 
4>bPfrbetn  ffufrecbf  fepn  mu0.  ^ie  ©rSuien  a,  b unb" 
bie  jwep  TOi(Ifübr(i(ben  Confianrett  ermatten  i^te  ©efHm* 
■mung  miffeljl  bet  ©Id^Jungen  fa  ==:  fa,  fb  =;p  f'b,  unb 
bft  b«jb«n  W^ergel^enben.  ©ei|(  man  lognc'  flatf  c'j 
fo  ^at  man  au0  bec  gefunbenen  0(eic|)ung : 

i = lognc'(y+Vy>  — c»)  , 


i z3  logn— I * — 

® c'(y  + Ty*  — c“) 


ff  ^ C ^ 


e"*"®  = c'  (y  + Vy*— c»). 


= logn^ 

X ^ 

O 5=  c'(y-rry»  — c* ) ; 


1 l +-  _ij 

y = <^|e  « + c‘c>e  o|} 

, .,  -^1  ^y'  _ <**  ^y"  _ fa'“ 

0e^f  man  nun  »orfd(>rlffmä0tg  x = a «nb  x =;;=  b j fo 
rc^aU  man  folgenbe  niec  ©Ui^ungen: 

2o*  c'—  a 1 e"*^  + ®*  ® * I = ® » 

2«*’  c'  + b I e"^  -J*  c*  e ® j =:  o , 


2a*cc'  - 9*  j e"*"  c — c*  c’*  e ,®  1 = o , 

I 4^  --1 

2b’cc''4-a'’  l o — c-  c*  e '}**•>» 
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jur  Sefilmmuttg  t(on  a,  b,  c,_  c\  ■ Jgwf  manblefe  @r60en, 
fo  ergeben  fi(^  au4>  bie.  Ocbinatcn  bec  ©ränspunfte 
niitteljl 


^iefe  ^eifptele  tvtrben  ^in(äng(i4>  ieigen/  tvie  ntan 
a^n(i(^?en  fällen  ju  ber^afeen  ^af. 

j.  .»  . - , 

B.  DCelatibc  SKajctma  nnb  tOlintma. 

i 

63.  üDle  Slufgttbe  ber  cerafiben  SWofima  unb  SWinlma 
Wßf  ftdb  im  SKIgemeinen  fo  außfprec^en: 

S)en  unbeflimmfen  ^nfegratauobrucf  V =/vflx  jwi» 
fdben  ben  gegebenen  ©ränjen  x=  a,  x = b ju  einem 
Sjiayimo  ober  SKinimo  ju  ma^jen,  fo  ba0  5ugiei(b  eine  »itt* 
fii^riicbe  Slnja^l  ebenfaDo  gegebener  ^nfrsfölauobrücfj 
V'  =f^5x,  V"  =fy-dx,  V'"  =/v"'c5x,  V'"'  =/r""f?x,  , 

jwifcbfn  benfclben  ©rdnjen  genommen,  bie  conflanr<n  ge* 
gebenenSBerf^el',  1",  ....er^aiten.  (S3ergt  32.) 

S)iefe  Slufgabe  Wff  jt(b  immer  auf  bie  2lufga3e  ber 
abfoiuten  £D7a^ima  unb  !)}iinima  jurucffü^ren.  ©ej'i^nen 
nümlicb  c',  c" , c" , d'" , ....  n>iflfu^rli4>e  ©onjiflnfenj 
fo  ma^e  man  bloß  ben  2Iueibrucf 

/ vöx  + c/x'Sx  + c”/x"c)x  + c"'/v’’'(ix  + . . . , 

nadi>  ben  voriger  gelehrten  2Retl^oben  jwifi^en  ben  gege< 
benen  ©rünjen  5u  einem  SjJIajrimo  ober  SDiinimo,  unb 
be|Kmme  bie  burdb  bie  Integration  ber  gemeinfi^aftiicben 
©ebingungogleidbung  beo  ?0loyim«m  unb  SOiinimum  einge» 
führten,  fo  wie  bie»ilIfuhrlt(benSon(iantett  c , c" , c", 
c"" , . . . mittelft  ber  er^aitenen  ©ranjgieidhungen  unb  ber 
gegebenen  ©iei(iungen : 

/x'dx  = 1',  fy‘'dx  = r,  //"(5x  = 1'",  .... , 

beren  2Injaht  ojfenbot  immer  ber  Slnjaht  bec  ©c6ßen  c', 
c",  c'",  . . . glei4>  fepn  wirb. 

93on  ber  9«4>tigfeit  biefec  SWetl^obe  überjeugf  man  ff4> 
lei4>t  auf  folgenbe  ^cf. 


Dig' 
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Unait  benfe  ftdb  bte  Stelddon  jtoifi^en  xunb  ben  re(ariv< 
«nob^ingigen  ©rößtn , für  n>c((|)e  ' - ' ■' 

fvrlx  4«'c'/v'^x  + c“fv“()x  + c'“fr"’dx  + ...  , , 5 

jwifdben  ben  gegebenen  ©rdnjen)  nnabl^Sngtg  »on  b^fdn« 
bern  2Berf^en  ber  ©onffanfen  c',  c",  d",  . . . , beten  5In* 
ja^l  = n fe^,  ein  SOlayimum  ober  SWintmum  wirb,  wirf* 
litb  gcfunben,  Ünb  bejeidbne  bie  biefer  Dtetarion  enrfpte* 
4>enbe  gorm  bees  obigen  IJlugbrucfö  burcb 

(V)  + b'(r)  + o"^v")  + c"'(V")  + ... . 

Qfiun  flede  man  ftdb  vor,  bo^  biefe  Dteiation  irgenb  eine 
5Ienberung  erteibe,  unb  bobur(3b  (V)  in  (V);  öberge^e, 
bie  jwifcben  ben  gegebenen  ©ränjen  genommenen  SGBer^e 
von  ^ : 

(V'),  (V"),  (V'"),  (V""),  ...• 

aber,  wie  bie  Aufgabe  verlangt,  ungednbert  bleiben,  wel« 

, ^(6 man  errei(ben  wirb,  wenn  man,  wie,  unbcf4>abet  bcc 
v&Qigen  SBidfü^rlidbleit  ber  ^enberung  ber  Üvelation  ywU 
fcbenxunb  ben  reloti»5unobl)ängigen  ©rößen  anfi(^j,  of* 
fenbar  »erflotfef  i(f,  bcp  biefer  ?lenberung  (icb  n neue  ©ons, 
(ionten  /,  y",  y",  y"" , ...  eingefu^rt,  unb  biefelben 
fo  bejlimmt  benft,  ba^  bie  jwifcl^en  ben  gegebenen  ©rdm 
jen  genommenen  SSert^e  von 

(V'),(V'),(V'"),  (V"'),  ...  ' 

felbjl  feine  Slenberung  erleiben.  Sluf  biefe  5lrf  gel^f  alfo 

(V)  + c'(V')  + c"(V")  + c"'(V"')  + ... 

tlber  in 

( V)i  + c'  (V' ) + c"  (V"  ) + c'"  (V"' ) + ..., 

«nb  iS  iff,  weil  nadb  ber  Sßorauofegung 

(V)  +■  c'(V’)  + c"(V")  + c'"CV"')  + ... 

ein  SWoyinmm  ober  ein  SWininium  bejcic^nef,  jenad^)bem 
ba0  erfie  ober  bae  {weite  fiatt  jinbet, 

(V)  + c'(V')  + c”(V")  + »"'(V'")  + .... 

> (V)i  + c'(V')  + c"(V")  + c"(V"')  + ...  , 

olfo  oud&  immer  (V)  ^ (V)i , fo  baß  folgtidß  (V)  felbjl 
ein  SOiayimum  ober  tOlinimura  be{ei4>net,  unter  ber  Sßor» 
ousfe^ung,  bap 
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(V'),  (V"),  (V"'),  (V""), 

ungeÄnbert  SW&eit,  ben  gegebenen  ©rÄnaen,  unb 

«nflb^angtg  non  aßen  befonbern  ^ere^en  ber  ©onflonten 

c,  c",  c'",  c"", S5e|ltmmf  man  nun  biefe€on* 

flanfen,  nebfl  ben  burdb  bie  Integration  einaufu^renben# 
mitfelfl  ber  ©rÄnagteidbungen  unb 

/v'^x  s=  r,  /»'"Ä  V", J 


ober  nielmebr 

(V  ) =;  r,  (V")  = l"i  fV”')  S5  1"',  ...  ; 

fo  wirb  offenbar  ber  aweiten  ©ebingung  ber  Slufgab«/  baf 

fv’dx,  fv"8x,  /y'^dx, 

|Wlf4>en/ben  gegebenen  ©rinaen  ben  beflimmten  SSJer» 
t^en  1'/  V',  l"*,  ...  entfpeedben  foßen / unmiftelbor 
genügt. 

64-.  ©etrifft  bie  ^roge  eine  geometrif4>e  ?Iufgabe,  unb 
foß,  wie  bieo  in  ber  gewbbnUdb  ber  §oß  ijl/  bie  ge» 
fudbte  ©ume  burdb  aw«‘  gegebene  fünfte  geben ; fo  treten 
bie  b‘«bur^  gegebenen  ^ebingungen  onjiaft  ber  ©rina* 
gleidbungen  ein,  unb  man  bot  f?(^  bitrbei  überhaupt  gana 
wie  in  (44.)  unb  (45.)  au  nerbaiten. 

65.  Unter  aßen  burdb  an^ti  gegebene  fünfte  gebenben 
gteidb  langen  (ifoperimetrifi^en)  ©uroen  biejenige  au  ßnben 
wei4>er  ber  grb^te  ober  f ieinfle  ( ndmiieb  a»ifdb<t»  ber  ©urpe, 
ber  2Iye  berx,  unb  ben  beiben  iuferfien  Drbinoten- ent» 
baltene ) g(a4>«nfo«tn  entfpridbt. 

3n  biefem  Säße  ij!,  bet  in  (63.)  gebraudbttn 
nunggema^, 

V =fySx,  V'  =/^xri  + p>  = r ; 

atfo /y^x  + c/^x"i^  1 + p*  a«  «inw  obfoluten SOlayimo 

ober  SWinimo  au  modben.  9ßun  ijl 


“'=‘'^  = -r#p-«  = ® = - = ‘’- 
^olgtidb  nadb  (37.  tf.) 

y + cyi  + p*=s;  -r?L=:  + C, 

» 1+p' 


_Py  _ Kc*  — (y  — C)» 

P-JTx-"'’ 


Sx  = 


(y  — C)^y  . 
r — (y  — C)=’ 
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y — C sz  z,  8j  = 8z,  8z  cs  ; 

I c*  — i* 

c* — *’=n»,  — 2zdz=2u()u,  z8z=s  — ufluj  . 
ßx  = — 8u,  X = — n + G',  X — = — n ; 

(x-C')>  + (y-.C)»  = c». 


^Ifo  ifl  bie  gefugte  £uc»e  ein  Ärei« , beffen  ^aibntejfep  c 
i|i.  ©inb  a,  a';  b,  b'bie  Soocbinafen  bec  beiben  gcge* 
benen  fünfte ; fo  l^at  man  )ur  iSeffimmung  ber  brei  ^on< 
flanten  C,  C'^  q bie  0(ei4)ungeni 

(•— C')»  + (a'^C)>  = c»,  (b^C')>  + (b'  — o»  = c*, 

y;»>ax  nr^  = r . 

Je^fere  0(ei4)nng  ijl  eine  franecenbenfe.  0g  ifl  > ^ 


J8xr  l+P*  = f-r-^r=J=^  = ® V' P==^  1 
* ^ */ri— u» 

0).  3Ufo  Onfegrotformel.  49.) 


fttP 


y— G 


xr  __ 

J'8xYi.-{'  3S  cArcsini-—  4.  Comt.  , 

V i . ■ b'  — C . . a’  — Ci 

r =:  c i Are  *m  r-r — — Are  tm  — ! . 
f « c j 


5Iug  biefen  ©leidbungen  erl^ellef',  bo0  C,  C',  cbop* 
pelte  Sßect^e  l^aben,  unb  ba^  namentii(^  c,  ber0tabiug 
beg.^eifeg/  bep  einerlei  abfoiuten  ©r6^e/  fomo^i  pofitin 
aU  neggtin  genommen  werben  fann,  b.  bg^  ber.^reig 
fowo^I  concab  a(g  (om>e|c  gegen  bie  ^b|eiffena;e  fepn  fgitn, 

0i«wicfei(  mon  (^)j  fo  erhält  m«n 


— 2. i 

^ (i+pi)n  + p»  ’ 


wenn  wir  v'=y  + c + p»  fe^en.  ^ierou«  erl^effeff 
bap  im  boriiegenben  ^ade  fowoili  ein  !0?a;imum/  aio  audb 
ein  50?inimum  fla«  finben  fann,  jenatbbem  c negaeib  ober' 
pofitib  i(l,.  ^ug  einer  ganj  einfad[ien  geometrifi^en  ©e« 
traebtung  ge^t  aber  fogieid^  ^^rbor,  baf  bag  SOtafimum 
(fatt  finben  mu0,  wenn  ber  .Rteig  gegen  bie  Slbfriffenoye 
roncobf  bag  £Otinimum/  wenn  er  gegen  biefeibe  conbe; 
ijl,  nnb  baf  foiglidS?  im  erflen  gatte  c otg  negatib,  im  on* 
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bcrn  olä  poftd»  anjufc^cn  ifl,  toocauögefeöf,  t?ag  1 + p* 
immer  pofTti»  genommen  wirb. 

Die  obige  franOcenbente  @(ei(i)ung  faßt  (i4>  na(^>  einer 
iei(^ten  trigonometrif(^>en  Transformation -oud^  fo  aus» 
bröcfcn;  ' 

. (a-C'KV-C)  — (a--C)(b  — C)  „ , 

^ 

ab*  — a'b  — (a— b)C  (a  — b )G 

' ' 

66.  Unter  allen  ifoperimetrif4?en  CTurben  jwif4)en 
jwei  gegebenen  <5>unften  biejenige  juftnbcn,  wel^)ebepber 

Umbrc^ung  um  bic  2lye  ber  x bie  ficinjie  ober  größte  Ober» 
fia(^c  erzeugt,  ^ier  ift  • 

V '=f2^y8xrrrp~,  J = = 1'  • 

SOIan  feJje  aifo  

V = (y+c)ri  + p>  = y'Ti+p'S 

für  y + cz=zy,  p,=  g=  = p'.  .^ierauS 

cr’^ait  man-ganj  wie  in  (53.)  bie  Satenaria,  unb  es 
'Wirb  wieber  einSJlayimum  ober  ein  SJlinimum  (latt  ßnben/ 
fenadbbem  bie  Guroe  gegen  bie  5lye  bet  x concab  ober  con» 
»Cf  i|i. 

67.  ©oll  unter  aßen  ifoperintetrifeben  Sutben  ywifdbfn 

Swei  gegebenen  fünften,  welchen  jugleict>  eine  unb  biefelbe 
9Irea  entfpriebt,  biejenige  gefunben  werben,  wetdbe  bei  ber 
Umbre^ung  um  bie  5Iye  bet  x ben  größten  ober  fleinßeit 
Äörper  erjeugtj  fo  ^ot  man  ^ ^ . 

V =fny^Bx,  V'  =/(5xri  + p»  =;  r , Y"  = fyBx  = 1"  ; 

«nb,  für  v = y®  + cy  + c'Kl +p*, 

N = 2y  + C,  P = -^==,  Q = R=...  = o. 

I I 1 + P* 

5l(fo  (37.  J.) 

. V-  ■ ■ c'p"  ...  ! 

y-  + cy  + ori4-p-=  —z==^j=z  + C, 

. ^ + P' 

— (y-  + cy  — C)8y 

Yc^  — ly*  + cy— C)»  * 
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tve(4^eä  bte‘^iffmtU{aIg((t<^utt3  eituc  Sloflica  t(!,  ber«|t 
BÄ^fce  SSetro^fung  in  bie  SÄe^anif  ge^6ff.  fSt.  f.  j.  85. 
mein  Sel^cb.  b.  ,©toftf  fe(tec  i?6rpcr.  J^olle.  1826. 
0,552.  Culcf  0.  a.  ö.  Additamentum  I. 

C.  einige  Befonbere  Stnroenbungen 
bet  SSöriationörec^nung  auf  bie  2e^re 
»om  ©rB^ten  unb  ;^lein(ien. 

68.  ®if  »n  (33.)  ongewenbefen^rincipien  fuhren  a«4> 
onf  ganj  a^nlicbe  jut  S3e(timmung  »on  Sueben,  wet^c 
in  öflen  i^ren  fünften  einer  gewiffen  83ebingungbeö9J?ojU 
mum  ober  ÜJiinimunt  genügen,  wie  Sagt ange  (Theorie 
des  fonctions.  1813.  p.  268.)  on  folgenbem  inrereffanfett 
83eifpiele  ge^eigr  Boe. 

69.  9Jian  benfe  fi(b  jwei  ben  8I6fciffen  a,  b,  weI(Be  wir, 
wie  offenbar  berjlattef,  atö  pofifi»,  unb  b > a annel^men 
fönnen,  entfpre(benbeDtbinaten;  fo  wirb  »on  benfeiben  febe 
burd>  irgenb  einen  ^unft  einer  Surre  gejogene  83eril^renbc 
»onbet%e  bet  x ouo  jwei  gewijfe  ©fücfe  abfdbneiben,  be* 
ten  ^robuct  wit=-V  fe^en  wollen.  So  foll  nun  bie 
Surbe  gefunben  werben,  bei  we(4?er  biefeo  ^robuef  in  je« 
bem  fünfte  grbfee  ober  fleinee  ifi  als  baei  enffpreebenbe 
9>robuct  an  feber  anbern  burg^  benfeiben  ^mtt  gebenbeit  ' 
Surre. 

Die  Soorbinaeen  irgenb  eineo  fünfte«  bet  gefudbfeu 
Surre  fepen  x,  yj  fo  iflbie  ©leigiung  bet  SSeröbtenbeit 
burdb  benfeiben: 

unb  "foigticb  bie  ben  2Ibfciffen  u = a,  u =b  enffpre* 
gjenben  Drbinaten,  b.  b-  bie.  oben  erwöbnten  ^Ibfgjnitfe: 

y + (a-.x)g,  y+Cb-x)^; 

folglig?,  für  P = ■ 

V = ly  + (a  — x)pj|y  + (b  — x)p1  . ^ 

Diefe  ©rofe  foll  för /eben  ^unfr,  bejfen  Soorbinafen  x, 
y finb,  ein  SDlafimum  ober  9)Iinimuni,  b.  b*  grbßer  ober 
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I 

»efben,  ol«  ble  <nffpre<|><nbe  0rJ0e  Bef  feber  but*d[> 
benfclben  ?)unft  ge^enbcn  Surbe.  SÖlan  benfe  f?db  nun  bfc 
gcfu4>fe  Surbe  gefunben,  unb  ouf  irgenb  eine  bariirf, 
b.  ]^.  ben  SttfommenBang  ptf^en  x unb  y geanbert;  fo 

wfcb  natürU^  au^  P = 55  borüren , bte  QSarfaeionert 
bon  X unb  y ftnb  aber  =x  o ju  fe^en,  ba  ade  Surben 
burdb  ben  ?)unff , bejfen  ßbocbinafen  x,  y ftnb/  gelten 
foflen.  2Me«giebt: 

^VÄ(b— x)  ry+(®— *)pMp+(«~*)  ly+(i>— *)pl^p » 

unb  ganj  ouf  btefelbe  2Irf,  wie  in  (33.)r  überacugf  mon 
bo§,  o(ö  gemeinf(^)afeIi(Be  S5cbingung  be«  SOiofimum  unb 
SOlinimum  (TV  = o,  fik  bog  SKofimum  ^^V<o,  füf 
bog  dWinimum  d*V  > o fe^n  muß.  2IIfo  ,Bof  mon 

(b— x)ly  + (a— x)pI  + Ca“»)ly+(b  — x)p|  = o » 
woraus  no4^  (ei^tec  Dtebuctien 

, (a  + h— 2x)y  + 2(a  — Jt)(b  — x)p  = o , 

' _ 2x— n— -b  2x  — a-^b 

y “ 2(a  — x')(b-.^x)  “ 2(x  — a)(x  — b)  * 

5y  _ (2x— -a  — b)^x  _ <5x  . 5x  ' 

' "7  “ 2(1  — a)(x-b)  - 2(x  — a)  + 2(x  — b)  ’ 
logny=4logn(X— a)  + 4^1ogn(X— b)  + Const.  , 
logny*  = lognC(x  — a)(x— b)  , 

für  2 . Const  = logn  C.  3Ufo 

y»  = C(x-a)(X-b) 

bie  ©lei(|>ung  ber  gefu(|>fen  eutbcn. 

Sernec  ijl 

Ä>V=|(b  — x)[y  + (a— x)p]  + (a— x)[y  + (b— x)p]|g»p 
+ 2(a— x)(b— x)(3p)>  , 

b.  i.  wegen  betgemeinf(&ofrli4>enS5ebingungbeg  50?ojtmum 
unb  £Oiinimum; 

g»V  = 2(a-x)(b  — x)(yp)»  . 

SOlon  ne^me  nun  ben  ^unft,  bejfen  ^Ibfciffe  = a,  Ocbf* 
nore  = o ijl,  otg  Slnfong  ber  Sootbinofen  x',  y[,  unb 
fefte  olfo  X = a + x';  fo  ijl 

y*  = — Cx  I (b  a)  — x' I , 
g’VÄ- 2x'|(b-a) -x'|(Jp)=; 
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iinb  mon  ^of  i'e^t  jwei  Säße  a«i  unferfc^eiben.  3fl  bfc  ttlff* 
M^rlid(>e  €on|tame  C negati»,  otfo  — Cpojtfloj  fowirb 
bif  ©tci(t>una  txc  Sur»e 


jT»  = (-C(b— a))jc' 


b^a 


ble€urt>eoIföe{ne  ©ßi’pfe,  be«nJ^aupfafe==b — a,  ^aro:» 
meterrr — C(b  — a),  Keine 5tyc  alfb=(b — a)  K — C 
iff*  f«nb  bie  Selben  gegebenen  fünfte  beten 

, Slbfcljfen  a,  b,  unb  ecjlerer  lf{  bet  5lnfang  berSoorblnas 
fen.  ^otglldb  pnb  In  blefem  Salle  x',  (b — a) — x'pojitl», 
alfotJ^V  Immer  negatib,  unb  eP  finbet  bemna4>  ein  SWofU 
mum  (}at(. 

9]|mm(  man  bagegen  bie  mlßfü^rdc^e  ©onffante  C po: 
jitib,  oifo  — negaflb:  fo  Ijl  bie  ©(el^ung  bet  Sntbc 


C(b-a),-» 

y “ b— B 


C{b  — a)x'  , 


\ 


bleSntbe  olfo  ein  ^ppetbei,  beten  4)a«P<a?b  = b — a, 
Parameter  =C(b — a),  Keine  Slye  alfo  = (b — a)|^C 
ifi.  S>le  @(belte(  ftnb  miebet  bie  fünfte  ^ beten  3(6« 
fclffen  &f  bftnb/  unb  erfieret  bet  3(nfang0punft.  33ei 
bet  ^ppetbe(  (>aben  x' , (b  — a)  — x'  ojfenbat  immer  ^ 
entgegengefeßfe  if{  pojitib/  unb  ea  finbet  a(fo 

ein  SOiinimum  ^att. 

4)ietin  ij?  iug(el<t>  eine  merfwörbige  (Slgenf(|>aft  bet  ?i» 
nien  bet  ameltenOrbnung  enthalten.  (Stricktet  man  nitn» 

(i(b  auf  bie  3Iye  eine  ©dlpfe  ober  4>pperbe(  bur4>  i^re©nbs 
punfte  ^etpenblfe(/  ut^  yle^t  bur^  irgenb  einen  ^unft 
eine  ©eru^renbe ; fo  i^  baa  3)robuct  bet  bon  berfelbe» 
auf  fenen  §)etpenbife(n  abgefcbnittenen  0tücfe  bep  bet  ©U 
(ipfe  gtbfet,  bepbet^ppetbe(  f (einer,  a(a  baa  enrfpte^jenbe 
^robuct  bep  i'ebet  anbern  burtb  benfelben  9>unft  ge^enben 
Sutbe. 


3(u4>  ^at  man  nadf>  bem  Obigen: 

o — ^ - (2»--»— b)r 
^ O*  ■"  2^x— aX*— b) ’* 

-,  + (a-x)p=:_i|^y, 
, + (b-x)p  =:  . 


I 
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tvoraud  (ei4)t 

. ..  ' V t=s  — :jC(b— a)>  , ^ 

fö  ta0  a(fo  bag  in  Diebe  (ie^enbe  9^robuct  eine  confinnfe 
@tö^e  ijt,  unb  iwor  immer  = bem  üuabrafe  ber  l^alben 
f (einen  ^ye , bei  ber  Jppperbet  nur  negatiu  genommen,  ganj 
bet  Dlafut  bet  @a4?e  gemäp,  »ie  (ei^f  erl^eHef. 

70.  @oHfe  bie  Curue  gefunben  werben , bei  weldber 
für  (eben  ^^«nfy  ba6  öuabrut  bet  um  bie  SIbfciffe  »ermc^r= 
fen  ©ubnormale  ein  SÖlayimum  ober  SWinimum  i(l;  fo 
würbe  man  (eic^t  erhalten: 

'^  = (^55  + *)’  = (py  + *)‘ ; 

, ,3V  = 2(py + x)y^p  = o,  py  + » = o ; . 

y^y  = — xpx,  iy’  = — 4x*  + C , 

ober  X*  + y*  =i:  r*  für  2C  = r*.  ®ie  gefudb^^  S!urue 
olfo  ein  Äreiö,  beffen  2Kitfc(punff  bet  Einfang  bet  Soor» 
binaren  i(l. 

3»V  = 2(-py  + x5y3»p  + 2y»(^P)’  . 

b.  i.,  wegen  bet  allgemeinen ©ebingung  be«  SOlayimum  unb 
DJliniraum,  = 2y^  (Jp)*,  fobafolfo,  weit  bicfe 
SDariation  immer  pofttip  i({ , ein  Sninimum  (iatr  finbet. 


.. . III.  © e f (()  i f e. 

71.  @^ott  DIewfon  l^affe  im  yweifen  S5u^e  bet 
^rincipien  (Prop.  34.  Schol.)  bie  2lufgabe  »on  bem  Äöri 
per  beg  fteinfien  2Biber|Ionbeß  (55.)  but(^>  eine  Proportion 
aufgelöjl,  we(dbe  jut  Sonjlruction  ber  gefudbftn  Siirte 
mirtetfl  ber  ^ongenten  binrei^f,  obnejebodb  bie2Inalp(i« 
feiner  2lufi6fung  mifjufbeiten.  ®ie  2Iufmerffamfeit  ber 
©eömeter  warb  aber  erfi  ouf  biefe  neue  ©affung  »onpro» 
btemen  über  bie  üOiayima  unb  SOiinima  gelenft,  a(o  3 ob* 
23  e t n 0 u l ( i in  ben  Act.  Erud.  Jun.  1696.  p.  269.  bie 
Slufgabe  »on  bet  23radbpjIodbcöne  (51.)  porlegte,  unb  in 
einem  Progromm  (Groningae.  1697.)  „eorumin  gra- 
tiam,  ad  quorum  manus  Acta  Lipsiensia  non  per- 
veniunt  “ wieberbotte,  inbem  et  yuglei($i  befannt  macbttf 
bop  Cfe4>«  2Jionafe  na^  bet  et|Ien  ©efanntma^ung)  no^ 
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feine  5IufI5fun3  crfi^lencn  fe^;  2ci6ntg  5a6e  l^m  ge» 

f4)rieBen:  sejam  feliciterdissoluissenodum  pulcher- 
rimi  huiiis,  uti  vocabat,  et  inauditi  antea  probJe- 
matis,  unb  gebeten/  bie  §n|t  bis  auf  nacbfie  Oficrn  ju 
verlängern/  bamlf  ^ranjofen  unb 
verfucben  könnten.  <§eine  eigene  2luf(6fung  gab  2io^. 
SSernouIliinbcn  Act. Erud.  1697.  Mai.  p.  206.  3n 
ben  Philosophical  Transact.'  1697,  No.  224.  p.  384. 
erf^^ien  eine  £on(irucfion,aber  o^ne  2lna(9|ts  unb  SScwetS/ 
beren  SDerfofler  ficb  nid)t  nannte.  2lber3o^.25ernöu(U 
(Opp.  T.  I.  p.  196.)  rietl^/  »wie  er  fagt/  ut  ex  ungue 
leonem,bo0  es  SHctwton  fe^.  fcbirn Raufen  glaubte/ 
ba^  es  mel^rere  Surwen  geben  fönnte^  bie  ber  2lufgabe  ge» 
nügten  (Act.  Emd.  1697.  Mai.  p 221.).  S)er  tOlar» 
guiS  be  r.^0 Spital  gab  feine  2lufiöfang (Ibid.  p 217.) 
ebenfalls  ol)ne  2lnalp(i8,  fdjrielt  aber  an  23  e r n o u 1 1 1/  baf 
fie  auf  benftlben  ^rincipien  beruhe,  »welche  et  ihm  früher 
jur  öOgemeinen  Unterfudbung  ber  !^ettenlinie  mitgetheilt 
labe.  , 0io(h  eine  Sluflbfung  ju  ben  wieren/  »welche  bie 
brei  großen  ülatiftnen  / ©eutfchlanb/  (£nglanb  unbgranf» 
reich  ( Joh.  Bern.  Opp.  T.  I.  p.  200. ) geliefert  hatten/ 
fÜ3le  Sernoulli  hinju  (Act.  Erud.  1.  c.  Jan. 

Bern.  Opp.  T.  II.  n.  75.).  2lffe  fanbei»  bajfelbeSvefultat 
(51.)/  unb  ßimmten  auch  in  ben  ^rincipien  meifi  überein/ 
obglei^  lebe  21uß6fung  natürlid)  au<^  ihre  (£igenthüm(»4>* 
feiten  hatte.  Um  einen  55egriff  won  jenen  altern  SÖietho* 
ben  JU  geben/  wirb  es  gut  fepu/  bas  ^ouptfädhlidhße  aus 
3a c.  Sernoullis  2lußöfung  hier  bepjubringen / »wel4»e 
)u  biefem^  ^twerfe  am  geeignetßen  f^eint. 

AB  (Fig.  98.)  fep  bie  Surwe/  auf  »weldher  ein  fehlerer 
^unft  bur^  ben  §all  in  ber  fürjejien  ^eif  »an  A bis  B 
gelangt.  ®aher  muß  audh  jeber  '^‘^n  AB  mit  ber 

@ef4>»winbigfeit/  mit  meldher  ber  5>unft  in  a anfommt,  in 
ber  fürjeßen  ^eit  burchlaufen  »werben/  »well/  »wenn  mit 
tiefer  ©efchtwinbigfeitacb  in  einer  fürjern  ^eit  bilrdJlaufen 
n»ürbe/  auch  Aacbß  in  einer  fürjern  3«it  AabBburch« 
laufen,  »werben  müßte  / inbem  bie  in  b erlangte  ©efch»winbig» 
feit  nach  medhanif^en  ^ricipien  bloß  won  ber  .^dhe  obhängt/ 
V.,  ^9 
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unb  fo(g(ic^  ih  6eib<n  gällen  Wefctbe  ifl.  Olun  (Jelle  raoit 
ft(^  bte  €urt>e  al$  ein  ^oi^gott  mit  unenb(i4>  nieten  0eiten 
vor,  unb  fei)e  bie  Bewegung  in  )'ebcr©eite  ates  gteid)f6rmig 
an.  M unb  N (Fig.  99.)  jVi;en  irgenb  jwei  ©pi^en  biefeei 
fpoipgonß;  jivifcb^n  benen  no^  eine  anbece  K liegt,  unb 
KS  fep  eine  i)orijonta(e  £inie.  !9}an  foQ  nun  bie  £oge  bti 
53unfte5  K in  RS/  b.  bie  £oge  ber  bciben  auf  einonber 
fotgenben  (Sfementc  MK,  KN  bec  gefudt)ten  Surbe,  fo 
Bepimmen,  bop  ein  ji(^)  in  MK  mit  bec  ©efcbw>inbigfeit  a, 
in  KN  mit  ber  ©efcbminbigfeit  b gieidBformig  bemegenber 
^unft,  in  ber  furjejien  3eit  »on  M bi«  N gelangt.  ©Je 
öetra^tung  iroeier  foldben  demente,  mit 
MK,  KN  i|lBeiallen3IufgabenbonberSlaffe 
beraBfolutenSJZapimaunbSOlinimawefentli^, 
welibee!  man  mo^l  ju  bemerfen  ^at.  üHan  fe(|e  nun  MK  = 

X,  KN  = y;  fo  ifl  bie  3«t  bec  35emegung  »on  M big 
N =ri  + -l-,  unb  eo  mu^  nun  X,  y fo  beflimmf  wer* 
ben,  ba0  biefe  ©rbßc  ein  9Jlinimum  wirb,  woburdb  bie 
IHufgabe  auf  bie  gewd^n(id|)e  £e^re  »on  ben  üOlajrimiei  unb 
50linimiO  juriicfgefü^rt  ifl.  ©e^  ML  = ce,  HN  = ß, 

HL  = y,  KL  = z;  fo  ifl 

X , y _ 

a b ~ a ■’  b ’ 

35ifferentiirt  man,  unb  fe§t  baei  Differential  = o;  fo 
wirb 

X y — X 

a Ka^  + " b * 

für  baO  SOlinimum,  b.  i. 

LK  KH  . eoso'  eo*yJ' 

a . KM  ~ b . KN  ' a “ b ’ 

fo  bap  fidb  alfo  bie  ©efbwinbigfeiten  in  M unb  K wie  bie 
©ofinuo  bcc  SBinfel  MKL,  NKH  »erljalfen  müffen.  Die 
in  A,  b,  b',  b",  h'",  . . . (Fig.  100.)  erlangten  @ef4)win* 
bigfeiten  finb  nach  einfachen  medhanif^en  ^cincipien: 

0,2  Fab  g,  2Fa'b'.g,  2Fa"b".g,  2 Fa"'b"  . g,  . . .. 

unb  eo  ifl  folglich,  w^nn  man  bie  »on  Ab,  bb',  b"'b",  b" 
b"',  ....,  b.  i.  »on  ben  Serührenben  ber  ©ur»e,  mit  ben 
bui'ch  A,  b,  h' , h" , b"', gezogenen  .^otijontalen, 
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b.  I.  mit  AC,  bie  wir  afö  Sipe  b«r  ^Ibfclffen  anne^me«  woU 
ien,  eingef(b(o(Tenen 2Binfet burc^  a,  a,  d' , 
bejei^net/  nach  bem  Obigen: 

coso:  cosa'  = o:2T ab  ,g  = o : Vab, 
cosa'.'cosa"  = 2 T"ab . g : 2 Ka' b' . g = Tab  ! y*a'b\ 

OOS  o" : cos  o'"=  2Ta'b' . g 1 2 T ä'V'.  g s=  TäV;Tä^, 
IC.  K. 

woraus  unmittelbor  fotgf,  baß  bei^  ber  gefugten  ^urre 
bieCoßnug  beruonirgenb  jwei  Serü^rcnben  mit  ber  2Ibfcif< 
fenajce  eingef(bio(fenen  SGBinfel  f?*  wie  bie  Ouabrafwucjeln 
ousben  DcbiiiatenberS5eriH)rung6punffe»er§a(Cen  mi5j|en^ 
ober  baß,  wenn  0 irgenb  einen  foi^jen  SBinfel  bejeicbnef, 
^ eine  conßanfe  ©röße  fepn  muß.  ©e§t  man  nun 
= Kaj  fo  er^äU  man  feidbf : 

tauge  = . 

5lbertang0=:^.  Sitfo 

5*  =a 

Tl-ay  ' 

bie  Differentiafgleicbung  ber  gefüllten  ©urue,  weic^je,  in* 
fegrirf , jur  @lei4>ung  ber  ©pcloibe  fiii)rt,  wie  leicbt  aus 
biefem  2lrt.  erretten  wirb. 

9Kan  wirb  ßdb  ous  ber  l^ier  mifgef|ei(fen  5Iuß6fung  tU 
nen  ^Öegriff  von  ber  bep5Iufgaben  biefer  3Irf  überhaupt  on» 
gewanbten  SWet^obe  $u  ma^en  im  @fgnbe  fepn.  - 

©<bon  feit  tangerer  3«^/  befonbers  feit  bera  i^ol^re 
1695,  wo  i^o^ann  ^rofejfor  ber  SOiat^ematif  ju  @rb* 
ningen  geworben  war,  trennte  bie  ©iferfucbt  beö  Öiu^* 
mes  bie  S^rüber  ^ernouüi.  Mt«  ß4> 

mandbe  SluefaHe  gegen  ben  aUern  trüber,  ber  i^n  in  bie 
SWat^ematif  eingewei^t  ^atte,  erlaubt,  unb  mehrere  »on 
iM  t>orgelegte  ^lufgaben  f4)ienen  eigens  gegen  benfelben 
geridbtet.  ^ureinmol  (Act.  Erud.  1695.  p.  537,)  Ijatte 
3acob  ©ernoulli  f(|)on  fröM  geontwortet,  inbemer 
feinen  23ruber  erinnerte,  weniger  SBießtigfeit  auf  (Sntbefa 
fungen  5u  legen,  wel(|>e  bas  3»ß«»*”tnt,  womit  ße  beibe 

«Pp  2 
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au«geru|?<t  wären,  («(dpf  moc^x , unb  ju  crfenneit',  bö§, 
g(ci4)wie  bie  ©rö^en  in  bec  ©eometrie  fiufenweifewod^fen, 
üiid?  jeber  'JInbere , ber  mir  bemfelben  ^nfirumenf  wcfe^en 
wäre,  (tufenweife  ju  benfelben  ^cfuitaren  gefongt  fe^n 
würbe,  (^offuf  ©.  b.  2Öi. tl.  0. 161.).  ' 

l^nblung  über  bie  53ra4?9fJo(^rone  aber  legt  er,  ftc|>  eigens 
an  feinen  öruber  wenbenb,  bemfelben  foigenbe  Slufgabe 
t>or,  bie  idb  ^icr,  etwas  aßgemciner  als  »on  ©ernouUi 
felbf!,  mit  S3offuts  SBorten  (a.  a.  O.  ©.  170.)  gebe: 

Unter  aßen  ifoperimetrif(f)en  ©urwen  iwifdbengegebenen 
©ränjen  eine  ©ur»e  von  ber  23ef(^offettl^eit  ju  finben,  baf, 
wenn  man  eine  jweite  Surre  confiruirt,  beren  Orbinaten 
beliebige  Functionen  bec  Orbinaten  ober  ber  23ogen  jener 
finb,  ber  Flädjenin^alt  ber  jweiten  Sucre  ein  ©rö^tes 
ober  jlleinfies  bilbet.  ®ann  fügt  S5  e r n o u 1 1 i nocf)  l)initt : 
Huic  ne  detrectare  possit  (frater),  adjungimus  alte- 
rum  (problenia),  quod  majorem  cum  suo  affinita- 
tem  habet,  ubi  quaeritur,  quaenam  ex  infinitis  Cy- 
cloidibus  idem  initium  habentibüs,  ac  super  ea- 
_ dem  basi  horizontali  constitutis,  illa  sit,  per  quam 
descendens  grave,  minimo  tempore,  ex  initio 
communi  ad  datum  perpendiculum  appellat  (61.). 

Et  quum  iniquum  sit , ut  qviis  ex  labore  in 
alterius  gratiam,  et  cum  proprii  temporis  dispen- 
dio,  rerumquesuarum  damno  suscepto,  nihil  emo- 
lumenli  percipiat,  prodit  Nonnemo',  pro  quo  ca- 
vco,  qui  soluturo  Fratii,  ultra  laudes  promeritas, 
honorarium  50  imperialium  decrevit;  hac  tarnen 
lege,  ut  intra  tertium  ab  huius  publicatione  nien- 
sem  se  susceptururn  promittat,  ipsasque  solutiones  . ' 
ftnito  anno,  utcunque  licet  per  quadraturas  exhi- 
beat.  Hoc  enim  elapso , si  nemo  dederit,  meas 
exhibebo.  3”  einem  S3riefe  an  ben  ®ocfor  25a s nage 
(Histoire  des  ouvrages  des  savans.  Juin.  1697.. p. 
452i)  antwortete  3 o f)-  S5  e r n o u 1 1 i auf  biefe  .^ecausfor* 
berung.  Sr  beurtl)eilf  juerfH'eibnißens,  SHewfons’ 
unb  be  £'*J^ospitals  2lu|Töfungen  ber  2lufgabe  ron  bec 
Q)ra(f)9|lo<^rone,  fe^t  auc|)  ^in^u,  bap  fein25ruber  biefelbe 
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, oufgcföfl  l^abe,  jvirff  j^m  aber  toor,  ba0  er  ju  ber 
5Sup6fung  biefer  fe^r  leicbfen  Shifgobe,  für  wel^e  er  fetbfi, 
SJlewron  unb;2eibnt(5,  in  berfelben  ©funbe,  »0  fte 
ficb  bie  'Jlufgabe  uorgefegf,  an^  bie  '2Iup6fung  gefunbcn 
batten,  }u  t>iei  gebraucht , unb,  tvteBälilet/  lange 

in  ber  !)Ö2einung  gefianben  h^tte,  bg^  bie  gefu^^te  ^urt>e 
ein  ^reig  fetjn  riiu|ire.  ®ann  fügt  er  in  Sßejug  auf  bie 
»orgelegten  3lufgaben  'btnju : Quelques  difHciles  que  ces, 
problemes  paroissent,  je  n’ai  pas  manque,  de  m’y 
attacher  ä l’instant  meme,  que  je  les  ai  lu;  mais 
voyez  avec  quel  succes  : au  lieu  Se  trois  mois  qu’on 
me  donne  pour  sonder  le  gue',  et  au  lieu  de  tout  le 
teste  de  cette  anhe'e  pour  trouver  la  re'solution,  je 
n’ai  employe'  en  tout  que  trois  minutes  de  tenis  pour 
tenter,  commencer,  et  achever  d’approfondir  tout 
le  myste're;  et  bien  au  dela:  Car  je  donnerai  lesre'- 
solutions  mille  fois  plus  generales  que  "ne  sont  les 
problemes.  3*’  bi<f«ni  5one  fü$rt  er  noch  weiter  fort, 
fagt,  bap  er  feine  '2Iuf(6fungcn  an  J e i b n i I5  gefebief t,  unb, 
benfelben  jum  9ii(^)fer  aufgeforbert  b^be;  ber  »erfpro« 
d?ene  ^reig  foüc  in  2 e i b n i (j  e n g .^dnbe  gelegt  werben, 
inbemerbenfelbenfürbie'2lrmen  beftimmt  habe.  ®ie?lufiös 
fungen  felbfl  erfolgten  in  einem  23riefe  aniöarignon  in 
bem  Journal  des  Savans.  Decembre.  1697,  unb  er 
forberteben  »erfpro(^>enen  ^reig.  Semowin  ants 

wortefe  (baf.  Fevr.  1698.),  bap  bie  ^luflbfungen  feineg 
Kruberg  nicht  ganj  ber  ?SJabrbeit  gemdp  fepen,  unb  »er= 
pfii(bfete  ftd?  JU  brei  Gingen:  k de'viner  au  juste  l’Aria- 
lyse,  qui  a conduit  son  fre're  ä la  solution,  quise 
voit  dans  ce  journal;  quelle  qu’elle  soit,  ä y faire 
voir  des  paralogismes,  si  on  la  veutpublier;  adon- 
ner  la  ve'ritable  solution  du  probleme  dans  toutes 
ses  parties.  .^ieju  fugte  er  noch  bie  2öette , bo^ , wenn 
3emanb  für  bie  gortf4)ritte  ber  ^’üjfenfd)aft  (idb  genug  in= 
terefijrte,  um  einen  *pretg  auf  jeben  biefer  fünfte  ju  feijen, 
er  fidh  »erbinbli^  mache , eben  fo  »iel  ju  verlieren , wenn 
er  ben  erfien  ni(^)t  erfüllte , bag  hoppelte , wenn  ber  jweite 
i^m  nicht  gelinge,  bag  breifache,  wenn  er  ben  britten  »er» 
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fehlte.  £Dlan  wirb  au«  biefen  SOlitf^eifutt^en  ben  In  bfefen 
©tceltfcbriften  l)«rrf(bcnben  “^en  l^lnceid^cnb  iu.  beurt^eilcn 
im  ©tanbe  fe^n.  @ie  ftnben  oße  im  erjlen  'i^eUe  ber 
Opp.  Job.  Bern,  gefammelt.  3 o 1^.  © c t n o u t ( i be^aup* 
tete  focttt)df»renb  bie  @öfe  feinet  3luflöfungen  unb  forberte 
ben  ouggefe^ten  *preiP.  3n  einem  ©riefe  on  QSarignon 
»om  26.  3un>  1698,  (J.  d.  S.  1698.  4.  Arnst.)  fuc|?fe 
3acob  ©.  ben  5»ei  er|ien  aufertegfen  ©ebingungen 
ju  genügen,  trug  in  bemfetben  eine ^ in  ftdb  fel^ter^ofte 
Slnalpft«  »er,  wo  bie  falfi^en  ©d^e,  inbem  |ie  burd)  an* 
bere  »ieber  oufgeljoben  werben,  nicbtP  befio  weniger  in 
gewiffen  ^dllen  ju  einem  wahren  SKcfuUaf  führten,  unb 
fanb  t>ermitfel|l  biefer  Slnolpjie  bie  ©tcid^ungen  feine»  ©ru* 
ber»,  3**9l*l^  »erlangte  er  (J.  d.  S.  1698.  23.  Juin) 
neben  2eibni^  nod>  2'Jpo»pital,  9flewton  unb  aQe 
berühmte  ©eometer  bet  3«it  i»  9{id)fern , unb  madbfe  ben 
triump^irenben  “^on  feine»  ©ruber»  mit  einet  §ein^eit  unb 
einem  SEBitj  Idcberticb,  ben  man,  wie  ©offut  fagt,  fotijl 
ni(bt  bei  DJIat^ematifern  gewol^nt  i(l,  befonber»  ba  er  ft(^, 
a(»  ein  ©d^weijet,  ber  franj6fifd)en  ©pra^e  bebiente. 
©offut  erjd^lf,  ba§  3o^.  ©ernoulli,  al»  et  biefe 
©türfe  be»  Journal  des  Savans  erhalten,  in  eine  2But^, 
bie  man  ftdb  nicht  »orfleHen  fdnne,  gerätsen  fep,  unb  fi^ 
in  einem  an  feinen  ©ruber  geridJteten  ©riefe  (Job.  Bern. 
Opp.  T.  I.  p.  231.)  2uft  gemalt  habe,  fo  wie  benn biefer 
©rief  (22  Aout.  1698.)  moncbe’Jluöfdße  in  ber  gegen 
benfelben  enthdlt.  3m  3^1)^«  1700  etfehien  »on  3 a f • ^ 
noulti  ein  ©rief  ju  ©afet,  worin  et  feinen  ©ruber  jur©ei« 
fanntmad?ung  feinet  9)?ethobe  oujforberte,  unb  am  ©d)luffe 
bie  Formeln  ohne  ©ewei»  gab.  SW.  f.  biefe  Sormetn  au^ 
Act.  Enid.  1700.  p.  261 . 3 0 h-  ^ « t n 0 u l ti  entwicfelte 
nun  feine  SWethobe,  unb  ftiefte  bie2Ibhanb(ung  im^ebruac 
1701  »erfiegelt  an  bie  2lfabemie  ju  *53ari»  mit  bet  ©e* 
bingung,  jie  ju  eröffnen,  wenn  fein  ©ruber  feine  2Iuf(6s 
fung  mitgetheilt  haben  würbe.  SJie»  warb  in  bem  J.  d. 
8.  21.  Fevr.  1701.  mit  2lu»fdßen  gegen  3ac.  ©<r* 
noulti  angejcigt.  (Job.  Bern.  Oqp.  T.  I.  p. 367.).  91un 
erfhitn  3®<^-  ©ernoutli’$  eigne  2luflöfung  in  §orm 
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» ' 

Wit^l^efenim  S)?ärj  1701  mi(  cinccS)cblcoriott  anS’^oö* 
pifcrt,  2eibni§,  Sflewfon 

fo  »ie  äu<b  in  ben  Act.  Erud.  Maj.  1701  p.  213.  unftc 
bwn  Jacobi  Bern.  Analysis  magni  problematis 

isoperimetrici.  erfannfe  juer(l  baö  ri^tigc  ^rincip 
für  bie  ^luflbfung  ber  l^ier^er  gt^örenbtn  ^lufgoben.  3 o 1^. 
25er noult I ^atte  ftcb  n^mlicb  bet  bec  2luf(6fung  ber  ifo* 
perimefrifcben  2lufgaben  Porjüglt(^>  bacin  geirrt,  ba^  er  bei 
berfelbcn , wie  bei  ben  2lufgaben  auß  ber  klaffe  ber  abfotu* 
ten  üJlapima  unb  SOlinima,  nur  jwei  (Elemente  ber  Surre 
betrachtete , trelcheß  oben  an  ber  2tufgabe  »on  ber  Sßradbp» 
flodjrone  beutlich  gemalt  morben  ift.  23ep  ben  ifoperimea 
trifdhen  2lufgaben,  n>o  neben  ber  Sebingung  beß  ©rösten 
unb  i?lein(len  nodh  anbere  ©ebingungen  5u  erfüllen  finb, 

• müffen  aber , wie  3 « t-  ® t f n o u 1 1 i a.  a.  O.  juerfl  jeigte, 
brep^  Stentente  ber  Surre  auf  ühnlidbe  2lrt  betrautet  trer= 
ben , moron  man  ftd>  am  be|len  auß  ber  angeführten  2lbs 
hanbtung  felbff,  ober  noch  lei(f>ter  auß  einer  fpütern  3lb= 
hanblung  3rh*  ^ernoutliß( Opp.  T.  II.  p.  235. ) tU 
nen  ©egriff  rerfd^affen  mirb.  S5on  nun  an  beobachtete  . 
3 oh-  ©ernoutli  ein  tiefeß  0tißfd)iveigen,  unbbteber 
^arifer  2lfabemie  überfanbte  2luflöfung  crfdbien  nur  erff  J- 
im  3^htc  1706  (Opp.  T.  I.  p.  424.),  nachbem  3 Ot- 
tern outti  1705  geporben  »rar.  SBeld^e  9)iotire  ben 
Srjlern  rermochten,  eine  in  fich  falfche  2lufll6fung  boch 
, nochbefannt  ju  mad^en,  mage  id>  nicht  ju  entf^eiben.  3>er 
cigenttid?e.3'^rlh«ni  ifl  obenangegeben.  SDrcijehn  3<>h*^^ 
nadh  feineß  ©rubcrß  “^ooe  erfannte  3oh-S3ernoutti  bie= 
fen  3*^(hwnt  felb|l:  „je  ni’y  eiois  elFectivement  nie'- 
pris  en  quelque  chose“  fagt  er  ron  feiner  erjicn  Sluflö» 
fung,  unb  gab  in  bcm  Me'm.  de  Paris  17lk  p.  100., 
(Opp.  T.  II.  p.,235)  eine  neue  2luf(öfung,  »eldhe  ebetu 
fadß  auf  ber  ^etradhtung  breier  Slemente  beruht,  unb  im 
©runbe  ganj  mit  ber  feineß  25ruberß  einerlej;  ifl,  nur 
unter  einer  einfachem  §orm  bargeflellt.  2luf  benfelben 
^rincipien  beruht  auch  bie  ron  “^aptor  in  ber  Methodus 
incrementorum  directa  et  inversa.  Lond.  1715.  ge; 
gebenc  21ufl6fung. 
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C u I e c jtd&  »icl  mit  bem  ifoperimetrifi^jen  Problem  . 

befcbäfti^t.  3***’^!^  erfcbien  Problematis  isoperimetrici 
in  latissimo  sensu  accepti  solutio  generalis.  Comm. 
Fetrop.  VI,  1739.  Curvariim  maximi  minimique 
proprietate  gaudentium  inventio  nova  et  facilis, 
Comm.  Fetrop.  VIII.  1741.,  feinet  »ietfaifigen  ?lrBeiftn 
übet  bie  ^tacb^flocbtonen,  audb  in  n)iber|?ebenben  SOtebien, 
ni(^)f  ju  gcbenfen.  €ine  ungemeine  (Stmeiterung  aber  ge* 
wann  biefe  Untecfucbung  bur^,  fein  becübmteö  ?23erf : Me- 
thodus  inyeniendi  lineas  curväs  maximi  minimive 
proprietate  gaudentes,  sive  solutio prqblenjatis  iso- 
perimetrici  latissimo  sensu  accepti.  Laus,  et  Ge- 
nev.  1744.  4.  ^ ^n  biefemSBetfe  wirb  juerfl  jwif^>en  ab= 
foiuten  unb  relatwen  ^apmie:  unb  SHinimie  unterf^ieben, 
bie  QJujlöfung  auf  bie  in  biefem  2lrtifel  entwicfciten  adge» 
meinen  Formeln , in  S3ejug  auf  bie  allgemeine  33ebingung 
beg  iSlairimum  unb  3)linimum,  gebradbf,  unb  bie^urfitf* 
fu^rung  bet  telotincn  SKayima  unb  SOlinima  auf  bie  abfolu* 
ten  gejeigt,  jugieicb  ober  bie  bur^  eine  fo  große 

^Injabt  (ebrreicber  ^eifpiele  erläutert,  baß  biefea 
’ 2Berf,  nach  Sagrange’s  Urtbeil,  als  baö  »ortrefßidbße 
Uebunggbudb  in  ber  ^nfcgralrecßnung  no^i  jeljt  bienen  fann. 
'SUßag-nod?  ju  wunfdjen  übrig  blieb,  war  eine  rein  analpti* 
febe  9Jlctbobe,  ju  ben  non  (guler  gefunbenen  Diefulta? 
(en  JU  gelongen,  woburd?  bie  ‘S)eutU(bfeit  nur  erbbbt 
werben  fonnte , unb  bie  Ölufßnbung  ber  Unterfebeibungg»  ^ 
fennjeid)en  beg  3)layimum  unb  SOJinimum.  ^nbem  2 a» 
gronge  biefen  Unterfu(bungen  bie  5)ifferentiolredbnung 
anjupaffen  fud>te,  warb  er  auf  bie  nach  ihren  .^auptfäijett 
in  biefem  Slrtifel  entwicfelte,  non  Culej:  fpäter  f)  ge* 
nonnte,  ^ariationgmetbobe  ober  Silariationgretbnung  ge» 
leitet,  wel^c  2IHcg  (eifiet,  wag  man  in  biefer  Sejiebung 
wünfdten  fann.  ßagrange’g  erße  Unterfud)ungen  ßn* 
ben  ftd?  in  ben  Miscell.  Soc.  Taurin.  91amli(b«  Essai 
d’une  nouvelle  methode  pour  de'terminer  les  ma- 
xima  et  les  minima  des  formules  integrales,  II.  1760. 
61,  p.  173.  Application  de  la  methode  pre'cendente 
äla  Dynamique  p.  196.  ?(n  §ontaine  fanb  2o* 
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grange  einen  ©egner  (Mem.  de  Paris.  1767.  p.  588.), 
fo  wie  an  ißocba  (Mem.  de  Paris.  1767.  p.  561.). 
jagrange  nert^eibigf  in  bet  3Ib^anblung : Observa-  ' ' 
tions  sur  la  me'thode des  variations.  Mise.  Soc.  Taur. 

T.  IV.  p.  163.  ©d()on  1755  l^affe  Sagrange  bie  3JIe» 
t^obe  Sulern  mitgef^eUf,  unb  biefer  ftc  fo  ttortrcff[id(> 
gefunben,  ba^  er  fte  felbfi  in  niedrem  5lb^anblungcn  ju  et*' 
lÄufern  fudbte,  unb  i^r  au^,  wie  fd^on  ecwäfjnf^  ben  SJla» 
men  Calculus  variationum  gab.  Wl.  f.  Elementa  cal- 
culi  variationum.  Nov.  Comm.  Petrop.  T.  X.  p.  51. 
Methodus  nova  et  facilis  calculum  variationum  trac- 
tandi.  T.  XVI,  p.  35.,  uorjügii^  aber  Instituiiones 
calculi  integralis.  T.  III.  Appendix.  2Beifer  entwicfelf 
l^at  Sagrange  bie  SJietfiobe  in  ber  Theorie  des  foncti- 
ons.  Seconde  partie.  Chap.  XII.  XIII.,  unb  »orjög* 

in  ben  Lef  ons  sur  le  calcul  des  fonctions.  Le- 
yon  XXI.  XXU. 

3u  leugnen  ijl  inbegnic^jf,  ba0  rücf(idbrHdb  ber©frenge, 
unb  ©eufli^feit  bet  ®at(Ie(Iung  noch  SRandbeg'  $u  wün* 

(eben  übrig  btieb,  unb  in  biefer  Diücf|i(bl  haben  fidb  einige 
neuere  beutf^c  SOlafhematifet  ein  unbcflreitboreß  SSeifbien^ 
um  biefe  aSiffenfebafe  erworben,  öiiebt  genug  erfannt 
febeint  ju  fe^n,  was  febon  Stelle  in  feinem  95crfudb  einer 
rein  aigebraifeben  ©otfteaung  ber  Otedbnung  mit  »eranber. 
lieben  ©rb^en.  I.  @6ft.  1813.  @.  527  — 776  in  ^e» 
iug  auf  bie  S)ar(iellung  ber  ^tincipien  ber  SSariationeire^» 
nung  gcleijict  bat.  S)ie  vielen  neuen  ^eieben  führen  einige  . 
©cbwierigfeit  bei  bem  ©tubium  biefe«  SäJerfe«  h*rbet. , 

3)ie  2Inwenbung  auf  bie  Sehre  von  ben  SDloyimie  unb  £0iU  ' “ 
nimi«  tag  auper  bem  3«>tcfe  beffetben.  2U«  bie  voßfidn« 
bigfien  Sehrbüdher  vetbienen  atte  Empfehlung,  vorjügli^: 

Analytische  Darstellung  derVariationsrechnung 
mit  Anwendung  derselben  auf  die  Grössten  und 
Kleinsten,  von  E,  H.  Dirhsen.  Berlin.  1823, 

4.,  unb : 

®ie  Sehre  vom  ©roßten  unb  .Äleinßen  von  SOI.  Dhni. 
Berlin.  1825.,  wo  j'ebo4>au4>  bie  nidbt  immer  ganj  gewbhn-- 
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Öejeiiljnung  einige  ©(^>wierlgfeif  für  Slnfünger  ma* 
4>en  tvirb. 

Singer  ben  SIbganfciungcn  in  ben  ollgenietn  Befannfcn 
ona{^fifd;en  SBecfen  »on  Scicroi;  (Traitedu  calc.difF. 
et  int.  T.  II.  p.  721.  Traite  elem.  de  calc.  diff.'etint. 
p.  484.)  23offuf/  Coufln/  unb  bem  Cours  com- 
plet  de  Mathe'm.  pures  par  F r a n c o e u r.  T.  II.  Pa- 
ris 1828.  p.  478.  gebe  ncdg  ouß: 

S.  Gourief  Essai  de  demontrer  rigoureuse- 
ment  un  theoreme  fundamentale  des  ^cjuations  de 
condition  de  la  differentielle  des  fonctions  a plu- 
sieurs  variables  et  du  calcul  des  variations.  ' Nov. 
Act.  Petrop.  T.  XIII.  p.  154. 

P.  Frisii  Opp.'T.  I.  Medial.  1782.  4.  p,4l4. 

L’Huilier  Principiorum  calculi  diff.  et  int. 
expos.  elem.  Tab.  1795. 4.  Cap.  XX.,  ‘De  problema- 
tibus,  quae  vocantur,  isoperimetricis.  SDlit  3ln= 
wenbung  ber  ÜKefgobc  bcr  ©ränjen.  Olidbf  aügemein. 

(Eine  SIbganbiung  »on  ©ergonne  in  ben  Annales 
de  Math.  T.  XIII.  1822.  unb  Exposition  des  princi- 
pes  du  calcul  des  variations  par  Ampere.  Ibid.  T. 
XVI.  1825.  p.  133.  ' - 

Ölo^  f.  m.  über  ble  fogenannfe  SHefgobeberunbefümm* 
ren  ^actoren,  njel4?e  befonberö  bei  ben  Sinwcnbungen  ber 
SJariationeredgnung  auf  SOle^anif  tgre  Slnwenbung  gnbef, 
eine  Slbganbiung  »on  SImpere  in  bem  Recueil  des  Me'- 
moires  presentes  a l’Institut  par  des  Savans  e'tran- 
gers.  T.  1, , unb  über  bie  2lm»enbung  auf  SOlccganif  über» 
gaupf  ganj  »orjugiidg  bie  Me'canique  analytique  »on2a» 
grangc. 

3ur  ©efigidgtegegörf  auger  ben  23emerfungenin.Äüg* 
ncro  Sinai,  b.  U.  @.857.  ff.  aucgt  Specimen  historiae 
atque  principiorum  calculi  quem  vocant  variatio- 
num.  Auct.  F.  W.  A.  Murhard.  Gott.  1796. 

2>ie  Slbganbiung  bet  Sßaciafionerecgnung  in  bet  3nfe» 
grairc(gnung »on  Eefcur  unb  (T-  H-)  rügmt 

2)? 0 n t u cl a (T. III.  p. 354.)  fegt.  Unfetc  beutfegen 2cgr» 
büeger  bcr  gögern  Sinaipgß  übergegen  biefen  ivicgtigett  igeii 
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berf(ff6«it  <nfw<b<r  ganj,  ober  bel^anbeln  i^ti  wem'gffcntf 
fe^r  unboQftiinbi^/  unbeutü^  unb  ober(iad(7(i(^l 

Vector»  Radius  vector  l^ei^e  {r  ber  l^öl^ertt 
©comcfrie  jebc  ron  einem  befiimmten  95unffe  an  eine  Surre 
gejogene  gerabe  Sinie;  in  ber  2e^rc  von  ben  j^egetfebniften 
»orjugeimeife  jebc  »on  einem  25rennpunfee  an  ben  Ü'eget» 
fdbnitt'gejogene  ©erabe. 

9ScrdiTtcrnJ>e  ©rege  ( quanti  tas  variabills  ) 
ifl  j'cbe  @r6^c,  mc((^e  unter  einer  foicben  Sejiebung  be= 
tradbtef  mirb , bo^  ibr  /eher  tridfübrlidje  bejiimmte  SBertb 
beigeiegf  werben  fanii/  bie  man  a(fo  widfubrii^  ab  = unb  ju^ 
nehmen  (affen  fann.  93erdnbcrlid>c  ©rb^en  werben  in 
ber  ÜWatbematif,  jum  Unterf4)iebe  ron  ben  unreränber* 
li4>en,  befidnbigen  ober  confianten  ©rb^eii/  we(d)e  in 
berfelben  £Kecbnung  bur4)gdngig  ein  unb  benfelben-SPBcrth 
behalfen,  unb  bureb  bi«  S5ud?ffaben  beef  QKphabet^ 
bejei(jbnet  werben,  immer  bur(b  bie  (ci|ten  Su^fiaben  be« 
SUphabefes  x,  y,  z,  v,  u.  f.  f.,  bejeiebnef.  3(i  AB 
ber  ®ur4>me(fer  eine«5  ^reifee,  unb  ron'  irgenb  einem 
fünfte  ber  Peripherie  ein  perpenbifet  PQ  auf  benfetben 
gefdflt,  fo  ifl  nadb  einem  fehr  befannten  geometrifeben 
©a^e  PQ  * — AQ  X BQ.  23cjeicbnen  wir  nun  ben  Dta« 
biuobur^r,  PQ  bureby#  unb  ben  5lbf!anb  biefeo  ^er= 
penbife(8  »om  ^ittelpunfte  bur^>  x,  fo  ifl  immer  bie 
eine  ber  @r60en  AQ,  BQ,  = r — x,  bie  onbete 
= r + x;  a(fo 

y>  = r*  — i’  . 

9Kan  nennt  bieg  bie  Steigung  beö  iJreifeg.  ©ie 
fleHt  im  'Allgemeinen  bie  Dle(ation  bar,  weld>e  jwif^en 
jebem  ber  bureb  y bejeidhneten  ^erpenbifet,  unb  beffen 
Abflanbe  x »om  ÜJ?ittc(punfte  flatt  ftnbcf.  .^ier  flnb  alfo 
offenbar  x unb  y bie  verdnberti<ben  @r6fen,  r bagegen 
ifl,  fo  lange  bie  Unterfu<bung  auf  ein  unb  benfelben  Ä'reig 
eingefdjrinft  wirb , eine  conflante  ober  befldnbige  @r60e, 
ba  fle , wie  aud>  x unb  y fidb  dnbern  mögen , immer  ben* 
felbcnSBerth  behdlf,  unb  obige  Dielotion  ober  ©lci<bung 
immer  flatt  finbet. 
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3ebe  ©rSfe,  »on  einet  t>erÄnberKd(>en  ©r50e 
ouf  irgenb  eine  tilrt  ab^üngt,  fo  ba^  fte  juglei^^'mit  ibr 
inbert,  ^eipf>eine  Sunefion  biefec  »eränbeclicben  @c6^e, 
«nb  wirb , wenn  x bie  »e rdnberiidbe  @rö0e  bejeicbncr/  im 
IHtIgemeinen  burdb  f(x)/  95  (x),  ober  ein  3*^* 

eben/  angebeutet.  Functionen  ßnb  a(fo  ojfenbar  audb  nec; 
ünbetlidbe  ©rbßen.  SDlon  unterf4>eibef  in  biefer  ©ejiebung 
ou^  unabhängige  unb  abhängige  veränberticbe 
©rbßeu/  inbem  man  unter/enen  fo((het>eränberU^e©r6^en 
»erfleht/  beren  SGBeeth  bur^J  Olidbttf  bebingt  wirb/  unb 
»bdig  wiQfuhrlidb  angenommen  werben  fann.  ^(bhängige 
»eränberli<he  ©rbpen  bagegen  ftnb  fol4?c , beren  SEBerth  ,ouf 
irgenb  eine  ?lrt  burch  ben  2ßerth  einer  unabhängigen  »er* 
änberti(hen  ©rö^e  beflimmt  wirb , »on  bem  SEBerthe  einet 
fot^jen  »eränbcrlichen  ©rö^e  obhängt;  alfo  aße  Functionen 
unabhängiger*  »eränberU(^en  ©rö^en/  jebe  Function  einer 
anbetn  Function/  wie  j.  log  sin x u.  bergl.  Sie  85es 
tro4)tung  ber  »eränberiidben  ©rö§en  unb  ihrer  Functionen/ 
nomentlicb  ber  bureb  bie  wiflfuhrlidbenQSeränberungen  jener 
herbeigefühften  93eränbernngen  biefer / ifi  ou6fd;liepli(b  ber 
©egenflanb  ber  hähetn  üOlathematif  / befonbers  ber  mathe= 
ntotifeben  'Snai^fio.  5Ifle  auf  ie^tere  S5ejug  habenbe  “Jlrti: 
fei  biefeo  SSÖrterbueb«  fännen  olfo  ju  weiterer  Slufftärung 
bee  ©egriffo  ber  »eränberlidben  @r60en  bienen. 

SScrdntcning  (2ßertauf(bung  / SBerwedbfelung,  Ue* 
bertrogung  nad> : SBerfueb  einer  rein  algebraifcben  Sar(iel= 
lung  ber  SXecbnung  mit  »eränberlidben  ©rößen  »on  © r e t le. 
@6tt.  1'813.  ©.  373.)  bet  unabhängigen  »eränbets 
lieben  @r60e  (Changement  de  lä  variable  inde'pen- 
dante)  bejeicbnet  in  ber  Sifferentialre^nung  ein  Sßerfah* 
ttn,  bureb  we(d>e6  bie/  in  irgenb  einer  ^lufgabe  als  foiebe 
angenommene/  urfprängUd^e  unabhängige  »eränber(id>e 
©rö^e  mit  einer  anbern  »ertaufebt  werben  fonn/  bie  ent* 
webet  febon  unter  ben  ©rbpen  ber  illufgabe  enthalten 
ifl,  ober  erfi  neu  in  bie  Dledbnung  eingefuhrt  wirb.  Sa 
biefee!  Sßerfghren  wi<btig  ifl  / unb  monebeo  ©igenthümliebe 
bat/  fo  fallen  einige  ber  am  häuftgflen  toorfommenben  Fätte 
hier  nähep  betra4?tet  werben.  Sie  Sifferentialquotienten 
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bn  aBl^dttgigen  »«ränberticBen  0r60e  fn  95eaug  auf  bfe  u r« 
fp rü n g l i cb e unabhängige  ueränberii<be  ©cö0e  fall«  im« 
wer  buccb^infchtie^ungin^fammeru  auPgeaei4>net  wccbett. 


1.  0«9  y bie  abhängige,  5c  bie  urfpriJnglidhe  beräubcr« 
li^t  ©r6fe,  unb  irgenb  ein  ^uabrucf 


y. 


gegeben.  0oO  nun  x a(($  ^unctibn  einer  neuen  unabhän« 
gigen  peränbcrticben  ©röfe  t betra(bfef , unb  ber  gegebene 
^uebrucf  auf  biefe,  aig  unabhängige  ueränberfichc  @r6§e, 
bejogen  werben ; fo  frage  fidh,  wie  berfeibe , umbfeferSe* 
bingung  au  genügen,  umgeformt  werben  muffe. 

©g  änbere  ftdh  tumi,  fo  iff'nadh  beln  ^apfor’f4>t» 
0a^e,  wenn  wir  bicbabur4>  2Ienberung  pon 

xbur^  k beaeidhnen, 

> = FfT  + + ^*iTO  + •••• 

®ie  5fenberung  »on  y i|l 

f)j  i , i’  , f5»y  i*  , 

5t‘l  5t» ‘1.2  ‘1.2. 3 ■*■*’■* 

fo  wie  auch  ' 

®T  + [la-.-.+  [a-r^+--.  ■ 


0ebf  man  hierin  für  kben  porher  gefunbenen  2Berfh,orbnef 
nach  ben  ^otenaen  pon  i , unb  pergieidht  bie  beiben  für  bie 
^enberung  Pon  y erhatfenen  ^ugbrücfe;  fo  ergeben  ftc^ 
Iei4>t  folgenbe  ©ieidhungen : 

5y  _ r5y-]  5x 

5t  L5xJ  5t  * . 


U.  f.  f.  tt.  f.  f. 

tporaug  ferner  furceftPe: 


718  S8€rant>cr«ttö  unab^aitgigm 


r^yn  _ ^ 

dt 

r^'i  _ 

L^xÜ  “■  /f>X\2 


[g]  = 


r)’* 


fit* 


CIX  /ox\ 

Ft  \Fi) 

Fj 


+ ^fx- 

Ft 


/F 


f?y  d*t 

Ft  dt^ 


. u.  f.  f.  u.  f.  f. 

@c6rau(^>t  man  feie  von  2<i9Cange  cmgcfö^rfe 
nung  ber  $>ifferenfialquoticnten  ober  berioirfen  ^unctlonm 
(©ijfecenfiole  I.  ©.  821.  '5a9lor0  2e^rfa^.  4.),  fo 
nehmen  biefe  Sormetn,  wenn  olle  ni6)t  cmgenammerfctt' 
berioirfen  Functionen  otif  bec  rechten  ©eite  bcröfeichheito» 
5eid;en  jt(jh  auf  bie  unabhängige  »eronbetlidhe  ©r6f  e t be5ic* 
htn/ fotgenbeeinfadhere  ®e|lait  an: 


ty"]  = 


— izL~  y_£. 


[y' 


3x"y" 


3x"»\ 

'^Vx'“»  x'^y» 

u.  f.  f. 


u.  f.  f. 

®iefe  JMuobröcfe  muffen  aifo  für 

r^i . rfii . [?ii . • • • 

L^xJ  L^x*J  Lflx*J  ’ 

ober  [y']f  [y"]f  [y'"],  ....  in  ben  gegebenen  affgemeinen 
2Iii6brucf  F eingefuhrt  werben,  um  benfelben  auf  bie  un*‘ 
obhangige  »eränbertidje  @r6fe  t ju  bejiehen. 

Um  baö  ©efe^  ber  gefunbenen  3lu6brucfe  ju  überfehen, 
hebe  man  im  ^ahtef  unb  ^^enner  ber  einielnen  S5ru^e  bie 
gleichen  ^otenien  »on  f^t  auf,  unb  erinnere  jtch  nur,  bo0 
alle  Differentiale  non  x unb  y auf  ber  re^Jten  ©eite  ber 
©leidhhtiföjeichen  fich  auf  bie  unabhängige  »eränberlidhe 
@ro0e  t bejiehen,  fo  bof  alfo  nidht  dx,  fonbern  St  conflant 
iftj  fo  erhält  man 
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UiiJ-JJi’  ' 

r^In ^~y 

L3x®J  f5x*  * 

r^’n  f^’y  .,^’y  r)>x 

Mrd-  + * 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

S)a  oifo  l^iertiad[)  [J^3  gcfunben  i»trb , wenn  man  boö 
©iffercnfial  f>y,  inSejug  ouf  tales  unabhängige  »ecän» 
berli4>e,@c60e,  bur^  bog  ©tfferenfial  Sx,  in  S5ejug  auf 
t a(g  unabhängige  ueränberiii^e  ©ro0e , biuibirt , unb  bie 
®ifferentialguofienfcn 


r^yl  rrO’yl  r(?’y1 

[^\ « L-v  J * M 


eben  fo  von  einonbec  abhängen,  wie  [^]  von  y obhängt; 
fo  echeöef  leicht  bie  9U4>tigfeit  unb  ber  @inn  folgenbec 

Sormetn: 

■^yl 

• 

II 

■<5’y' 

-fiY 

p 

' 

(5iT*_ 

u.  f.  f.  ' u.  f.  f. 

(gg  ijl  wohi  iu  beinecfen,  bafbei  biefen  ©ijferenfiafionen 
fein  ®ifferen(iata(g  conffant  ju  betroffen  ijl.  ©ntwicfeff 
mon  bie  ®i|ferenna(e  wirf  (ich,  fo  echäif  man  wiebecbic 
obigen  entwirfeifen  ^üt 

[S]=fp]=’ 

iß  j.  25.  ber  .Rrummungghalbmeffec  / 

• r=_Cl±El)f 
q 

(Ärömmunggfceig.  2.).  Um  biejen  2Iugbrucf  auf  irgenb 
eine  anbeee  unabhängige  veränberli^e  0r6pe/  von  weicher 


Digitized  by  Google 


720  ?8cr4nt>crutt3  t>er  unab^ngigcit 


xaufttne  2Irf  o6^ängt/  ju  bejiel^en,  muf 

mon  na4>  bem  Obigen  fe^en 


r5’y 


S^ac^  gel^origec  0ubflifution  erhält  man 

Sicf'^y  — dyd^x  * 

n>o  nun  fein  Differential  conflant  iff/unb  aße  fi^  anfeine 
neue  mißfü^rliciie  unabhängige  neränbecUche  0r60e  be< 
iiehen. 

2.  Ser  net  Fann  bet  Saß  »ocfommen,  unb  fommt  in 
ber^hat  ^««ftg  »or,  bap  in  bem  Sluöbrucfe  F ni<bf 
mehr  x,  fonbern  y als!  bie  unabhängige  ueränberli^e  @r6f e, 
nnb  X »ietmehf  al«  »on  y abhängig  betrachtet  werben  foß, 
Inbem  eine  fölChe  gegenfeitige  Slbh^ngigfeir  ber  0r60en  x 
unb  y offenbar  ^att  ftnbet. 


SBenn,  inbem  x fidh  um  i änberf,  y bie  2lenberung  k 
crleibet,  fo  »virb  offenbar  au4>  umgefehrt  x bie  2Ienberung 
i erteiben/  wenn  y fi(^>  um  k änbert.  Do  nun  .no4>  bem 
^a^lorf^ien  Xehrfa^e  . , 

k= 1+  ^1-  + ... . 

. ^ ^ j.  I 

^y'  1 r)y*T7i  * 1.2.3  * 

^ «* 

ifl;  fo  erhält  man,  inbem  man  bie  leitete  0teihe für  i in 

ben  2lu6brucf  »on  k feijt,  noch  ^ofenjen  »on  k entwirf  eit, 
unb  bie  0oefficienten  mit  einanber  »erglei^^t,  leiCht  folgenbe 
©leii^ungen : 


1 = 


O = 


O = 


r^yl 

(ix 

dy  • 

'^y 

f)'‘x 

Fx 

W 

f5’i 

ß\ 

5p 

L^x’Jv^y;  ’ 

r^-yl  f5x 
J ^y»  ’dy 


+ 3 


U.  f.  f. 


woraus  lei4)t: 


[s?](iy 

. f.  f. 
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V 

I 

^y’"  r^’yl  ‘ ' flyä  . 


wt4nt>etli(^  ®t{ge. ', 

V 

[l]=Ä.[g]=-g.[S]=-g- 

u.  f.  f/  . u.  f.  f. 
ober  miff elff  bec  S5cieidt>n«n3  »on  2 a;g  r a it  g « : . ' ' 

[y'l  = -j.  [y"]=  [y'"]  =-• ^ + .... 

J^ebf  mcm  nun  wieber  gtdcbe  ?>ofeftjen  öon  dy  auf,  unb 
bejte^f,  inb'em  man5y  atö  conjlanf  betradbftf  ^ otle®i|f<a 
rendafe  auf  bec  re(bten  @cife  bet  ©(et(^^e{f0jei(jben  auf  y 
alts  unabhängige  beranberlidfee  ©r6§e;  fo  wirb 
r^y“I r^’yl  ß‘xSy 

, L?;j  - ^ ^ ' 


[fe]  = r 


j (S^xy.r}y 


c)x* 


~s^ 

U.  f.  f.  U.  f.  f.  ' 

2Iu^  öberjeugf  man  mie  twther,  Iei(f>t  t)on  ber  9Ji4>» 
tigfeit  unb  bem  0inne  fofgenbec^otmetn: 

[I?]  = [^]  = k^(k^ (^^0)  ’ 

= k^  [ll]  =k^  (k  {k^  (^^0))  ’ 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

3mmer  iff  h««r  «nfianf  ju  bcfrad^fen.  ®urdh 
©ntmicfelung  biefer  21u8brii^e  er^äU  man  bte  fi^on  oben 
gefunbcnen  §ocme(n. 

3.  ^)ie  bi«c  gefunbenen  ^ocmein  finb  fiic  ben  ^Ugorifhi 
mug  bet  ©iffetentialte^nung  wn  gtofet  SBichtigfelf. 
©e^  j.  23. 

3r  = tin  X ; 

fo  ifl  befannriidh/  wennyole  gunction  bon  x befragtet 
wirb, 

[si]  * * . 

V.  . 3s 
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Sefradbt«  «tan  nun  oBer  x otö  Suncflon  »on  yj  f«  i(i  na4> 
b<m  Sewiefenen 

2Ufo  , 


1 a _ 

^dj=cosx,  ^ = 


b.  ü 


f)Aro«iny 


1 

cos  X 
1 


~Bf  rri.7» 

güc  y sr:  tangx  i|l  BeFannftidB 

m= 


cos  X 


«Ifö/  wenn  x al«  §unction  »on  y BefcacBtet  wirb/ 


coix*  ’ 5y 


s=  COSX>  t= 


1 + taagX*  ’ 


b»  t. 


S Are  tang  jr 


1 + y* 

^rntr  ijl  för  y = sinxi 

[gi]=-d„. 

2l(fo,  wenny  Bfe  unaBB^»3‘3«  wränberU4>e  0r6pe 

^*xf?y  _ 


"S?- 


: smx  > 


2IBef  nacB  Bern  DBigen 

ßx*  =3  coi  X“*  . ßy* 

' ß»X  _ , ß’x 

COSX-».ßj*  "»*»  jp  — cosx* 

. . ß’.Arctiny  y 

V*  U " “ 


sinx 


15^» 


(4-y*)r  i-y* 

®ifferentürf  man  ben  »origer  gefunbenen  SluObrucf  für 
ßAr^nny  befonnfen  0vege(n  »on  üleuem,  fo  ev^it 

man  Ä>affe(Be.  2lu«  bfefen  wenigen  Selfpieten  wirb  ber 
ülu^en  ber  gefunbenen  Soemetn  febon  binl5ngti4?  erretten. 

4.  @00  ferner  ble  UnaBBängigfeif  ber  »eränbec(i(^>ett 
@r6fe  X auf  eine  anbere  »erdnberli^c  ©tiße  t,  weI4>e  a(u 
^unction  »on  x unb  y Betradbfef  wirb/  ubergeeragen  wer« 
ben,  wie  ©reite  biefe  Dperan’on  gar  niebf  unpaflenb  Be« 
jeidbnefj  fo  muß  man  kfanntlidb  (1.)  öBerBaupe  feften: 
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r3yl  - St 
[s-xJ-ST- 


DT 

Tt 


[SJ. 


n’y 

St? 


(If 

»•  f-  f- 


,i  Sir  . 

Sx* /^x\*  * 

St  (si; 

' tt.  f.  f. 

Ja  a^er  t eine  5un«f{ott  Don  x «nb  y ifl,  weldbe  tt>{r  Int 
»(Igemeinen  bur^? 

t s=  9>(x,  y) 

be5<id^nen  wofftit,  fo  famt  matt  ofenBar  ou(b  umgtfeBcf  x 
ttnby,  wo  y »Ott  X abhängig  ifl,  al«  ^mtcfionett  »ott  t 
Bcfra®f<n , uttb  eine  5Iettberuttg  »ott  t t»trb  foiglidb  imm«c 
au^  5lfnbermtgen  »on  x uttb  y ^erbeifübren.  2((fo  iff 
na(^  b«m  ^otjför’fdBen  Se^rfo^e : • 


b.  l für 


t + 1 Bs  5,{x+^.i.+  y+^.-i  + ...), 


. _ ftc  i 5»X  1»  , fl»x  i* 

“ si-T  + sp-iTä  + SP -Trärr  + 

» gy  ..  i*  . f>^y-  i*  . 

St’  1 ^ ^t>’i.2  ßt»’  1.2.3  T •••  > 

na(^>  bem  ^at^tor’fcben  2el§rfa^e  für  mcBrere  txräitberKdbe 
©rbfen  (to^ioröXe^rfa^.  7.)i 


0«*  f 


'=(i)f+(^0ra+ 


, dH  ^ , 

^Sy  T’T 


/Bh\  zf» 

\5p)l.2 


+ .. 


i»o  affe  J^ifferettfialquoftenfen  ;»on  t partieffe  ®lfferettfiar* 
quotteulett  in  S3ejug  auf  x uttb  y finb.  @e^t  man  nun 
für  J unb  .^^'bie  »ocl^et  gefunbenen  SBJert^e,  entwirfelc 
no(^t  ^ofenjen  »on  i,  iwb  »ergieidf^f  bie  Soefjtcienrenj  fo 
er^üU  tttaw: 

' 3a  2 
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1 

Q 


= ©K  + (S)^’  , 

=C^)C^’+©^+(^>© 

tt.  f.  f.  «.  f-  f* 


1 


«DUmffl  btefet  ©teid&ungen  foitn  mon  fowol^l  aßeS>if= 
fercnttalquotienfen  öon  x in  ©cjug  auf  t,  olß  audb  alle 
©ifferentialquaflentett  »on  y in  23e jug  auf  t etiminiren. 
C$  ifi  nämlich  j.  S3.  . 

. h-izS^  ' - 

(k) 

&e^t  man  tiefen  Slugbrucf  in  bie  jnueife  ©tel4>ung  / fo  er*  ^ 

^ait  man  u.  f.  f.  SBerben  nun  bie  gefunbenen  2Iu«- 

brucfe  in  bie  obigen  gormetn  für  [^]i  [0],  ....  gea 
fc^t,  fo  erlitt  man  2Iu(tbräcfe  für  biefe  üDifferentialquoa 
tienten,  in  toelc^en  bie  ^ijferentialquotienten  von  x in  :&ea 
5ug  auf  t nidbt  mel^r  borfommen. 

©ben  fo  i(l  ' . • 

y /Pt\  ffx 

«nb  man  fann  gahj  auf  ü^nü4>e  SEBeife  tvie  »origer  |Jf] , [^] , 
....  bon  befreien.  ®ie  einebiefer  ©ifminationen 

mu0  aber  immer  borgenommen  toecben/  tbei(/  megen  ber 
21b^üngigfeit  bonxnnb  y bon  einanber/ eben  fo/tbie  inbem 
gegebenen  2Iuobrucfe  b(o0  bie  ^ifferentialquotienten  bon  y 
na^  X borfamen  ^ wenn  t bie  unabhängige  berünberlidbe 
@t6ge  fepn  fod,  au^  nur  bon  einer  ber  @r60en  x unb  y 
bie  ^ifferentialquotienten  nadb  t borfommen  bürfen. 

5.  ©si  fann  aber  au(b  t nidbf  a(ö  eine  enfwicfeife  ^una 
ction  bon  x unb  y,  fonbern  unenttbicfeit/  mitiei({  einer 
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J)tff<cenf{or3r«{4>«ng  gegcSm  fe^tt,  it>ie  »«tut  3.  um 
nur  tiefen  einfa^wn  Jall  3U  betta(t>tenf  , • ; 

wate,  an««  .fe^e  fat  |;^ , (Ji] , . . . . i»  We  jege= 

bene  guncfion  bie  in  ( 1 . ) entmicferf en  STu^bracfe : 

Ft  ‘ . . , ; . 

öxM  x<?x\’  ~“Fx'/dx\^  ’ 

w ; , 5E  ■ 

«.  f.  f.  u.  f.  ,* 

unb  (l^ue  ein  ©feicjjeg  in  Sesug  auf  bie  Function  9).  S)en 
baburtb  ^er»orge^enben  IMugbtucf  biefer  Suncfion  6e3eict)ne 
man  bur^  S2.  S)fla4>  (2.)  ijl  ‘ ' . 

«(fo  ' t ..e' 

fl£l’  _ f)^SV  di£i’ 

Ft  ~Ft^~  F^  — S5  o . 


®ur4>  bie  ©nfmicfeiung  biefer  ©ifferenfiaiquofienten  nadb 
t er^dif  man  ©ieicbungen^^miffeifi  mei(|>er  man  mieber  bie 
©ifferentialquotienfen  einer  ber  ©röfen  i,  y in  S3ejug 
auf  t eliminiren  fann,  ©ie  er^oifenen  2lugbrücfe  fubfU* 
(uirf  man  in  bie  fcbon  oben  i>ermanbe(te§uncrion^  meidbe 
auf  biefe  2lrt  in  einen  Siuobrucf  »erwanbelf  werben  wirb/ 
ber,  oußer  ben  bciben  ©r60en  x unb  y,  nur  no4>  bie  ©if? 
ferenfialquodenfen  einer  biefer  beiben  ©rßgen  in  Sßeiug 
ouf  bie  neue  unabhängige  »erÄnberiidhe  ©rb^e  t enthälf. 

©er  0Caum  gefiartef  hier  nidhf  grbpere  'Kuifiihtli(3hfeit; 
wir  uermeifen  hoher  oufLagrange  Le^ons  sur  lecal- 
culdes  fonctions.  Paris.  1806«  p.  62.  Lacroix 
Traite  du  calcul  diff.  et  int.  T.  I.  p.  203.  sqq. , befs 
fen  Traite  e'lem.  de  calc.  diff.  et  int.  p.  1 54..  F r a n- 
coeur  cours  complet  de  Math,  pures.  T.  II.  Paris. 

1828.  p.  280.;  unb  borjügticih  n«f  baö  angeföh««  2B«tf 


I 
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»ütt  €rett<  (@.  373  — 415),  wo  blefer  ©egcnffaitb 
mit  btfonberer  Sluofü'^tUtbfflt  unb  ©enouigftif  be^onbelt, 
unb  ou^  auf  fot^e  ^ÄCe,  wo  mehret«  unab^ngige  »eratt* 
berli4>e  ©r60cn  »orfommen,  Otucfjicbt  genommen  wirb. 
SWan  mu^  ft4>  nur  notier  mit  ben  neuen  3et4>ett  beö  Sßcf* 
faffecö  einlgermafenbefannt  ma^jen  (Sflr.  32.). 

aSertoppelung  be6  SGBurffll,  fie^e.®eaf(^>e 

tÄufgobe. 

SSCtfolgUng^nniCtt  (courbcs  de  poursuite)  l^eU 
0en  ©Urnen,  bei  wettben  b«t  Sogen  ju  bem  Unterf^iebc 
bec  2ibfciffe  unb  0ubtgngenW  ein  gegebenem  confianteg 
©erbaitnif  b*** 

3(1  a t>tr  ©iTJonent  biefe«  93erbat(ni(fe<J,  upb  s bet 
©Oflenj  fo((l(S«abf«n^«  Slnie.  13.) 


bii  Sebingungögtei^ung  bet  2(ufgabe. 

$ut4^  S)ifferentiation  etbait  man : 

■ 

V . 55  - 


5bt$(i4>  (Sltctificatiott.  2.); 


- 


T‘+^) 

Wgny  =:  + -r|?|+lognO 


C =s 


®et  5Bertb  bet  Orbinote,  föt  we(^e  ^;=  o i(l,  fe?  b ; 
foi|ie  = K.  2«fo 
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y._  1+  . 

SWa4>t  matt  tt'uo  tiefe  ©ieid^ung  rationat}  fo  tt^\t  mait 
Ul^tx 

untt)ue(^  3»^«8f«tiott: 


ka 

•y 


i»_ 


1 — i _ 1 

a a 


^ a iVfey*»—! 

— 1 ’ a + 1 


1+ 


c, 


Sur a>t,  t)orouögefe§f  tag y = o für bc  =s  o,  tjf 
c = o.  Sür  a ==  1,  tt)o  tag  ecflc  ©iiet  ter  ©iei4>«ng 
= oo  Wirt,  ifl  tie  3)^fferen^ia^gUi<^?^ng ; 


* = ^klogny  — + O . 


©a  matt  megen  logn  y = logn  p fjJr  y = o tie  ©otts 
(lanfe  nidtf  fo  bejlimmcn  fantt/  tag  x,  yjugletdt  tterf4?»in« 
ten;  fo  beftimrnc  man  C fo,  tag  y=?k  tritt  für  x5c:o. 
SJieggiebf: 

V ■ k ^ 

X = ^klognX-.|.  Z_ — . 

S^egimmf  matt,  trenn  a<  1 ig,  tie  ©onganfe auf  tie= 
felbe  ^rfj  fo  erl^atf  man: 


i.  1- 


* = 4. 


1 — — 
a 


k *y  k 

1+—  a— ■“ 

* a a 


©rl^ätt  a rerfdbietene  SEBerf^e;  fo  erl^alfen  tie  ©urbett 
fel^r  retf^jtebene  ©egaif en.  <Bic  gnt  ronSDlauperfuig 
unb  95'ouguer  (Me'm.  de  Paris.  1732.  p.  1.)  juerg  be» 
era<tfef.  2Iudb  f m.  r.  ^ritttrig  Unferfudbungengber  i 
©urren,  tie  burct  i^ee  @ubfangenee  rectigcirf  tretben. 
£pig,  1815.  Brandes  höhere  Geom.  11,5.99,  ©et  Ur» 
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fptungb<«9lamen«tt){rbft(^>  om  etnfad&flen  fütbcn^oQ^njo 
a=lt)l,  jdgen  laffen.  ©epcn  ndmti^A,  B (Fig.  101.) 
5wepil6rpec,  wel(be  gUlcbf6nttig  mit  gifldbec  ©efdjwin* 
bigf eit  fo  bewegen , bap  A immer  in  ber  ^ bfcijfenlinie  fort* 
ge^t,  B aber  feinen  SBeg  immer  na<b  A ^inri^fef,  wie  j.  ö.  ein 
J^unb , bet  von  feinem  .^eern  angernfen  wirb , inbem  p4) 
ber  .^err  na^)  einer  geraben  2inie  forrbewegt.  . ©inb  nun 
A;  B glcidbjeitig  in  A',  B' ; fo  ip  A'B'  bie  ©erübrenbe  für 
B',  A'C'  bie  ^bfangentc,  unb  offenbar  ©ogen  BB'  == 
AA'  = AC'  + A'C  = AC'—(  — A'C  ) = ^Ibfciffe 
— ©ubtangenfe,  ba  hier  bie  ©ubtangenfe  aio  negatio  5u 
betrachten  ip.  3”  biefem  5<»fle  iP  affo  ber  23ogen  bem  Un* 
terpbiebe  jwifjben  ber  ^bfeipe  unb  ©ubtangenfe  gieip?,  b.  i. 
a = 1.  ,§üt  anbre  Bewegungen  erf)d(t  man  anbre  2Ber* 
tbe  t)on  a.  SDl.  »erg(.  noi^  einen  2luffo^  von  Xehmuö 
In  C re  1 1 e 8 Journal  d.  Math.  I.  S.  61 . 

S8erl)irtnig  (ratio,  Siu^os)  jweper  gieidbartigen 
©rößen  ju  einanber  ip  nadh  © u c l i b ( V.  ©rf i.  3. ) bie  ge* 
genfeitige  Bejiepung  / in  welcher  biefe  beiben  ©röpen  in 
2Ibpcbt  ih«f  @t6pc  JU  einanber  pe^en,  fo  bap  alfo  bet  Be* 
gtiff  eines  fSerbMtniffes  überhaupt  aus  ber  33ergtei4>ung 
jweier  gleidhartigen  ©rbpen  mit  einanber  entfpringt. 

‘ jf 

1.  j)ie  »oöfommehpe  Sßergleidhung  jweper  /©täpen 
mit  einanber  wirb  ober  angepeQt/  wenn  man  unterfuept, 
wie  bie  eine  aus  ber  anbern  ehtpehen  fann,  wobei  man 
oifo  immer  bie  eine  als  befanntr  bie  onbere  als  unbefannt 
anfehen  mup. 

2.  ®ie  beiben  mit  einanber  berglidhenen  ©tbpen  heißen 
'©lieber. bes  ©erhülfnipes;  bie  als  befannt  betradhfefe 

baserpe,  bie  onbere  bas  jweife  ©lieb,  obgleich  einige 
©dhriftpeHer  hiervon  abweidhen.  ©.  j.  B.  E u c 1.  E 1 e m. 
lib.  XV.  Op.  J.  Barrow.  Cant.  1655.  p.  90. 

3.  S)ie  ©rbpe  B fann  aus  A auf  hoppelte  2lrt  ent* 
pehen: 

a)  2Benn  man  ju  A eine  gewipe  (poptibe  ober  nega* 
tibe)  @r6pe  abbirt. 
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' b)  SBemt  man  A mit  einer  gtmiffen  Cganjen  ober  ge* 
bco(t>enen)  3a^i  multiplicirf. 

Sie  erjle  5Irf  beO  SDer^Äftniffeo  nennt  man  ein  aritl^s 
metif^jeO;  bie  onberc  ein  geometrif^e«  ober  oudt> 
bloß  ein  Sßer^5tfnif.  S5eibe  Sfiamen  ßnb  unpaflenb.  Saef 
erße  bejeidjnet  mon  bnr4>  A — B,  bao  jweite  bur(^bA:B. 

S5ei  ben  ÄlternSOlotl^emafifern  (ClavüEuclides 
Llb.  V.  D e f.  IV. ) i(l  proportio,  cigentlicb  ratio,  mul- 
tiplex ein  Sßer^ltniß  non  ber  §orm  nA:  A>  wenn  n eine 
ganje  ^a^l  ijl,  unb  jmar  proportio  dupla , tripla,  etc. 
wenn  n = 2;  = 3,  ic.  Sag  Sßer^dlfniß  A;A  l^eißt» 
ratio  aequalitatis , iebeö  anbcce  ratio  inaequälitatis. 
Sßer§<lltniffenonberSorm(n-+-l)  A:nA,  nA:(n-f  1)A, 
(n4-tn)A:nA,  nA;(n-f-m)A,  wo  n > m, 
(mn-f- l)A:nA,  (mn  + p)A:nA^  W0n>p,  l^eißent 
ratio  superparticularis , subsuperparticularis , su- 
perpartiens,  subsuperpartiens,  multiplex  super- 
particularis, multiplex  superpartiens ; fo  Wie  benn 
bie  alten  5Iritl^mefif ec  fe^rreidb  an  bergleicßen  itunjlw6rtern 
ßnb , tt>el(^)e  aber  äße  ni4?f  me^r  gebraust  werben, 

4.  Sie  ©röße  D , weldbe  ju  A abbirt  werben  muß, 

um  B JU  erljalten , i^eißt  bie  S if fe c e n j beo  OSer^cUtnif: 
feö  A — B.  Sie  ^a^l  e,  mit  welcher  man  A multiplicis 
ren  muß,  um  B ju  erhalten , beißt  ber  Opponent  ober 
Slame  non  A:B.  So  iß  alfo  immer  A + D =:  B, 
Ae  B,  • 

5.  Sie  Sifferenj  ISßt  ßdß  für  jebe  jwei  ©roßen  leidet 
ßnben,  ba  immer  D = B — A.  Sie  fdbwierigere  2luf* 
gäbe,  ben  ©pponenfen  ju  ßnben,  wirb  ouf  folgenbe  5lrt 
aufgelöfet.  9)lan  beßimme,  weldbeo  bur^  wieberholfe 
©ubtraction  immer  mbglidb  iß,  bie  ganjen  fahlen  n,  n', 
n";  n'",  won  audh  ==  o fe^n  fann,  fo,  baß 

, B = nA  + R, 

A n R 4*  R I 
R = n'R'  + R", 

R'  =n'"R"+  R"', 

1 
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W0R<A,  R'<R,  R"<R'/  «.ff. 

1(1;  fo  ijl 


B 

R 

« , 

A 

z=  n + 

Ä* 

A 

R' 

R _ 

1 

R 

= n -f- 

R ' 

A 

, ,R^’ 

“ +R 

R 

. 

R" 

R'_ 

1 

R’ 

- 11"+ 

R'  » 

R “ 

■ « ,R'  ’ 

n +rt 

R' 

R'" 

R" 

1 

R" 

= n'"+ 

R" 

’ R' 

n 

«•  f.  f 


«.  f.  f. 


tt)ot!4UC(  buc4>  fucceftve  0u6(üfution  fogfeid^t 


ober  für 


X = »»  + ^4.  * i 


e Ä n + , 1 . 

“ +n"'  + 


ß S3  Ag  I 

fo  bA0  atfo  e in  ^rrm  cineo  ^effenbru4>0  gefunben  Ijl. 

6.  SOlan  mu0  jtrei  Säße  «nterf(^eiben/  jenadbbem  ber 
obige  i?efeenbru4)  ou6  einer  enblicben  ober  unenbU^en  21ns 
jaf)l  bon  ©Hebern  bejiel^f.  3m  erfien  Salle  fonn  e burdb 
eine  DCaeionatjol^t  ni^t  genau  au^gebrucfe  irerben.  5?)er 
jtveife  Saß  tritt  ein  / wenn  man  in  ber  0vei§e 


Rt» ' Tl'e 

f , » • • f 

auf  ein  ©Heb  = o fommt.  3(^  «ämlidb  R'“-  o;  fo 
ftnb  bie  beiben  lebten  ©leidbungen  in  (5.) : 

fo  baf  alfo  R'“'*>  in  R«“-*>,  folglich  ou^  in  R‘“"^V 
olfo  oucb  in  R^“-«  + R‘“-‘>  b.  i.  in  R‘“"«  attfge^t. 
©0  fcblie^t  man  leidet  weiter,  ba0  R‘“~‘'  in 

...  r,  a,  b 
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aufgel^l,  imlr  föfgndf»  e{n  gcmdnfdJjafrUc^cö  SOlaaf  »ott  k, 

B ifl,  bfefe  ©rö^cn  «Ifo  commenfurabd  ftnb.  hieraus 
fielet  nlait/  boß  bec  obige  ^effenbru^,  wenn  ble  ©rb^ert 
A,  B commenfurabct  finb,  jeberjcif  abbricbt,  unb  olfo  e 
burdb  einen  rationalen  S5rudb  bargefleßt  toirb.  ©inb  A,  B 
incommenfurabel;  fo  brid[?t  bec^etttnbr«4> 'nie  «nb 
e ifl  irrational,  ' ' 

; 7.  ©a  B =:  Ae  unb  e 1 . e iff ; fo  entfielet  B eben 

* fo  auö  A,  wie  e auö  1.  ^olglidf?  finb  offenbar  bie  QSers 
bÄltniffe  A:B  unb  1 :e  einanber  gleidb/  fo  baß  alfo  jebcef 
aSerbbltniß  jweier  gleidbartigen  ©rößen  bur4>  ein 
verl^altniß  bargeßeßt  n^erben  fann;  toeldbeo  rational 
ober  irralionaliß/  )'ena4)bem  A unb  B commenfurabet 
Ober  incommenfurabel  ßnb.  3m  «rßen  fe«?  e ==  bent  - 
ratinolen  S^ru4>e‘-^.  ©a  B =;=  Ae  = A . i unb  b z= 

a.~  Ißj  fo  entflei^f  B eben  fo  auo  k,  toie  b aus  a.  Sllfo 
iß  A : B = a : b,  unb  jebee!  Sßerl^ältniß  commenfurabeler . 
©rößen  fann  folgti4>  immer  burdb  bao  SSerbältniß  jm'eier 
rationalen  ganjen  bargeßeßt  werben,  '3m  §aßc 

ber  3»C0nimenfurabilitat  fann  bieo  nur  annäbernb  gefi^’e* 
ben,  wenn  man  für  ben  ©jrponenten  bie  fucceßoen 
rungowertbe  beO  obigen  i^etfenbrndbo  feßf.  ©a  bie 
berungowertbe  befanntli^?  abwe4>ffinb  größer  unb  fleinct 
plo  ber  SBertb  beo  ganjen  j?ettenbrucbe!  ßnb ; fo  wirb  mit 
4>ülfe  berfclben  ber  beo  ©ypopenten  auch  lei4>l 

jwißben  immer  engere  ©rAnjen  eingefcbloffen, 

©leid^b^it  ber  S3erb4ltntffe* 

8.  ?lritbmetifdbe  OJerbältniffe  ßnb  einanber  gleidb/ 
wenn  ibre©ifferenjen  einanber  gleidb  ßnb;  unb  jwep  gleidbc 
aritbmetif^>e  Sßerbältniffe  bilben  eine  aritbmctif4?e 
Proportion/  bercn  oHgemeiner  Sluobrucf  alfo 

A -T  B = A'  -T-  B' 

iß,  worauf  ß(b  foglei^  ergiebt: 

A + B^sA'+Bi 
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bi  1^.  in  lebet  octf^metifc&en  ^ropordon  ffnb  bie  ©ummen 
bes5  erfien  unb  lebten  unb  jweteen  unb  britfen  ©tiebeö  ein* 
onber  glei^».  3jl  B = A';  fo  ^eift  bie  Proportion  eine 
jletige/  bercn  (OHgcmcmc  §orm  atfo 

A — B = B — c 

iff.  B ^eigt  bie  miffiere  orit^metifc&e  propor* 
tionaljal^i,  boo  aritl^metifdbe  9Kittei; 

Aunb  C,  unb  es  errettet  Uid^t,  bo^,  B = 4^(A  + C). 
'£)iefe, Proportionen  (inb  fafl  »on  gar  feinem  ©ebrau(t>e  in 
ber  SHatfiematif,  weshalb  biefe  wenigen  ©emerfungen  ^in* 
reidi>en  mögen. 

9.  ®eometrif(be  Söerl^ditniffc  ffnb  einanber  gleid^/ 
wenn  i^re  Opponenten  einanber  gteidb  ffnb,  weit  bann  of* 
fenbar  in  beiben  95eriiö(tniffcn  bao  jweite  ©Heb  auf  einer* 
tep  2(rc  auo  bem  erflen  cntflel^f,  unb  swei  giei4>e  geometri* 
fc|)e2ßetl^(tni|fe  hüben  eine  geometrif^  Prop  ertion 
(proportio,  dvaXoyict,).  ®iefe  bep  bcn  SHeuern  ge* 
wö^nliü?e  Orfiötung  l^af  Ouctib  in  ©eiie^ungauf  gonje 
3ai)ien  VII.  Orfi.  20.  ©ep  ©rö^en  überhaupt  mußte 
bem  griecbifcjben  ©eomeferbic3rtcommenfurabitität@c()wies 
rigfeit  madben.  Or  giebt  ba^er  V,  OrH.  6.  foigenbe  ®e« 
ßnition  gleidber  SOcrbäitniffe:  ©rößenßnb  in  einetlep  Sßer* 
bättniß,  bie  erße  jur  jweiten  unb  bie  britte  jur  tnerten, 
wenn  bei  QSergleidbung  wiHfübrlieber  ©teicßrielfadbet  ber 
erßen  unb  britten,  unb  wiHfübrii^et  ©leicbrielfacber  bet 
jweiten  unb  nierfen,  aßenial,  wenn  bao  Sßielfa^e  ber  er* 
ften  größer,  f (einer  ober  eben  fo  groß  iß,  ato  bas  93iel* 
facße  ber  jweiten,  au^  bas  SSieifadbe  ber  britten  größer, 
fleiner  ober  .eben  fo  groß  iß  als  bas  Sßielfadb«  ber  oiecten. 


35ie  affgemeine  §orm  einet  geometrifcßen  Proportion 
iß  alfo 


A:B  = C:D,  } 


ober  nad[)  einet  anbern  ©ejeicßnung: 

A : B : : C : D .. 


Sßacß  ber  erßen  Orflörung  iß  B =z=  Ae,  D = Ce,  nad() 
ber  anbern  bagegen  glei^jeitig  für  jebes  poßtiue  ganje  n 
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iinb  m,  nkZ  mB  unb  nCZmD,  Wo  baö  3«{(|»enZgrbs 
ßer,  g(ei4>  ob«  f(dn«  bebeut«.  ^ ' 

10.  Se^'feltwr  b«  bdben  (SrfWrungen  brauchen  A,  B, 

C,  D ade  »ier  gtelcbarfige  ®r6fen  ju  fepn,  fonbern  nur 
A,  B unb  C,  D.  Sdtx)  ben  arü^metifcben  Proportionen 
ifi  bieo  natdrlidb  onbero.  werben  wir  nun  ^aupt|^4)‘ 

Udb  jeigen/  bop  iebe  ber  beiben  (Erfldrungen  eine  unmitteU 
bore  goige  ouo  ber  onbern  i|f. 

11.  @ep  bo^er  junädbfl 

A:B  = C:D  ' 

nodb  ber  erffenCrflärung,  unbfotg(i4>B=Ae,  D=Ce. 

3fl  nun  nA  Z mB;  fo  i(l  nA  Z na.  Ae,  nA  Z naeA, 
ri  Z me  , nC  Z meC , nCZm.Ce,  nC  Z mDj 
fo(g(i4?  auib 

A:B  = C;D 

na^  ber  jweiten  (Srfiürung. 

3(1  bogegen 

A:B  = C:D 

nach  ber  5Weifen  Crfiärung;  fo  i|i  gteidbseitig  nA  ZmB, 
nC  Z mD.  @ep  nun  B = Ae,  D = Ce'  (5.)  j fo  i(l  ^ 

nA  Z m.Ae,  nC  Z m.Ce'j  nA  Z meA,  nC  Z me'C; 

‘ n Z me,  n Z me',  ©dbe  eo  nun  swei  SEBert^e  »on  n, 
m,  für  wel^e  n =:  me  wäre;  fo  wäre  audb  n = me', 

otfo  e = ^ = e'.  ©übe  eo  aber  ni4>t.  5wei  fo((i>e  SEBer* 
t^e;  fo  fep  juerfl  e'  = e + e.  Slimrat  man  nun  bie 
ganje  m fb  on,  baf  me  > 1 , we(4>(b  immer  m6g« 
lid),  ba  man  b(of  m > -i  ju  nehmen  brau4)fj  foer^ßet 

(eid>fr  m®”  gönje  n immer  fo  anne^men  fann, 
ba^fie  jwif^en  me  unb  me  + mefädt,  ober  bap  n > me, 
n < me  + me  i(l,  b.  1^.  n > me,  n < m (e  + e); 
n > me,  n < me'.  £ßa^  bem  Obigen  ifi  aber  immer 
glei^jeifig  n > me,  n > me',  wel^eo  |idb  cinanber 
wiberfpri^f,  fo  ba0  alfo  nicht  e'  = e + e,  ober  e'  > e 
fepn  fann.  SBäre  ferner  e'  = e — e;  fo  nehme  man  m 
wieber  fo  on,  baf  me  > 1 ifi.  ©ann  wirb  man  n immer 
fo  annehmen  fbnnen,  ba^  eo  > me  — me,  < me,  b.  h* 
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> m(e  — e),  < me  j > me' , < me  fff,  ba  bo4>  Ittt* 
mec  jugUtd^ti  < me,  n < me'  fepn  mu0.  5Demna4> 
fann  audb  e'  nicht  < e fet;n,  fo  ba0  aifo  e'  = e ifl,  nnO 
A/  B,  C,  D öucb  na4>  ber  erfien  (SrfWrung  proportional 
■ finb.  5luf  eine  onbere  5Irt  ifl  bie  löetbinbung  jwifihert 
ber  neuern  unb  euctibifchen  ^^eorie  ber  Proportionen  hecge* 
flellt  in  ©at§  SIKgemeine  ©rö^enle^re.  ^olle. 
1820.  ©.  61.,  in  weidbem  SBerf^en  ilberboupt  bie  2ebre 
»on  ben  SUcrbaitniflTen  febrbeutiidb  unb  (Ire ng  auf  ganj  eie* 
ntentarem  SSJege  borgetragen  ifl.  2ln  biefem  Orte  f)Mt 
i4>  bie  2In»enbung  ber  .^ettenbrüdbe  für  poffenb.  201.  f. 
aud>  j»vep  2Iuffai§e  »on Pf leiberer  in  .^inbenburg» 
2Ir(hib.  II.  ©.257.  440.,  unb  Expositio  et  diluci* 
datio  lib.  V.  Eiern.  Eucl.  Auct.  Pfleideret  Tub.  1782, 
®ie  2ln»enbung  ber  euctibifcben  ^Definition  wirb  mart  am 
bcflen  auö  ben  (Elementen.  VI.  felbfl  fennen  lernen,  ber 
Sßortrag  ifl  flrenger  alö  in  allen  neuern  geometrifd>en 
SBerfen.  2>ie  ©^mierigfeit  ber  3ncommenfurabilitüC 
»irb  ganj  bermieben. 

12.  ®ie  bier@rb0en,  weldbe  eine  Proportion  bilben, 
heilen  ihre  ©lieber:  bao  erfle,  jtbeite,  britteunb  bierte. 

erfle  unb  britte  heilen  93orberglieber,  baOiweite 
nnb  biette .^interglieber,  jenefotbo^l,  al«  audbbiefe 
ähnlich  liegehbe  ober  ^ontologe  ©lieber,  bao  erfle 
unb  bierte  Ü u 0 e r e,  bao  jweite  unb  britte  m i 1 1 1 e r e ©lie* 
ber.  ©inb  bie  mittleren  ©lieber  gleich;  fo  ^»eißt  bie  pro* 
' Portion  fletig,  fonfl  biocref  ober  obgefonbert. 
©tetige  Proportionen  bejeichnet  man  flatt  bur4>  A:B  = 
B:C,  auch  fo:  “A.B.G.  5Daö  bierte  ©lieb  einer  je* 
ben  Proportion  heift  bie  bierte  proportionalgr&fe 
ju  ben  brei  erfien,  bao  mittlere  ©lieb  einer  (letigen  bie 
mittlere  Proportionalgr60e  jtbifchen  ben  beibett 
üu0ern,  unb  bao  bierte  ©lieb  einer  foldf^en  Proportion  bie 
britte  proportionalgr60e  ju  benbeiben erfien. 

13.  95erhültniffe  n>ie  ' 

A;B,  B:C,  C:D,  u.  f.  f. 

heifenaneinanberhangenb/  tbelchtÜman>  wenn 
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AiB  = A':B'  , 

B : C = B'  I C'  , 

C:D  = C’:D', 

tt.  f.  f. 

iflf  foBejei(|>ne(t 

A:B:C;D:...  ä A^B':C';D’;...  . 

^nbkfent  ^atte  fag(  man  ou^,  A,  B,  C,  D',  ...fe^en 
mit  A',  B',  C' , D',  ...  in  georbnefcr  Proportion! 
( Ordinata  proportio).  S3ei  Proportionen  Pon  folgen^ 
ter'Sorm:' 

A:Bt=D':E', 

B:C  = C:D', 

C:D  = B':C', 

D:E  = A':B', 

^ unb  eben  fo  Bei  meBrern  SßerBäifnijfen,  fagtraan,  biefc 
@r60enfepenin  jerfireuter  Pr  oportion  (Ferturbata 
proportio). 

SBenn  meBrere  ©r60en  A,  B,  C,  D mit  eben  fo  nie» 
. (en  A%  B',  C' , D'  in  georbneter  ober  äcrjheuter  Propor« 
tion  (tnb  / unb  eo  ijl  A : D = A' : D',  b.  f).  ts  perBäit  fi(^? 
bie  erfie  von  jenen  jur  (e^ten  non  jenen  ^ n>ie  bie  erfie  non 
biefen  jur  (e^ten  pon  biefen;  fo  fagt  man^  bie  @r6ßen  A, 
D/  A' f D' fepen  aug  bem  ©iei(^en  proportionial 
(ex  aequalitate,  ex  aequo). 

14.  ©egcBeneSöerBäitnifp; A:B,  C;D,  E;F,  G:H 
jufammenfe^en  Bei^f  ein  SSerbdltniß  A':B'  finben, 
für  »eidbeo,  wenn  a,  a",  a"  gewiffe  ©rbpen  Bes 
iei4>nen/ 

A : B = A'  i (t 
C:D=3o:o' 

EiP 

G:H=a":B' 

i|l,  unb  A'  zB'  Beißt  baö  aues  ben  gegebenen  SßerBüifniflen 
jufammengefeftte  (composiu),  weldbeo  man  au4) 
fo  Bejei4)net: 

A':B'  = (A:B)  + (CiD)  + CE:F)  +(G:H) 

SBerben  n gieidbe  SSerBaltniffeaufammengefe^tj  fo  Beißt 
bae  iufammengefe^te  jl)erBiUtniß  bao  nfadbe  Pon  einenr 
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bet  gegebenen  95erl^4(fnJffe,  weldbeö  man  au4>  burc^ 
, A':B' = n (A:B) bejefcbnef,  unb  ratio  multlpli- 
cata,  duplicata,  triplicata  nennt.  ®aö  ®op* 
peltt  unb  ®reifa^c  eine0  aSer^älfnifleg  auch  qua« 
b ratifdbeg  unb  cubifd>e0  ^er^iltni^,  weil,  wenn 
a;b  ein  SOerl^ditniß  in  ©oppelfe«  = 

a®;b2,  unb  2)ceifa4>eö  = a^  :b3  ift,  wie  wir  unten 
fe^en  werben. 

15.  S)er  bet  SDerl^Ättniffe  ijl  bie 

^l^eitung  berfelben  entgcgengcfc^t.  €in  Sßer^ältniß 
t^ eilen  ^cipt  es  in  mehrere Söcr^altniffe  jertegen,  but(^ 
beren  ^ufammenfe^ung  ba0  gegebene  ^er^altniß  ermatten 
wirb.  3ebe0  ber  gefunbenen  SSerbiitniffc  ^ei^t  ein  5 ^ e i i 
be0  gegebenen;  ein  aliquoter  ?^ei(/  wenn  bie  gefunbe« 
nen  Sßer^Sitniffe  'unter  einanber  oßc  gleich  pnb.  3ebc0 
QSielfad^e  eineo  aiiquoten  ^i^eilo  ^ti^t  tin  aliquanter 
^i^eit  3>ie  ganje  ober  gebroi^ene  gabb  wcl^e  einOJiclfo» 
^e0 , einen  aliquoten  ober  aliquanten  ^i)ei(  eineo  ^er^alt« 
niffeö bepimmt,  l^eipeber  Coefficient  bcffelben-  ©er 
zweite/  britte^  dberl^aupt  tite  li^eit  eines  ^erbältnijfes 
l^eipt  in  ^e^tig  auf  (e^teres  ratio  subduplicata, 
subtriplicata,  submulti'plicata. 

lieber  bie  l^armonifcbe  unb  contral^atmonif(^)e  ^ropor* 
tion  f.  m.  bie  entfpre^enbtn  3Irtifel;  non  bem  aupern  unb 
mittlern  85er^5(tnip  ben  ^rtifel  “ibMiung  (12.).  ©ie  im 
golgenben  ber  .Äür je  wegen  oft  nur  in^eidjen  auggebrücften 
©a^c  wirb  man  p4>  leidet  in  93}orte,uberfeften.  2Bir  wer* 
benunsnorjuglicb  an  bie  ©epnition  bes  (Euctibeg  l^attcn. 

16.  Sfladb  ber©epnition  beß  (Euclibcs  (äpf  pdb  nid>( 
überfc^en,  bap  unb  wie  ju  jeben  brei  ©röpen  A,  B,  C, 
wo  bie  bciben  erpen  gleichartig  pnb,  eine  nierfe  ^roportio* 
natgröpe  gefunben  werben  fann , obgleid)  er  aud)  bie  SOIög« 
lichfeit  biefer  2Iufgabe  bep  bet  ollgemeinen  ^h^orie  im  fünf* 
ten  Suche  nidht  »orauSfe^t,  wofür  er  aber  pd)  genöthigf 
peht,  mehrere  0ü^e  über  bie  ungleidhen  ^ßerhültniffe  in  bie 
2ehre  »on  ber  @leid>h«il  Öer  SOerhültnipe  mit  oufjunehmen, 
weld?eS/  wie  wir  fehen  werben,  fonp  nidht  nbthig  gewefett 
wäre.  §ür  hinten I6fet  ©uclib cs  bie  Aufgabe  VI.  12. 
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BefoitbÄö  auf,  unb  für  würbe  ftd^  bfc  ^uffSfuitg  teldbr 

ouei  VII.  19.  (f.  unten  39.)  cr9eben.^  £Ra6  ber  neuern  ^eorie 
fu(bf  man  ben  (g|rponcnfen  e beö  SÖer^üttniffeg  A : B , ber 
,ficb  audb  tm  §aÖe  bet  ^ncommenfuräbifitüt  burcbfinen  un= 
enbticben  ilettenbrucb  barfleöen  läßt,  unb  fe^f  X = Ce; 
fo  ifl  A:B  = C:X  (9.),  a(fo  X bie  gefui^fe  uierte  ^ros 
portionate.  ©oü  jwlfdxen  A G bie'  mittlere  «proportio*  . 
nale  gefunbeh  werben;  fo  fudjeman  bcri  (Opponenten  6 bed 
aSet^üItnijfed  A:C,  unb  feije  X = A.l^e,  weil  banft 
C = Ae:^A.r e.K e = X.re,  alfo  A:X  = X:G 
1(1,  inbem  ber  (Opponent  beibcr  93er^ültniffc=  }^e.  gut 
Sinlen  Ibfet  (Ouclib  biefe  Ulufgabe  Vl.  13.  auf^  aflgemein 
befannte  2lrt  auf.  (Soll  X fo  beflimmt  werben,  bof 
A:B==X:Gi(t;  fofuc^e  man  ben  (Opponenten  ebedSßer* 
l^altniffed  A:B,  unb  fe^e  X=  -i  G,  weil  bann  B=rAe 
unb  G =3=  Xe  i|f. 

17.  SBenn  A,  B,  G,  D gleidbartigc  @r60en  finb, 
unb  A = G,  B :=  D ifl;  fo  i(I  A : B = G : D. 

®a  nA  = -nG,  mB  = mD  ifl;  fo  i(t  jugleiö^» 
nAZ  mB,  nG  ZmD,  alfo  A;B  = G;D  (9.). 

18.  2öenn  A:G==BiG  i(?;  foi|?A  = Bi 

«ffiüre  A > B,  = B + fo  neunte  man  n fo,  bo|f 
n//  > G ijl,  uhb  befitlrtme  in  fo,  bo^  junac(?(?  mG  > nB, 
alfo  (m — 1)  G = nB  ifl.  35ann  i|l  mC  ~ G -j-  c < 
n(B  -f-  J),  mG  < nA,  ba  bO(b  mG  > nB,  gegen  bie 
Sßoraudfe^ung  (9.).  SEBüte  A<B,  i=B  — J ; fo 
ne^mc  man  wieber  iv/  > G,  unb  m fo,  baß  mG  > iiA, 
(m  — 1)  G ^ nA  S)ann  ifl  mG  — G + G < 
n(A  + J),  mG  < nB,  bobocß  mG  > nA,  gegen  bie 
SBoraudfe^ung.  5llfo  A ==  B. 

19.  2Benn  A;B  ==GiD  iff;  fo  i(f  au^  G:D=i 
A;B. 

SEBenft  nAZmB  if!;  fo  ifi  na^  bet  SBorausfeijung 
nG  z mD,  uub  folglidb  oucb  nA  Z mB,  wenn  nG  Z 
mD  ifi;  alfo  G:D  = A:B  (9.). 

V.  21  oa 
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20.  «ffieim  A:B  = C:D,  A':B' = C:D  tjt;  fo  t|l 
öU^  A:B  = A':B'. 

®a  (19.)  oud?  C:D  =A':B'  ifi;  fo  t(i  sugtei'd) 
TiAZmB/  nC  Z niD  unb  nCZmD,  nA'ZniB'; 
olfo  aud)  5ug(eid>  nA  Z i»A'  Z mB',  b.  j.  A:B  =: 
A':B'  (9.). 

21.  3(fa(foAvB  = 2I;25,  A':B'=2l':S5',A :B  = 

A' : B' , fo  fc^ließf  man  Ui6)t,  bo0  oud?  21 : 23  : 25'  i(?. 

22.  2BennA:B  = C:D  ifi;  fo  ijiaud?B:A  = D:C. 
9iac^  bet  Sßorauefc^ung  ifi  jugfei*  nA  Z mB,  nCZ 

mD ; alfo  offenbar  au^  augleidf?  mB  Z nA , mD  Z nC, 
b.i.  B:A  = D:C  (9.). 

3fi  oifo  C:A=:C:B,  fot|iA:C  = B:C;  ö(fo 
A = B (18.). 

23.  gut  A:B  = C:D  ifi,  wenn  ce, /?  gonje  ^a^fen  - 
bejeic^nen: 

, • aA  : oB  = ßC  : /!D  , 

aA  : /3B  = oC  : , 

_A  ^ £ D 

a a ß ß ^ 

_A  JB  _ JC  D 

a ' ß a ß 

Siacb  bet  SSorauOfe^ung  ifi  jugfcicbnAZniB,  nCZmD; 
ölfo  oudb  onA  Z «mB,  ßnC  Z /?mD  unb 

Ober  n.ßA  Z m.«B,  n.ßCZ 

m. /?D,  «nb  n.^  Z n.  jZ  m.  ^,tt>otau«5un* 

mittefbar  fid>  bie  erfie  unb  briffe  Proportion  ergeben.  Se5 
ifi  aber  aud)  jugieidb/  wenn  n«,  m/i  afö  einfad>e  ganje 
^a^ten  befradjfet  werben,  n«AZm/?ß,  n«CZm/?D, 
nad)  ber  Söorauefeijung , ynb  fo(glid>  . «A  Z m . ß\^, 

n . «C  Z m . /3D , worauß  bie  jweite  Proportion  - folgt, 
(gnblicb  fe^ 

-••4  = - = X; 

aß  a 

fo  ifi  ncd>  ber  jweiten  je^t  bewiefenen  Proportion: 

A:B  = C:ßX  , 
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5irfo  C:D  ==C:/3X  (20),  D = /?X  (22),  X = |, 
«nb  fo{9(id|> 

_A  jB  _ £ 

a ■ /S  ~ o ■ T ■ 

24.  3»  l«ber  ^roporriön  A<:  B = C : D für  A 2 B 
flud^  C Z D. 

§ür  jebeff  n,  in  {|!  nA  Z itiB,  nCZniD;  aifo  für 
n ’=  m 1 jugtei^  A Z ß , C 2 D. 

25.  ©inb  A,  B,  C,  D glncbardgc  ©roßen,  unb 
A:B  = C:D;  fo  i(?  für  A2C  auch  ß Z D. 

§ür  A=Ci|i  au(bB  = D (22.).  «ffiarefür  A>C, 
:=zC+J  oberB^D;  fo  nel^mc  nmn  nz/  > D,  unb  m 
fo,  baß mD  > nC,  (m  — l)D^nCtß.  3)ann  l|? 
mD  — D -f  D-<n(C  + z/),  mD  < nA.  2lber 
niB  ^mD;  alfo  um  fo  me^r  mß  < nA,  unb  folglidß 
jugteidb  nA  > mB,  nC<mD,  gegen  bie  Cßorauo«, 
fe^ung  (9.).  §ür  A < C iß  C > A.  2!ber  C;D  = 
A:B  (19.).  2Ilfo  nacß  bem  oben  ißewiefcnen  D > B 
Ober  B < D.  Solgti4)  jugtei(^)  A Z C,  BZD. 

26.  ©inb  A,  B,  C,  D gieicßareig,  uitb  A:B=r; 
C:D;  fo  iß  au(b  A:C  ==  BjD. 

2Begen  ber  5öorau«fe^ung  iß  nA : nB  = mC : mD 
(23.).  2l(fo  jugieicb  nA  Z mC  , nB  Z mD  (25.), 
Solgiicb  A:C  = B:D  (9.).  , 

27.  SOlif  ben  vier  ©fiebern  /eber  Proportion  gfeitfi* 

artiger  ©roßen  fann  man  fofgenbe  acht  ^erünberungeti 
vornehmen : . 

1) A:B  = CsD 

2)  A:C  =:  fi:D  (permutando  «.  ricuaim.) 

3)  B : A = D ! C ( invertendo. ) 

4)  ß!D=  A:C 

5)  C:A  = D:B 

6)  C:D  = A:B 

7)  D:B  = C:A 

8)  DiC  = B;  A 

2)  folgt  owö  1)  no4>  (26.);  3)  au$  1)  (22);  4)  aui 

3loa  2 
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3)  ncid)  (26.);  5)  aug2)na(&(22.);  6) au3 5) nac^ (26.) ; 

7)  aus  4)  nad;  (22.);  8)  aus  7)  mö)  (26.). 

' 28.  A;B  =C:D;  fo  i(l 

A + B:B=:  G4-D:D,(  componendo  ) ; 

A + C:B  + D = A:B  = C:D,  ( antecedente»  et  conse- 
queiites  simunando)  ; 

A — B:B=C..-D:D,.  (dividendo ) ; 

■A  — C:B  — I)  = A;B  = C:D,  (autecedentes  et  coiue- 
quentes  differentiando  ) ; 

A:A  + B=:C:C  + D,  ^ convertendo  ). 

Steifen  unb  »ierfcn  gatte  müffen,  wie  ji^)  bon  fctbjl  _ 
»erjle^f,  afle  vier  ©(icber  gteid^articj  fei;ti. 

gür  beliebige  d,  m fe^  n(A  + B)  ^mB,  nA  + nB 
“ mB;  fo  mB  > nB,  m > n.  2Ufo  nA;(m  — r>)B 
= iiC:(m— n)D  (23.),  unb  folglid;  jugteid)  nA  2 
mB  — nB,  nC  Z niD  — nD  (9.),  n(A  + B)ZniB, 

J1  (C  + D)  Z niD.  ®a  nun  nad?  bet  2Innal?me  n (A  + B) 

= mBi(l;  fo  i(t  auch  n(C  + D)  = mD.  gutn(A+B) 
> mB  i(!  aud?  n(C  + D)  > mD.  ®enn  es  ij!  C:D 
= A:B  (19.),  unb  folgli^,  nad?  bem  fo  eben  Sewief^ 
nen,  wenn  n(C  + D)  ^mü  wate,  auch  n(A  + B)< 
mB,  ba  bod?  n(A  + B)  > niB.  2ltfo  i|l  jugleid? 
n(A  + B)  ZniB,  n(C+D)Z  mD,  wotauS  unmits 
felbat  bie  etfle  ^topotfion  folgt.  ^ 

9ttad)  (26.)  iji  A:C  =B:D.  2llfo  nacf)  bent  fo 
eben  Sewiefenen  A + C:C  = B + D:D,  unb  folglid? 

' (pfc.inutando)  A + C:B + D = C:D.  2lbet  nach  bet 
SÖotouofeQung  A : B = C : D.  2llfo  A + C : B + D = 
A:B(20.)  = C:D. 

©et;  fetnet  A — B:B=X:D;  fo-ifl  nadb  bet  etffen 
^toportion : A : B = X + D : D , obet  B : A = D : X + D 
(22).  91a(^?  bet  Sßotauefeijung  obet  B t A = D : C (22.). 
21lfo  D:X  + D = D:C(20.).  2llfoX  + D=C 
(22.),  X=  C — D,  A — B:B  = C — D:D. 

©a  nun  nadb  bet  SSotcu^fe^ung  A : C = B : D (26.) ; 
fo  ijl  na(f?  bem  fo  eben  Sßewiefenen : A — C:C  = 

B — D:D,  A—C:B— D = c:D  (26.).  21bet  A:B 
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= C: D (93or<!fO.  5l(fo  A — c :'b  — D = A t B (20. ) 
= C:D.  f > 

ferner  fe^  A t A — B = c : X ; fo  i(l  nod(?  ber  briffett 
l^icr  bewüfentti  Proportion:  B:A  — B = c — X:X, 
A — B:B  = X:C  — X (22.).  2lberA  — B:B  = 
C— D:D.  2I(fo  Xtc  — X = C— D:D  (20.).  golg* 
Ii4)i  no^  ber  er|?cn  ()iet  beioiefenen  Proportion:  c:C — X 
= C:D.  2Ufo  C — X = D(22.),  X = C — D, 
A;A  — B = c;c— D. 

S)aA:B  = c:D  (S5orgf.);  B:A  = D:c(22.) 
ifl;  fo  ijl'nacb  bcc  crflen  l^ier  bewiefcncn  Proportion : 
A + B:A  = c + D:c.  2Ufo  A : A + B = c ; 
C + D (22.). 

29.  A:B  = A':B'  = A":B"  = A'":B'"...., 

unb  ade  ©ro^en  gteidbortig;  fo  folgt  burdb  me^rmolige^n* 
tocnbung  ber  jrocifen  Dorier  bewiefenen  Proportion  U\i)t, 
bo^  A + A -i-  ii!'  4*  + . • • : B + + ß"  + B * 

= A:ß. 

30.  §ur 

A : B = A' : B' . 

ijl  immer 

A:C  = A':C'. 

SJÖare  bieö  nicht;  fo  fe^  juerfl  A:C  =A':C'  + -i^* 
9dim  nehme  man,  tveicheo  ofl^enbar  immer  mögUdh  iff/ 
ni,  m',  n fo^  bo0  raJ  > A'  + b'/  m'ß'  >■  naC', 
(m'  — 1)b'  ^ niC'/nA'>  niß',  (n  — 1)A' ^m'ß' i|T|j 
fo  i(f  ouch  m'ß'  ^ mC'  + B%  nA'  = m'ß'+A',  b.l.  nA' 
^ mC'  + B'  + AV  n A'  < mC'  + n A'  < m (C +J).' 

X>a  aber  m'ß'  >•  mC' , nA'  >■  m'ß'  iji ; fo  ifi  na^  bet 
Sßorauefeßung  auch  nVß>mC,  nA>m'ß(9.),  unb 
folgti^  nA>mC.  2Ufo  jugteicb  nA  > mC,  nA'  <C 
ni(c'  + ^),  welcbe«  wegen  A:c  = A':C'  + ^ ni4>f 
fepn  f önhte  (9.).  @ep  nun  A ; C = a'  : C — ^ ; fo  mu^ 
A' : (7  = A : c + ^/'  fepn,  fo  baf  nämli^  C wdcfejl.  ölimmt 
man  ndmlicb,  weli^yee  o^enbat  immer  mbglich  ijl,  m unb  n 
fo,  bapni.i/>A',  nA'^niC',  (n 1 ) A' > mC' ; fo 
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l|lnA'+  A'  — A'>niC'  — raJ^,  nA'>m(C'^-^^). 

2l(fo  iwegcn  obiger  53ropoction  nA  > mC  (9.).  3Bdre 
nun  A' : C'  = A : C — ; fo  wäre  wegen  n a'  < mC'  oudb 
pA  <*n(C — ?Iber  nA>mCunt>nA^m(C— ’/i/') 
wiberfpridbf  fidb-  ^olglid;  i(l  A' : C' = A : C + , wenn 

a:C  = A':C'— ^ ip.  S>a  aber  A':B'=a:B,  B':(7 
= B : C(S3oraue;f.);  fo  fann  nach  bem  juerft  ©ewiefenen  nicbf 
A':C'  = a;c  + J'f  affo  oudb  ni^t  A:C=A':C'— ^ 
fepn.  Soigiid)  we&er  A:C=A':C'  + 4/  nod>  A;C 
= A':C'— 2I(fo  A:c=A';c't 

31.  %U9 

A:B  = A':B' 

B:C  = B':0’ 

M:N  = M':N' 

N;P  = N':F 

folgt  mtftelfl  nte^rmatiger  ^Inwenbung  »on  (30,)  fei^f  , 
A:P  = A':P'. 

32.  2Benn 

A:B  = B':C',  N 

BiC  = A':B' 

m fo  {|f 

AiC  = A':C'. 

©ep  wie  Dörfer  juerjl  A j c = A'  t C'  + ^ , unb  man 
ne^niem,  m',  n fo,  ba0  m^> A' + B',  m'ß'>mC', 

(m'  — l)B'^mC',  nA'>ni'ß',  (n  — 1)A'^  nj'B' ; 
fo  jeigf  mon  wie  in  (30.),  bap  nA'  < m(C'  + ^). 
SEbegen  ber  SOorauöfe^ung  i(l  ober  oud>  m'A>mB,  nß 
> m'C.  * 2l(fo  oucb  m'nA  > mnß,  mnB  > mm'C, 

«nb  foigtidb  um  fo  me^r  m'nA  > mm'C , nA  > mC. 
Sltfö  jug(ei(jb  »A  > niC,  nA'  < m(C'  + ^)/  weldbeß' 
wegen  ber  ongenommcnen  Proportion  ungereimt  i(l  (9.). 
SEöäre  a:c=A':c' — 4;  fo  fbnnte  mon  wie  in  (30,) 
jeigen,  boß  a':C'=A:C  + //',  eine  Proportion,  beren 
Ungereimtheit  gonj  wie  in  (30.)  no(^gewiefen  wirb.  §otgs 
lidb  ifl  Weber  A : c = A' ; C + ^/ nod?  A ; c ==  A' i c' — 
olfo  A;C:?=A':c', 
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33. 

*'  A:B  = N':P'  ' . ' 

B:C  = M':N' 

' i ■ 

M:N  = B':C'  ' 

N;P  = A':B' 

vfofsf  mffferfl  mel^rmaliger  Slnwen&una  öon  (32.)  UlAtx 
A:p=a':p'. 

34.  nun 

A :B  = M :S 
A'  :B'  = X :S' 

A":B"=X':SB" 

«•  f.  f.  ‘ 

fo  tfi  ou(|>  (a:b)  + (A':b')  + (a":b")  + ...  = 
(2I:5B)  + (2r:S3')  + (r:0")  + ....  (14.). 

©«9  M:N  = (a:b)  + (A'JB')  + (A":  b') 

+ ....,  ÜJi:32  = (2l:S5)  + (2I':S3')  + (2l":SB") 

+ ....;  fo  iji  (14. ).t  - 

A:B=M:o  ;2C:S=sj}i:^ 

A’  : B'  = o : o'  ; X : _S3'  =.  /S  : jS' 

A":  B".=  o':  a"  ; X':  58''=/»'  : ß" 

A(n):B(»)  = o<n->):o('»  ; X”);S5(»)  = yS(n-0 ; /J(n) 

, A(“**);B(n«)  = «OO  : N ; = ßW-M. 

§o(3(ic()  na4?  t>ef  95oraue!fe^ung: 

M : a = sw  : /S  ' , 

a : a = ß : ß'  , ■> 

a : o"=  ß"  : ß" 

« • • • • 

aC“-*);o(»)  = /S(n-*):yJ(n) 

oti>) : N = ßW  : 91  ‘ 

njorauß  M:N  = 9)i:a^  (31.). 

35.  ®a  nion  olle  Sßcr^aleniffe  im  »origen  ©o^e  ot6 
gtei4>  onne^men  fonn;  fo  folgt  oues  bemfelben  unmitfcl* 
bar,  bop  für  A:B  = 21:^,  ou4>n(A:B)  =n(’)l;!0) 
ift,  für  iebeö  gonse  n. 

' 36.  3ff 
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A : B = a : S5 
B : C = ö : 6 
C:D  = 6:» 

D : E = ® : e ' 

U.  f.  f. 

fo  fic&A  + ß + C + D4-...-5«  irgent»  ejncm 

ouf  fcer  Unfen  @eUe  beg  @lel6l^fife!jfid}eng,  »ie 
5l  + S3  + €^  + 3)  + ...ju  bem  glei^jfteüigcn  ©Hebe 
<u»f  bf r rc4?t«n  ©<ite.  ®emi  cs  i|l 

A + B:B  = a + 58:S  (28.) 

B:C  = S:6  (Säcrau«f.) 

A + B:C  = a + S8:S  (30.) 

A + B4.C:C  = a + aS  + 6:S  (28.) 

C;D  = 6:®  (SBotauSf.) 

A + B + C:Dz=  a + 85+  6:®  (30.) 

«.  f.  f.  «.  f.  f. 

D:A  = ®:a  (30.  22.) 

A + B + C:A  = a + 83  + <5:a  (30.) 

|inb  fo  ouf  a^nlid[)e  2Ift  für  jebc  jwei  onbcre  ©(lebcr, 

» 

ga^Icnproportionen.  , 

37.  3«  jebcr  ^ol^lcnproportton  finb  bie  ^robucfc  bcc 
Äußern  unb  jnittlern  ©lieber  einonber  gtcidl). 

3ß  namliil)  a:b  = c;d,  b = ae,  d==ce(9.)j 
fo  iji  oud^  bce  = ade,  bc  ==:  ad. 

38.  ?lus  jwei  gleiten  ^robuefen  laßt  immer  eine 
Proportion  bitben,  fo  büß  man  bie  gactoren  bes  einen  ju 
inittlern,  bie  bes  onbern  ju  Äußern  ©liebem  mo4)t* 

?lus  pq' = p-q  folgt  j.  33.  p-’P'  = 9-9*^  ®enn 
fei  p'  = pe,  q'  = qe';  fo  iß  pq'e  = p'qe'* 
p = e',  ba  pq' = p q. 

39.  3luS  a:b  c:x,  a:y.  = y:t>  folgt  leiß?t 

X = ^,  y = V~ab/  bie  Befannten  Formeln  für  bi?  ' 
Vierte  unb  mittlere  Proportionaljabl. 

2>aS  aritbrnetifeße  SHittel  ^(a+b)=m(8)  jTOifdben 
« linb  b iß  immer  größer  alöbos  geometrif4>e  J^'ab=m'. 
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9)?an  erl^dff  nämli4>  (eid^f  ^ (a— b)*, 

woraus  er^ellef,  ba^  m*  — m'^  jmmtc  eine  pojifib? 
0rö0e , atfo  m > m'  j[t.  i|? 

m — m'  = j~~\ » 

4 (^m  + m ) * ' 

foba^otfom — m'beffo  f feiner  iß,  fe  weniger  a unb  b 
»on  einanber  berfefeieben,  «n&  U gr^pec  biefe 
fic|)jtnb,  bam,  m'mir  a,  b wad;fcn. 

40.  giic  a:b  = c;d  i(i  für  jcbes  gon5C  obergeko^ 

ebenen,  a":b"=c":d“.  S>enn  b = ae,  d — ce, 
b'‘=  a".e",  d"  = c".e".  ‘ ■ 

41.  5lu$ 

a : b = c : d; 
a'  : b'  = c'  : d', 

‘ e":b"=c":d", 


folgt  feidbfJ  < 

aa'a" . . : bb'b" . , = cc'c"  . . : dd'd" . . , 

bab  = ae,  d = ce;  b';=paV,  d'=cV;  b"=a"e", 
d"  = c"e";  u.  f.  f. ; offo  bb'b"  . . = aa'a"  . . ; X 
ee'e"  . . .,  dd'd". ..  = cc'c"...  X ee'e"...  i|f.  S)icS 
nennt  manjwfammcnfc^ung  ber  Proportionen, 
nnterfebieben  bon^nfamnienfegung  betSßerb^ltniffe  (14.), 
5lus 

a : b = a: /S 
a'  : b'  = /S : y 
a”  : b"=  y ; d 
a"':b"'=d:« 

fofgt  nadb  bem  Obigen : 

aaV'a'"  ; bb'b"b"'  =;=  aßyd  : ßydt , 

woraus  na^  (23.) 

aa'a-V":bb'b"b'"  = o:». 

42.  0ollen  bie  95erba(tniffe  a:b,  c:d,  e:f,  g;h 
in  eins  jufammengefc^t  werben;  fo  fuebe  man  fucceftive 
bie  bierten  Proportionaljablen  x,  y,  z,  ß für  bie  wifffübt» 
ficb  angenommene  Proportionen; 

a :,b  = a : X 
c:d  = x:y 
e: f = y : I 
g;  h = Zißi 


I, 


I 
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(a:b)  + (o;d)  + (e:f)  + (g;h)  = u-.ß. 

Slbcc 

aoeg  : bdfh  = o:^  (4l.)  . 

9Ufo  aceg:bdfhba6  gefuc|)fe  jufammeti3efeftfc95crl^5ttniß. 

^ietawö  crgiebt  ftcb  unmittelbar,  bapn(a;b)z=: 
a"  : b"  , unb  foigU^?  ^ (3-^)  = a •’  ^b,  roeU 
xi(y^ atY'b)  = (y^ a)":(^b)"  = a:b  ifi.  (£nb» 
li4?  i(l  oucb^(a.-b)  ==  m.i(a:b)==m(}^a;J^b) 

n n JH  iS. 

= )'"  ••  ( )“  = a" : b" . 

43.  ©egcbene  93cc^aitni(fe,  bie  nidbt  an  einanber  l^an* 
gen , fönncn  lei(bt  an  einanber  l^angenb  gemadbt  »erben, 
wenn  man  bie  ©lieber  eineg  jeben  mit  bem  ^robucte  bec 
^jinterglieber  aHer  »ot^erge^enben  unb  bem  ^robucte  bcr 
tÖorberglieber  aßcr  folgenben  multiplicirt.  3-  23.  für  »ier 
Sßer^ltniffe  a : b,  c : d,  e ; f,  g : h erhält  man : aceg : bceg, 
bceg.’bdeg,  bdeg.-bdfg,  bdfg;hbdf. 

44.  '@olI  eine  ©ro0e  A in  mehrere  '^^eile  X,  Y,  Z, ... 

jerlegt  »erben,  »el(jbe  ficb  »ie  gemiffe  a,  b,  c, . .. 

»erhalten;  fo  ^at  man  na^i  ber  ©ebingung  folgenbe 
Portionen; 

asb  = X:  Y 
b:c  = Y:Z 
c : d = Z : V 


gotglid^  nad(j  (36.) , ba 

X + Y + Z 

+ .• 

a + b + 

c ; b = A 

:Y  , 

a b -|- 

c + • • : C = A : 

;Z  , 

a b 

c + • • : d =:  A 

:V  , 

u.  f.  f. 

»oraug  leid&t  folgt: 

Y - z 

oA 

V 

a-t-b4-c  + ...  ’ 

a b c-^  ...  * 

dA 


U.  f.  f.  U.  f.  f. 

unb  mitteip  ber  erjten  Proportion: 

Y _ 

“ a4-b+c+  ...  • 


a-J-b-j-c-j-. . ■’ 
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S3er^4ftntf» 

45.  2)ie  einfa4>e  unb  sufommengefe^fe  Sfegula  be  fri, 

Ic^fere  bm  Oted|)enmeij?crn  noch  ber  2Inja^{  ter  gege* 
bcnen  aud)  Dvcgula  quinquc,  fepfem,  u.  f.  f.  ; 

genannt,  finb  tei^Jfe  '^Intvenbungen  ber  »or^erge^enbeti 
?^eoric  auf  im  gemeinen  2eben  »orfommenbc  ©r60en,  ' \ 
unter  benen  man  jmifcben  ©rö^en,  bie  einanbec  gerabe 

Ober  »erfe^rt  pcoportionai  fInb,  ju  unterfcbeiben  ^at. 

@rö0en  finb  nümli(^)  einanber  gerabe  proportional,  wenn 
mit  einem  5JBad^fen  ober  5lbne^men  ber  einen  oudb  ein 
SBadbfen  ober  'Slbne^men  ber  anbern  »erbunben  ifi;  ifiaber 
mit  einem  ?SBa^fen  ober  5lbne^men  ber  einen  ein  2lbnc^? 
men  ober  2Ba^fen  ber  onbcrn  »erbunben;  fo  l^ci^en  fte 
t)erfcl)rt  proportional.  SBaaren  unb  greife,  2lrbciter 
unb  Beit  bei  gleicher  2lrbelt,  finb  ©eifplele  belber  2lrten. 

46.  35ic  SOiet^obe  ber  DCecfjnung  wirb  oug  folgenben  - 
©fcmpeln  beutlidb  »erben. 

1)  2?äJigp.  12©dbeffel  SBaiien  fofien  83  tblr.  ISgr, 

4 Pf.  2Bo0  fofien  120  SBigpeln? 

Eingabe:  2 12  ©cb.  — 83  t^lr.  18  qr.4  pf. 

^ Srage:  120  2Ö.—  X.  ' 

S)it  ©r6f cn  finb  gerobc  proportional,  2llfo  x > 83  tblr. 

18  gr.  4pf.,  fo  »ie  120  SEB.  > 2 2ö.  12  ©cb.  ifi, 
Solglicb  ' ^ w I 

2 2B.  12  ©*.  : 120  SB.  = 83  18  gr.  4 pf,  ; * 

1:48  = 83  tt)lr.  18  gr.  4 pf.  : x (23.) 

670  — ' 2 — 8 — (8  (39.) 

X = 4020  — 16  (6 

2)  Bur  23efleibung  einer  SBanbfinb  120  ©ffen  Tape- 
ten nötl)ig ; »enn  fie  1 ©Oc  breit  finb,  S5Jie  Piel  ©Uen 
brau4?t  man , »enn  fie  breit  finb  ? 

Eingabe:  1 ©de  — 120  ©den 

grage : x — . 

S)ie  ©r60en  finb  Perfe^rt  proportional.  4 > 1 , 

X <;  120,  2Ilfo  ifi  bie  Proportion: 

4 : 1 = 120  : X 
. 5 : 4 120  : X 

1:4=  24  X 

2llfo  x = 4.24  (39.)  = 96. 
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Sie  9fe(^)etmid|?er  unfcrf(j(>eiben  jwif4>en  gecaber  unb 
terfe^rfec  £>\egu(ci  be  tri. 

3)  5ÜC  bie  jufammcngefe^tc  Dveguta  be  tri  l^abe  man 
, fotgenbcs  (Simpel: 

120  SIrbeifcr  l^aben  in  3 ^agen  in  einet  2dnge  non 
125  §uf  / 52  §u|j  breit,  6 Srbe  aufgebammt. 

SSJenn  nun  460  §u0  in  ber  2dngc,  45  inberSreite,  4 
in  einem  5age  aufgebammt  werben  foßen;  wie 
»ieie  2Irbcitec  würben  n6fl)ig  fetjn? 

9)?an  unterfd?eibe  Eingabe  unb  ^rage: 

125'  t.  52'  b.  6'  t).  3 St.  120  2t. 

460'  — 45'  — 4'  — 1 — X 

iinb  fi%e  3wifd)engröpen  t,  u,  v,  z,  u.  f.  f.  ein,  beren 
Sebeutung  ouo  fotgenbcn  2lnfatten  (eicbt  erließen  wirb;  ' 

125'  l.  52'  b.  6'  t).  3 Z.  t20  2t. 

460'  — 52'  — 6'  — 3 — t — 

400'  — 45'  — 6'  — 3 — u — 

460'  — 45'  — 4'  — 3 — r — 

460'  — 45'  — 4'  — 1 — 5f  — 

®a  in  jeben  5wei  aufeinanber  fotgenbcn  Oiei^en  nur  jwei 
befannte  ©rbgen  ungleid)  finb;  fo  ^at  man,  jcnad>bem  bie 
©roßen  gerabe  ober  ncrfc^rt  proportional  finb,  fog(eid> 
fotgenbe  Proportionen : 

125  : 400  = 120  : t 

52  ; 45  = t : u 

6 : 4 = u : V 

1 ; 3 = r : 3C 

worauö  (41.)  ^ 

125 . 52 . 6 . 1 : 460 . 45 . 4 . 3 = 120 ! X , 

_ 460 . 45 . 4 . 3 . 1 20 
* 125 . 52 . 6 . 1 ' 

23or  ber  9ved)nung  fann  man  im  «*^55  Olcnner 
bicfee  Srudbo,  ober  in  ben  erßen  unb  jmeiten  ober  erßen 
nnb  britten  ©liebem  obiger  Proportionen  aufl)cben,  wao 
fl*  auf()eben  läßt.  üDer  praftif*e  proportionöauffa^ 
fie^t  fo  ouo: 

125  : 460 
52  : 45 
6 : 4 

1 : 3 


I = 120  : X . 
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3)ie  Oved^jttuttg  wie  »origer.  <8te  gteBf  x ^ 764t^^, 
b.  764  51.  werben  nid)(  ganj  in  1 fertig,  765 
efwaö  frül^er. 

9]ci4>'ber  25afeböwifct)cn  Dvegct  fi^)rci6f  man bie 
SIngabe  auf  bie  Unfe,  bie  §rage  auf  bie  rechte  ©eite  clne3 
• 8Dertifatfir|c|?0 , wie  folgt: 


120  2t. 

X 

2t. 

125'  l. 

460' 

l. 

52'  b. 

45' 

b. 

6'  i). 

4' 

l). 

3'  Z, 

1 

Z. 

Üt)le0  nennt  man  ben  unberidbtigfen  5Iuffa^.  ©r  wirb 
bericBtigf,  inbem  man  alle  ©rößen,  bic  mit  ber  gefu4>ten 
gerabc  proportional  finb , bcrfe^t: 

120  2t.  X 2C. 

^ 460'  l.  125'  U 

45'  b,  52'  b. 

4'  6'  ti. 

3 SE.  1 'S£.  ' , 

©ie  »erfel^rt  proportionalen  ©r60en  bleiben  flel^en.  2lnf« 
unb  re4)tg  bes  ©tricbo  wirb  aufgehoben , was  ftd)  oufhe^ 
ben  Wft,  unb  etwa  oorfommenbe  23rud2e  b'urd?  DJZultiplU 
catlon  mit  einerlei  owf  beiben  ©eiten  weggefdjafft. 
5)a8  ^robuct  ber  Schien  linfe  buvd)  baß  ^robuct  ber 
fahlen  recht«  bibibirt  giebt  x.  Sic  ©rünbe  erhellen  au« 
bem  obigen  ^roportionßauffa^e. 

!9iif  biefer  Dfegel  bem  wefentlichen  nodh  einerlei  i|l 
bic  bei  ben  9vc(^enmei|Iern  fo  berühmte,  nach  bem  ^oHün* 
berbcSteeO  benannte  Dleefifchc  Die  ge  l.  Sie  gragea 
johl  X fe^e  man  oben  auf  bie  linfe  ©eite  eine«  SPertifaU 
flrich«,  unb  f4>reibe  jeben  ©o^  ber  ^rage  auf  bie  linfe 
ober  redjte  ©eite,  i'enachbem  er  mit  ber  gragejohl  »crfehrC 
ober gerabe  proportional  ijl,  wie  folgt: 

X 2C. 

460'  t. 

45'  b, 

4-  l). 

1 Z, 
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©te  ©a^e  b<r  Eingabe  werben  fobamt  ben  gteid[?nami» 
gen  ©ü^en  ber  §rage  gegenüber  gefc^jrleben  X 


X 2C.  ' 

120 

2C. 

125'  I, 

460' 

l. 

62'  b. 

45' 

b. 

6' 

4' 

b. 

1 SE. 

3 

Slufgel^oben  wirb  wie  üorl^er.  3)a«  ^robuef  aller  S'^f^len 
recbWbur^bag'Probucf  aller  '^al)Un  llnfg  bwibirf  gtebf  x. 
fSfl.  f.  ÜK6nnidi)ei  Se^rb.  b.  SDlaf^.  I.  Berlin. 
1800.  @.  206.,  norjüglid;  aber  SB.  2.  SBilligö 
gtünbUcbe  Sßorflell.ung  ber  reeftfd^en  allge^ 
meinen  3{egel.  2 SSünbe.  Bremen  u.'  ©6tf. 
1759.  1760.  «nb  allgemeine  Dvcgel  ber  Üveebens 
funfi  (a.  b.  .^oß.)  überfeijf  non  2.  S9i.  ita^le,  in 
brei  2lu0gabcn:  1739,  1743,  1751. 

S)ie  ©efeßfcbaftoregel , 5?eltenregel  ober  9\egel  9)?uls 
fipley,  au^  Conjointe,  Slßigafionoregel  u.  f.  f.  grünbett 
fiebalie  auf  bie  2e^re  non  ben  Sßer^altniflfen,  unb  jinb  in 
ben  i^nen  eigenbo  gewibmeten  Slrtifeln  nacb3ufe^en.  ©. 
au(^)  Dvegel. 

Ungleichheit  ber  S5erh<J^f»*Tr^* 

47.  SSer^altniffc  heißen  ungleid>/  wenn  ihre  ©ppoa 
nenfen  ungleich  ßnb,  unb  jwat  heißf  bas!  SßerhälCniß 
grbßer,  weicheeben  fleinern ©pponenfen  hot unb  um» 
gefehrf.  3(1  nämlich B=Ae,  B'=AV,  unbe<e'j 
fo  i(l  Aj B > A' : B',  weil  in  ber  ^1)^»^  iw  iöerhälfnijfe 
5u  B größer  iß,  ale  A'  ju  B'.  9lad>  © u c l i b (V.  ©rfi. 
8.)  heißt  ein sberhältniß  größer  ale  einanbere,  wenn 
in  irgenb  einem  gatte  bae  nfad^e  ber  erßen  ©röße  größer 
iß  ale  bae  mfadje  ber  jweifen , unb  bae  nfache  ber  britten 
nicht  größer  ale  bae  mfache  ber  »ierten.  S)ae  anbere  S5er» 
hältniß  heißt  bann,  f lein  er.  2lue  biefen  ©rflarungen, 
nerbunben  mit  (9.),  ergiebt  ßch  unmittelbar,  baßeinSßer» 
haltniß,  welchee  weber  größer  noch  fleiner  iß  ale  ein  an» 
bere , biefem  SSerhältniffe  gleich  fe^n  muß. 
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48.  3ebe  tiefer  beiten  (ErfWrungen  ifl  eine  §o(ge  an« 
ter  entern. 

@ei  juerfl  A : B > A' : B'  nadt  ter  er|!en  Srf iSrung, 
fo  to0  e < e'  für  B = Ae,  B'  = A'e'.  2}?an  nel^me, 

wel(^e«!  offenbar  immer  mbgtidt  ift,  einen  25rudb  ~ t ter 

> e,  ^ e'  ijf;  fo  ifl  n > me,  n ^ me',  nA>»meA, 
nA'  ^ me'A',  nA  >»  m .Ae,  nA'  ^ m . A'e',  nA 

> mB , n A'  ~ mB' , otfo  A : B > A' : B'  nad;  ter  (Ers 

f idrung  beö  (E  u c i i t e o.  2ßare  A : B < A' : B',  oifo  A' : B'  • 

> A : B;  fo  wörte  man  wie  »or^er  fefjUe^en. 

tagegen,A:B  > A':B'  nodb  ter  (Erfiarung  teö 
(Eucliteo;  fo  gibt  eg  jmei  ganje  3<^(enn,  m,  für 
meldte nA  > mB,  nA'  ~ mB',  a(fo,  wenn  B — Ae, 

B'  = A'e'  (5.)  ifl:  nA  >■  m.Ae,  nA'  ~ m . A'e', 
nA  > meA,  nA'  ^ me'A',  n >•  me,  n ^ me' , 

A:B  > 

Is!  :B'  na^  ter  erflen  Crfförung. 

2Bir  folgen  »orjügiid^  mieter  ter  ^Definition  teg 
cUteg.' 

49.  ein  föer^äitniß  A : B grbger  atg  ein  antereg 
A':B'j  fo  fann  eg  nid)t  auch  5ugtei(t  f (einer  fe^n. 

§i5r  jwei  ganje  ^a^ten  n,  m ifl  nämlidb  nadf?  ter  2ßor« 
augfe^ung  nA  > mB,  nA'  ^ mB',  unt  eg  ifl  jn  be» 
weifen,  taß  eg  nid>t  jwei  ^al^len  n',  m' geben  fann,  für 
welche  n'A' > m'B',ji'A  ~ m'B  ifl.  .Äbnnfe  ndm(idf> 
S5eiteg  jugleidt  flatt  ffnten ; fo  wäre  and)  nm'A  > mm'ß , 
n'mA  ^ mm'ß.  5l(fo  nm'A  >•  n'mA , nm'  >■  n'm. 
(Eg  wdre  aber  au4>  nm'A'  ^ mm'ß' , n'mA'  > mm'ß'. 
5IIfo  n'mA'  > nm'A',  n'm  > nm',  wefdfjeg  tera  DbU 
gen  witerfpri4)f. 

50.  2Benn  A > B ifl ; fo  ifl  für  fete  trifte  mit  A 
unt  B g(eid[>artige  ©rb^c  C,  A:C  > B;C,  unt  C:A 
< C .'B. 
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«9lan  fefte  A — B = ^ v unö  ni^tti«.  n fo  / ^Q^ 
n J > C,  b.  j.  nA  — nß  > C , nA  > nB  + G ifh 

SHun  ne^mc  man  m fo,  ba^  mG  > nß,-  (m — 1)  C;^  - 
nB  tfl;  fo  i|i  mC  — C ^ nß,  h\C  nß  + C.  3;lfö 
nA>mC,  nß<mC,  unb  fotgtici  A : C > B : C (4-7.). 

ferner  nc^me  man  m fo,  bo^  mJ  > C,  m(A-*-B)  . 

>.  C,  niA  > mB  + C,  unö  n fo,  t>a^  nC  > niB, 
(n— 1 ) C = mB,  alfo  hC  = mB  + C ijj;  fo  ift  um 
fo  me^C  tic  < mA.  5I(fo  nC  > mB,  nC  < mA, 
C:B  >C:A  (47.),  C:A<C:ß. 

51.  3|l  A:C  > B:C;  fo  ijl  A > B.  C:  A 
<C:B;  foijl  A>B. 

SSäre  im  ec|len  gatte  A ^ b;  fo  mare  entweber  A:  C 
t=B:C  (17.),  Ober  B:C  > A:C  (50.),  Selbes  gegen 
bie  5Doraueife^ung.  SBdre  im  anbern  gatte  A — B ; fo 
wäre  enfmeber  C : A — C : B (17.),  ober  C:B<1C.‘A 
(50.),  S3eibeo  gegen  bie  SÖoraußfe^un^. 

52.  2ßenn  A:B  > A :B'  i|l;  fo  ijl  B:  A < B'  :A'^ 

(Da  A;B  > A':B'  ifi;  fo  ijl  nA>  mB,  «A  < 

mB'  (47.).  gut  nA  > niB,  nA  < mB'  wäre  mB'- 
>nA,  mB<nA;  olfo  B'jA>B:A  (47.),  ob« 
ß:  A < B':  A.  SLßäre  aber  nA  > mB,  nA  = naß' ; 
fo  ne^me  man  n'  fo,  baß,  für  nA  — niB  = ^,  n'.i/>B, 
n'(nA  — mB)  > B i)l.  SRun  iß  nad)  ber  2Inna^me 
nn  A > mn'B , nn’ A'  = mn'B' , mn'B'  •+•  B'  > nn'A, 
(mn  + 1)  B'  > nn'A.  gerner  nn'A  — mn'B  > B, 
nn'A  > (mn'  + 1 ) B,  fo  boß  atfo  (mn'  + 1 ) B^  > 
nn’A,  (mn'  + 1)  B < nn'A,  unb  bemnadl?  B' : A > ^ 
B:A(47.),  oberB:A<B':A  iß. 

53.  2ßenn  A:B=z=C;D,  C:D  > A:B'  iß;  fo  iß 

A.‘B>  A:B'.  ^ 

(Da  C:D  > A : B'  iß;  fo  iß  nC  > mD,  nA  < 
mB'  (47.).  (Dg  ferner  A:B  = C:D  iß;  fo  iß  jug(cic(> 
nC  > mD,  nA  > mß  (9.).  2l(fo  auß?  nA  > mB, 
nA  ^ mB' , unb  föigii^  A : B > A : B'  (47. ). 
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54.  SBentt  Aj  B C : D , A':  B'  >; Ci D i&;  fo 

Ifi  au5>  A'iB' > A:B, --  ; r;:.. 

®enn  c«  f|T  hA'  > mB',‘  nC^Wb  (47.)j  ‘iiA 
^ mB,  nC  5 mD  (9.).  SKfö  iiA'  > mB',  nA 
mB , unb  forglic^  A' : B'-  > . A : B (^47. ).  3(i  alfo  A : 

= C:D,  C:D<A':B';  fo  i’|? audb  A;B  < A':B'.  ' 

55.  3|i  A:B  £=  C:D,  A':B'  :5=  C':DV'A:B 

>A':B';  foiflC;D  > A';B' (53i)..  IMbcr  C':D'=i: 
A':B'.  SIljbCsD  > C':D'(54.).  “ ■ 

56.  SGBenh  fuc  »{er  gteietjarfige  @r60m  A : B > A' ; B'  ■" 
Iflj  fo  ift  <m4)  A:A^  > B:B'.  r ' ' ’v  - 

: ' 3>«mt  fep  A : B ==  A' ; 51  (16.)  ; fo  iff  A' ; 51  > A';  B' 
(53.).  5afoA^:B'<A':5IrB^>Sl  (51.).  §o(g^ 

U£bB;B'<B:5l  (50.).  5lb«r  A;A"  — Bj5I  (26.). 
51(fo  B:B'  <:  A:A;  (53.)/  ober  A:AV>  B:B'.- 

57.  «ajenn  A:B  > A':B',  A';B' > A'^B"  iffi  fo 

Iff  A:B  >A":B".  ' ' , ' - I 

SBodb  bet  Sßoroiiofe^uttg  ifl  nA  > jnB,  liÄ'  < mB'’ 
(47.).  2BÄce  nun  nA"  > mB";  ,fo  wäu  nA"  > mß", 
nA'  ^ mB',  otfo  A"  ;B"  > A':B'  (47.),  bo  bodb  A':B' 
> A" : B"  fepn  foff.  r ®fmna^)  ifl  nA"  < mB" , 'ünb 
fofglidb  nA  > mB , nA"  < niB",  5Ufo  A : B > 
a";b"  (47.).  \ 

58.  3fi  bo^er  AjB  < A';B',  A':B'  ,<  A":  ß'';  fo 

1(1  A";B"<>  A'iB',  A':B'  > A;B;  olfo  A":B"  > 
A:B  (57.),.  Ober  A:B<  A":B".  ^ 

5Ufo  i|l  au4>  für  A > B,  G < D Immer  A:C  > 
B:D,  wenn  A,  B,  C,  D g(eicbarf(g  pnb.  5)enn  fe^ 

C + ^=D;  fo  i(l  A:C  + //>B:D  unb  A:C  > 
A:C  + .^  (50.).  golglidb  «tu  fo  mel)r  A : C > B : D 
(57.).  (£ben  fo  ifl für  A<;B,  C>D,  immer  A;C  < 
B:D,  ba,  wie  fo  eben  bewiefen/  B:D  > A:C,  otfo 
A:C<B:Di|i. 

59.  5EBennA;B  > A'rB'iff;  fo  i(i  oud|)aA:aB  > 

ßA.':ßü',  aA-.ßB  > aX':ßB\ 

S)enn  A ; b = «A:«B  (23.)  , A ; b'  > A';B' 

V-  ©bb 


( 
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( S3öK>ö«f. ) ; atfo  aA : «B  > A' : F ( 53. ).  ferner  t|l 
A':B'  = ßA!:ß&  (23.).  2Kfo  «A;aB  > ßA'iß^' 
(54.).  »»(lnA>m^,  nA' < mB' (47.).  5I(fo 
naßA  > laaßB , naßA  < maßB' , b.  i. , n/3.  «A  > 
xaa.ßBr  nß.aA  < ma  . /3ß'.  aA:ßB> 

aAißff  (47.). 

^ 60.  (Eben  fo  iji  für  A; B > A':BV  au4>  -^A:^B  > 
^A'^B',  >4b>^A':1b'.  , V, 

,r  ©enn.tm  enfgesengefeßftn  (59.) 

W(230,  «(iA):o(iB)  £ fl(jA:y.ß(^K), 

^ A':B%  babo4>  A:B  > A':B'.  ' 

61.  SSenn  A:B>  A':B',  B;C>B';C'ijtj  fo  Ijl 
oudb  A:  C > A' : C'* 


(Es  l|l  nA  > taB,  nA'  < mB',  unb  n'B  > m'C/ 
n'B'  < m'C  (47.).  3llfo  nn'A  > mn'B/  nn'A' < 
mn'B';  mn'B  > mm'C,  mn'B'<mm'C.  2Ilfo  offene  * 
bar  ouü>  nn'A  > mm'C/  nn'A' < mm'C'/  unb  folgHd^ 
A:C>  A':C'.(47.). 

®ie  (Erweiterung  btefes  ©a^eö  «uf  mel^rere  Sßerl^atts  . 
nijfe  ^at  feine  ©(bwierigfeit. 

62.  sffienn  A:b  > A:C,  B:C  > B';  A'  i|i;  fo  ijl 
A:C>B':C'. 


(£g  ifi  nA  > mB/  nA'  < mC'  J n'B  > m'C/  n'B' 
< m'A'  (47.)/  nn'j^.>mn'B/  nm'A'<mm'C';  mn'B 
>>  mm'C/'  nn'ß'  < nm'A'.  Sotgli4>  augcnf4>ein(i(i> 
nn'A  > mm'C  / nn'B'  < mm'C'.  2Ufo  A : C > B' : C'. 

2Iu(b  l^ier  l^af  bie  (Erweiterung  auf  mehrere  SScrl^üIt* 
öiffe  feine  ©dbwierigfeit.  " > 


63.  saJennA:B  = A':B'/  B:C  > B'.C  i|f;  fo  i(l 
auch  A;C>  ArC. 

©ei  B:C  = B':CT— ba  B':C'  + J <B':C 
(50.)/  < B:C  (58.)  ijtj  fo  i|f/  weil  A:B  = A':B' 
ifl/  A:C  = A':C'  — ^ (30.).  ?Ibcr  A:C  — ^> 
A':C'(50.).  2«fo  A:C>A';C' (53.). 
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64.  aBtmt  A iB  = A' : C' , B: C > B' : A'  ift;  ß 
ifl  A:c  >B':C'.  . • 

6«  B : C = B'  + ^ : A',  ba  B'  — • ^ : A' < B':  A' 
(50.),  <B;C  (58.)  fo  ijl  A;C  = B' + ^:C' 

' (32.),  > B':C' (50.). 

.65.  2Benn  A;B>  21:35,  A':B' > 2I':S5'  ift;  fo 
ift  ÖUC^  (A:B)  + (A':B')  > (2l:S)  + (2l':25'). 

6el(A:B)  + (A':b')  = m:n,  (21:25)  + 
(2l':25')  = fo  ifi  A:B  = M:ce,  A':B'  = 

cc:N;  unb  21:25  = 2f:25'  = /i:  91  (14.). 

2Ilfo  M:a  > SK:/?,  «:N  > /?:9l  (55.).,  M:N  > 
SK:Sn  (61.). 

S>ie  (Srweifermtg  bicfeö  @a^e«  auf  mel^rcre  85ers 
i^ditniffe  l^ot  feine  ©^»ierigfelt. 

66.  -CBimmf  monim  vorigen  ©agebic  SOer^dftniffe  auf 
leber  bet  beiben  ©elfen  beg  geldbeno  > olle  als  glel4>  on ; 
fo  erglebf  fi(t>  augenbllcflldb;  baß,  für  A:B> 21:25,  Im» 
mer  n(A:B)  > n(2l:25)f  ober,  woei  baffelbe  l|i,  fnr 
A:B  < 2l:Öf  Immer  n(A:B)  < n(2l:0)  Ijl. 

67.  3fffolgll(^>A:B  = 21:25;  fo  1(1  4(A:B)  = 
*|(2I:S&),  mell,  för  ^(A:B)>4-(21:25),  n|i(A:B)j 

>n  jl(2l:25)j,b.i.A:B  > ^:25  (15.)  fe^n  wörbe. 
©emnocß  l|l  ou4>  m ( A ; B ) | = m (21 : 25)|  ( 35. ), 
b.i.^(A:B)=^(2r:SÖ)(l5.).  ’ - 

68.  3(1  ferner  A:B  > 2I:S;  fo  i(l  aud|>  (A  : B ) 
>|-(2l:25),  mell,fiSr^(A:B)^-i(2l:25),  au(& 
nj|(Ä;B)[^n||(2I:S)j(35.  66.),  ’b.  I.  A:B 

^ 21:23  fe^n  muffe. _ 2Itfol(lau4)f  (A;B)  >^(21:25)  ' 

(66.).  ‘ ^ f 

69.  2Benn  A:B  > A':B',  A'  > B' !(?;  fo  l(l  audß 
A > B. 

(£0  1(1  nA  > niB,  nA'  < mB'  (47.).  ^a  JtUU 

25bb  2 
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/ A'  > B'  ijf  ojfenbac  n < m.  SBärc  ba^er  A<B; 
fo  wäre  nA  ^ mB,  ba  bo<^>  nA  > niB. 

70.  SGBenn  A:B  > A':B',  A < B ijl;  fo  i(l  ouc& 
A'  < B'. 

(Sö  i|l  n A > mB , p A'  < raB' ; atfo  n > m , weil 
A < B.  2Bäre  nun  A'  > B’ ; fo  wäre  nA'  > mB'. 

71.  SBenn  A:B  > A' : B'  ifi;  fo  ifl  A + B ; B > 

A'  + B':B',  A — B:B  > A'  — B':B',  A — B;A  > 
A'  — B':A'.  . 

' Slodb  ber  Qßoroueif.  i|l  nA  > mB,  nA’^  mB'  (47.). 
?Ufo  nA  + nB  > mB  + nB , nA'  + nB'  < niB'  + nB', 
b.  t.  n(A  + B)>( m^  + n)B,  n(A  + B)  < 
(m  + n )B',  woraug  augenblicfli^  A + B :B  >* 
A'  + B':B'  folgt  (47.).  Set  ben  lebten  betben  ^aa= 
ren  ungleicher  ^erl)ältnijfe  ntu^  man  natörli^  »oraug* 
feljen,  ba$  A'  > B',  olf^ouch  A > B (69.)  ifl. 
§olgli^  «fl/  w«Sen  nA'  < mB',_n  < m.  ?Ufo 
nA — nB>mB  — nB,nA' — nB'<mB'  — nB  , b.  t. 
n(A— B)  > (m  — n)  Br  n( A'  — B')  — n )B, 

woraug  fogleich  A— B:B  > A'^B':B'  (47.).  5llf) 
(52.)  B:A  — B<B':A'— B',  ß': A'— B' > B: A— b', 
unb  folglich/  na^  bem  erflen  h««f  bewiefenen  @a^e,* 
B'+A'  — B':A'  — B'>B+A— B:A— B,  A':A'— ^ 
>Ä:A  — B,  A'  — B':A' < A — B:A  (52.), 

' A— B:A>  A'  — B':A'. 

72.  SEBenn  A:A  > 3l{2l',  B:B'  > fo  ifl 

oud?  A + B:A'  + B'>  21:21'. 

ee9iuerflA:A'>  B:B';  foiftArß  > A';B'(56.), 
A + B:B>A'  +B':B'  (71.),  A + B:A'  + b'> 
B:B'  (56.),  B:B'>  21:31'  (SBorgf.),  A + B:A'+JB' 

> 31:21' (57.).  3|lfernerA:A'<B:B';  foiflB;B' 
>A:A',  B:A  > B':A' (56.),  A + B:A>A'  + B' 
;A'  (71.),  A + B : A' + B'>A:A'  (56.),  A:A' 
>21 : 21'  («Borgf.),  A + B : A'  + B'  > 21 : 21'  (57.). 
3(1  enblich  A:  A'  = B:B';  fo  ifl  A:B  =A':B'  (26.), 
A + B:ß=A'  +B':B'(28.),  A + B;A'+B'  = 
B:B'  (26.),  B:B'>  21:21' (SBorgf.),  A + B:A'  + B' 

> 31:21'  (53.). 


/ 
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73.  Jg)icrau« fd()fie0f  mon  Teldbf/  bo^  für  a: B > ^ :2I', 
a':b'  > 51:51',  A":B"  > 51:51',  «.  f.  f.,  Immer 
A + a'+ A"  + ...:B  + B'  + B"  + ...  >51:51'  iß. 

74.  §üc  A : A'  < 51:51',  B:B'  < 51:51'  ijl.au* 
A+ D:A'  + B'<  51:51'. 

Sür  A:A'>  B:B'i|?  A':A  < B':B  (52.),  b':B 
> a':  A,  B':  A'  > B:A  (56.),  B'  + A':A'  > ' 

B + A:A  (71.'),  B'  + A':B  + A > A'  : A (56.), 

A + B:A'  + B'  < A:A'  (52.),  A:A'<5I:51'  (Q3oc* 
flueif.),  A + B :A'  + B'  < 51:51'  (58.).  göt  A:  A' 

< B:B'  i(t  B:ß'  > A:A',  B :A  > B' ; A'  (56.), 
A:B  < A':B'  (52.),  A':B'>  A:B,  A'  + B':B'> 

A + B:B  (71.),  A'  4-  B':A  + B > B';B  (56.), 

A + B:A'  + B'<  B:B'  (52.),  B : B' < 51 : 51' (33or* 
ou6f.),  A + B;A'  + B'  < 51:51'  (58.). ' «ffidre  enb* 

Uc^  A:A'  = B : B'i  fo  Ware  A:B  = A':B'  (26.), 

A + B:B  = A'  + B':B'  (28.),  A + B:A'-i-B'== 
B;B'  (26.),  B:B'  < 51 : 51' (Sßor«f.),  A + B;A'+B' 

< 51:51'  (54.).- 

©te  (Snvelferung  auf  mel^rere  95erl^ä(ini(fe  ifi  lei^f. 

75.  SOle^rere  0a^e  über  ung(ci(6e  95erl^d(fnijfe  f.  m. 
bei  @ar(5  a.  a.  0.,  t)orjÖ9U(^  aber  in  Propositio- 
n um  d e r a ti  onib  u s inter  se  diversis  de- 
monstrationes,  ex  solis  lib.  V.  Elena,  de- 
finitionibusetpropositionibu$deductae. 
Auct.  Hauber.  Tub.  1793. 


©ranjett  t>er  SSer^altniffe. 

76.  SGBenn  ein  »eränberli4)e«  2ßerl^d(tni0  immer 
jgrtj^crl  **”  gegebeneei  Sßerl^altniß  ifl,  aber  fo 

irÄ«!  l 

l'ebeo  gegebene  Sßer^Uni^ , weldbeo  i|t/'a(obao' 

erjle  gegebene ^erl^äUnif ; fo  l^ei^t  biefee  bie  0rän$e  im 
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t^b^nei^men!  »eränbetli(^>en  SDcrl^aftniffeß.  (Sin 

»cränbcrlidbeö  S3erl^ä(fn(0  fami  Inbe^  oucb  balb  größer, 
ba(b  fWnec  fe^n,  o(«  ein  gegebenes  Sßer^ättni^,  fann 
ober  bemfelben  t>on  beiben  @eiten  ^er  wiflföbrli(b  genähert 
werben,  ^n  biefem  §aHe  mag  boS  gegebene  SBer^dlrnig 
öberl^oupf  bie  ©ränje  bes  »eränberti<^)en  Reißen,  unb 
man  fiebt  (el4)t , ba^  in  biefem  ^oQe  eigentlich  eine  ©rcinie 
im  SBochfen  unb  im  SIbnebmen  0tatf  ftnbef;  erfiere 
für  bie  SBectbe  bes  »er^nberiichen  Sßerbältniffes,  welche 
Heiner,  Untere  für  bie , wel4>e  grö0cr  fmb,  als  bas  gcs 
gebene  Söerb^lfniß.  ©e^f  mon  für  ^erboltnip  nur  überall 
©r60e;  fo  bot  man  bie  Srflürung  ber  ©rünjen  uerünber^ 
li^er  @r60en.  ®iefe  ©rflürungen  fcheinen  uns  benen  im 
^Irt.  ©rünje  rar^ujieben  }u  fepn. 

77.  ®(mt.L  6i<@rän,e  Im 
fö  ifi  bas  Sßerböltni0  ber  ©leichbeii  bie  ©rünje  im 

' ©ep  jiierjl  L bie  ©rünie  in  SBdchfen  »on  X;  fo  ijl 
immer  L > X (76.).  5llfo  L : A > x : A (50.), 
L. : X > A : A ( 56. ).  ©ep  nun  L : L'  irgenb  ein  SSer* 
baltrti0,  welches  > A:A;  fo  ifi;  wegen  A:A  = L:L, 
ouchL:L'>L:L  (54.),  unb  folgli*  L' < L (51.). 
Siimmf  man  nun  X v>  L'/  welches  möglich  ifl,  baL  bie 
©ronje  im  SBachfen  »on  X i|l  (76.) ; fo  iji  L : X < L : L' 
(50.),  unb  man  bat  olfo  immer  L:X  > A;A,  L:X< 
Li  : L',  wo  L ; L'  i'ebes  Söerbültnip  bebeutet,  welkes 
> A : A i(!.  Sllfo  iji  A : A bie  ©rünje  im  Slbnebmen  t>on 
L;X.  3|l  aber  L bie  ©rünje  im  Slbnebmen  toonX;  fo 
-ifl  immer  L < X (76.).  2llfo  L.-A  < X:A  (50.), 
L:X  < A:A  (56.).  ©ep  nun  L:L'  < A:Aober 
L:L'  < L:L  (54.);  fo  ifl  L' > L (51.).'  SOlan 
nebme  nun  X < Vf  welkes  möglich  ifl,  bo  L bie  ©rünje 
im  'iJlbnebmcn  »on  X ifl  (76.) ; fo  ifl  L : X > L ; L'  (50.). 
5llfo  ipt  mon  immer  L:X  < A;A,  L;X  > L:l', 
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tfi  A:  A bte-  0canje  itn  SEßadj^n  twit  £•:.;£ 
(76.).  ' ' ' 

-SßAre  L äbecl^aupt  tie  0ränje  Pott  fd  boß'  iii^)' 
oifo  X Pott  beiben  0etten  l^er  bec  L imnter  mel^r  unb  itiefp 
n<ib«rt  (76.);  fe  tPicb  ber  Portge  @o^  bo<äb  npdb> 
fepn.  2Ratt  fann  nätnUdb  aüc  9Bertl[te  bei:  '^er^ttber^ 

, itcbeP  X in  }tpei  JKaffen  get^eiit  benifen , pon  benett 
‘ bie  «inen  Pon  bec  «inen , bie  anbecn  .Pon  ber  anbern  @«ife, 
^cc  bec  L immer  me^r  unb  me{)c  nähern.  ®a^)ec  -tpirb 
ftd^  aud^  bao  SÖer^dltniß  L : X bem  93cc^(l(fniffe  ber©lei4)»j 
^eit  nodb  ( 77r)  immer  me^r  unb  me()r  Pon  beiben  ^eUeit 
l^er  nähern/  unb  Segtereo  foiglicb  dberl^aiupt  bie  ©rdnie, 
beo  erfieren  fepn.  . 

78.  wenn  L irgenb  eine  ©ranic  Pon  X i(l,  tm«,' 
ttter  audb  L : A bie  g(ci(t>areige  ©ränie  Pon  X ; A fet;n  wirb/ 
«reeller  Pon  feibfl  o^ne  weitere  ©rUuferung. 

79.  umgefe^rt  bas  §3ßer§dltni0  ber  ©fei^tl^eit  bic 

©ranje  im  j Pon  L:Xj  fo  ifl  L bie  ©rdnje  inr 

1 Slbne^men  { ‘ 1 ^ , 

3(1  A:A  bie  ©ranje  tm  EHbne^men  Pon  L:X^  unb . 
L'  irgenb  eine  @r6ße,  wel^e  < L i(t;  fo  ifl  L;L'  > 
L:L  (50.),  L:L'  > a:A  (54.).  SRacb  ber  Söor/ 
ousfe^ung  ober  Lfx  > A:A,  L:X  < L:L'  (76.).' 
2UfoaucbL:X  > L:L  (54.),  L:X<L:L'.  §ofg» 
lieb  bat  man  X < L (51.),  X > L'  (51.),  L'  < L. 
5l(fo  L bie  ©rdnje  im  ^adbfen  Pon  X.  3(1  bagegen  A;  A 
bie  ©rdnje  im  ^adbfen  pon  L:X,  unb  L'  irgenb  eine 
@r6be,  welebe  > L ifl;  fo  ifl  L:L'  <L:L  (50.)/ 
L:L'  < A:A  (54.).  21bec  na(b  ber  SSoraußfe^ung 
L:X<  A:A,  L:X>L:L'  (76.),  obecL:X< 
I,:L  (54.),  L:X>L:L'.  Sllfo  bat  man  X > L 
(51. ),  x<L'(51.),  L'  > L.  Solgticb  fl  L bie  ©ränje 
im  Slbnebmen  pon  X. 

SBdre  baß  2ßerbdttni0  ber  @(ei(bb«it  dberbaupt  bie 
©ränje  poa  L:X;  fo  näbert  (leb  biefeß  ^ßecbältniß  Pon 
beiben  ©eiten  ber  bem  Sßerbältnijfe  ber  ©teiebbeit.  ©em^ 
na4>  wirb  fi<b  nadb  bem  fo  eben  ©ewiefenen  aueb  X ber 
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©rif«  L wn.  beibm  ^üttn  ^erf  feUebig  nÄ^ern,  un& 
fo(gU4>  L überhaupt  bie  ©ränje  »on  X fepn.  . , 

('  ,80.  ©af,  wenn  L:A  ifgenb  .eine  @c4njet)pn  X:A 
if{>  immer  aucb  L bie  giei^actige  ©rüttle  non  X fe^n  muf/. 
orbedet  non  feibfl/  ob>><'tv<itere  ©riüutewing. 

-8i.  • @i«b  L'r  l'  gteidbartlg«  ©rünjen  ' nein  X,  X', 
unb  ba«  95erbÄttn«0  X:  X'  i(l  immer  bem  conflanfen  S3er» 
hülftti0  A : A'  gleich  > fb  ifl  auch  L : L'  = A : A'.  ‘ ’ 

I";  ©epen  juerfl  L,  L'  ©rünjen  im  SBaihfen  non  Xtx!, 
linh'  YotgU^  immer  L > XI  L'  > X'  (76.).  ©ep  nun, 
a);.L:L'  > A:A‘  ; i^o  ifl  L =3  A:  A',  weit 

t + ^:L'  > L:L'  (50.),  > A:A'  (57.)  Iji.  9?un 
nehme  man , welches  nach  ber  SÖorausfe^ung  immer  m6g= 
ti*',  ‘L  — X < ^ (76.),  b,  i.L—J<  X;  fo  ijl 
Ü <X:L'  (50.).  Slbec  X:X'  = A : A' 

. («öorousf.),  z=  L — ^ : L'.  iaifo  auch  X : X'<X : L'  (54.), 
X'>'L'  (51.)  ba  bo^  nadhber  Sßotef.  immer  X < L'.  b)  ©ep 
< A:A';  alfo  L:L'  — d^AiA!,  baL;L' 

< L ; L'  ( 50. ) < A : A'  (58.)  ijl.,  9lun  nehme  man, 
weldhes  immer  möglich  ijl^  L'  — X'  <^(76.),  b.i.  L'—J 

< X'  fo  ifl L : L' — ^ > L ; X'  (50.),  5llfo  L : X'  < X ; X' 
(53,),'  ba  X:X'==A:A'  (SSorauOf.)  = L:L*  — ^ 
iff»  -.i  Solflll^h  L < X (51.),  ba  bo^. immer  L > X 
(SBoronof.).  -C^o  ifl  alfo  webe'r  L:L' > Aj  A',  nodh 
I.  ; L'  < A : A'.  Solglich  L : L'  = Ä : A'. 

©inb  L',  ,V  ©tünjen  im  3Ibnehmen  nonx,  X;  fo 
ifl  immer  L <C  X,  L"  < X (76.).  ©ep  nun  wiebec 
a)  L:JJ  > A:A',  alfo  L:L'  + J = A:A'z=  XjX, 
baLiL'  — ^ >.L;L'  (50.),  >A:A'  (57.)  ifl. 
SOlari  ma4)e  nun  X — L'  < J (76.),  X < L'  + 
fo  ifl  L:L'  + L:X  (50.).  5Ufo  auch  X;X  < 
L:X  (54.),  unb  folglich  X < L (51.),  ba  hoch  immer 
X > l;  (Sßorauof,).  @e^  ferner  b)'L : L'  < A : A,  alfo 
L + J:L’  = A-  A = X:X,  ba  L— ^;L'<L:L', 
(50.),  < A:A  (58.)  ifl.  SOlan  mache  nun  X — L 

< J (28oraußf.),  X < L + ^;  fo  ifl  L + ^:L'  > 
X:L'  (50.).  'iJllfo  ouch  X :X>X:L'  (53.),  unb 
bemnach  X'  < L'  (51),  ba  bo4?  immer  X > L'  (S8or? 
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ou«f.).  Sltfb  i(f  au4>  für  ©ränicn  im  5lBnel^m<n  L:L' 
= A:A'.  . ' ' 

©inb  «nMi(J)  L/  L'  fiberl^aupf  ©rdnjett  bon  X,  X'; 
fb  ffpen  (px.,  ipX  uttb  <p'X' , y/'X'  bie  SBerf^c  »on 
X,  X'/  weid[>e  refpectiüe  immer  fielntr  unb  immer  größer 
finb,  o(«  L,  L';  fo  ftnb  L,  L'  bie  ©rättjen  im  SBod^s 
fcn  oon  9X;  y'X'.  nun  immer  X:X'  = A:A' 
ifl;  fo  i^  auc^  immer  yX:y'X'  ==  A:A'.  5Ufo  nac6 
bem' Obigen  L:L'  = A:A'.  ©ben  fo  fann  manbiefe 
55roportion  oue  ben  ©rdnjen  im  5lbne^men  fcblie^en. 

2)iefer  ©a§  i|l  für  bie  ©eomefrie  »on  großer  SBidbfig* 
feif.^  ' 9)1,  f.  ben  ©pj^aufHono-SBef^obe.  3)ie 
^eripl^erie  unb  betgiadbenraum  beö  i?reifeß  finb  bie  ©rdns 
Jen  im  2Ba(l)fen  ber  ^ecip^erieen  unb  Slo(t)enr(iumc  ber  in 
ben  ivreiß  befcbriebcnen  regulären  ^olpgone.  2?ie  <}>eripbes 
rieen  unb  glä^enräume  jweier  in  jvoei  Greife  bef(briebenen 
regulären  ^olpgone  »erbalf  en  ficb  aber  tote  bie  4)albmejfet  unb 
wie  biJ  Ouabraf e ber  J^albmeffer  biefer  jvreife.  '2l(fo  Oerbalten 
ficb  bie  ^eripberieen  unb  Släcbenräume  bet  i?reife  eben  fo. 

82.  @inb  Lf  L'  gleidbartige  ©ränjen  oon  X,  x\ 
unb  eg  i|IX:A=:X';A';  fo  i(l  oudb  L:A  = l';aV 
wo  X,  X'  ni4?t,  wie  oorber,  gleidbartige  ©rbpcn  ju  fei;n 
braudben. 

©epen  L,  L'  ©ränjen  im  SBadbfen;  alfo  L > X/ 
L'>x::  @ep  nun  a)L:A>L':A';  iox^h—J-.A 
= L':A',  weil  L + ^:A  > L:a  (50.),  > L'jA' 
(57.).  ÜKan  modbe  L — X < J',  L — < X;  fo 

iflL  — //:A<  X:A  (50.),  L':A'<X:A  (54.).. 
2lber  L'  >X‘.  2llfo  X'  : A'  < L' : A'  (50.),  unb 
folgli4>  X' : A'  < X : A (58.) , ba  bocb  immer  X' : A'  ■=^ 
X:A  (SÖoraugf).  b)L:A<L':A’.  2llfoL:A=. 
L'  — ^:A',  ba  L':A'  < L'  + (50.),  alfo  um 

fo  mehr  L:A  < L'  + ^:A'  (58.)  ifl.  3i)lan  mache 
L'—X'<  L'  — ^ < X' ; fo  ifl  L’  — < 

X':A'  (50.),  L:A<X' : A'  (54.).  21ber  L > X, 
2llfdr  X : Ä < L ; A ( 50. ).  folglich  X : A < X'  : A 
(_58),  ba  bo4>  X:A  = X':A'.  ©P  ifl  alfo  L;A  = 
= L';A'. 
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@inb  L,  L'  ©ränien  im  2(&n4raen,  olfo  L <.X,  . 

L'<X';  fofepwiebcr  a)L:A>L':A',  L:A  = 

L'  + J:A'f  ba L':A'  > L'  — ^:A'  (50.),  otfo  um 
fo  me'^c  L:A>  L'  — ^:A'  (57.)  i(l.  ^on  macfee 
X'  — L'  < J,  X'  < L'  + J;  fo  iji  L'  + J:A’  > 
X':A'  (50.),  L:A>X':A'  (53.).  2Ibec L < X. 
2I(foX:A  > L:A  (50.).  2Ufo  um  fo  me^r  X:  A > 
X':A'  (57.),  ba  boc&  immer  X:A  = X':A'.  Sernet 
fci)  b)  L:A  <1  L';A',  atfo  L + .<^:A  = L':A’,  ba 
L — A < L : A (50.),  < l';A'  (58.)  i|f;  SWait 
ne^ime  X — L < ^,  X < L + ^;  fo  i|l  L + J.A 

> X : A (50.) , L' : A'  > X : A ( 53. ).  2lbcr  L'  < X', 

X' : A'  >'  L' : A'  ( 50. ) , foistic^  um  fo  me^b  X' : A > 
X*.A  (57.),  ba  boct?  immer  X':A' =x:a.  2Ufo  ijl 

L;A=L':A'.  ' 

§ör  ©ranjen  überl^aupf  bemeifet  man  ben  0a$  burc]^ 
ein  bem  in  (81.)  gebrausten  ganj  d^ntiSeo' ^aifon* 
nement.  • 

83.  3|5LiL’t)ie®r4tt5.im  j®“4t“n| 

fo  l|»  L' : L We  Stäns»  im  j j »»n  X' : X. 

3(1  L:L'  bie  ©rdnje  im  SBaSfen  bon  X:X';  fo  i(l 
LiL'  > X:X'.  2Ufo  L';L  < X':X  (52.).  @et}  nun 
A:L',irgenb  ein  2ßer^d(tm0,  welSeö  < L:L';  fo  i({ 

JL' : A > L'  :L,  alfo  L' ; A irgenb  ein  SJer^dltniß,  meU 
Seo  > L'  : L.  0iaS  ber  95orouefe^ung  ijl  nun  X : X'  • 

> A : L'  ( 76. ).  2Itf0  X' : X < L' : A (52.).  goigliS 
ijl  L'  :L  bie  ©rdnje  im  2Ibnet)men  »on  X’ : X (76.).  3(1 
ferner  L:L'  bie  ©rdnje  im  2Ibnel^men  »on  X:X’;  fo  ijl  ' 
L : L'  < X : X'.  2Itfo  L' : L > X : X (52.).  ©ep  nun 

A : L' irgenb  ein  Sßerl^dUniß , wetSeß  > L;L' i(l;  fo  i(l 
L'  : A irgenb  ein  SSer^dltni^,  welSeß  < L’:L  ijl  (52.). 
Slber  X : X < A : L'  ( Söoraußf. ) 2Ufo  X ; X > L' : A 
'(52.),  unb  fotgliSL'rL  bie  ©ranje  im  2öaSfen  non 
X;X  (76.). 

84.  2Benn  immer  X:X  ==  Y:Y',  unb  L:L'  eine 
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®ränje  »on  X;X'  ifl;  fo  {ff  L:L'  bU  gfei^namigeSränse 
»onY.'Y.  ■' 

3(1  L;L'  ble  ©rättje  im  S®a4>f«n  t>onX:X';  fo  ifl 
immer  L : L'  > X : X'.  Sltfo  no(^>  ber  Sßorauofe^ung  audi> 
L:L'  > Y:Y  (54.).  3(^  A:B  irgenb  ein  Söer» 

i)auni0,  welcbees  <L;L'j  fo  i(l  X:X  >'A:B  (76.), 
unb  folgii^  aueb  Y;Y  > A:B  (53.).  5otgIi4>  L:L' 
ble  ©rdnie  Jm  SGÖocbfen  »on  Y : Y'  (76. ) @anj  auf 
ibnU4)e  2Itf  wirb  bet  SSemeio  geführt,  wenn  L:L'  bie 
©rünje  im  5Ibnehmcn  i(i.  3(^  L : L'  überhaupt  bic 
©ranje  »on  X: X ; fo  fepen  e/>(X:X'),  y'(X:X)  bie 
SEBerthe  non  X:X,  wet(be  fi(|»  »on  ber  einen  ober  an* 
bern  ©eite  h«  bem  SBerhültniffe  L : L'  beliebig  nühern, 
unb  V'(Y:Y),  ^'(Y:Y)  bie  entfpre^enben  gleichen 
SEBerthe  non  Y : Y.  ©s!  i|l  folgltdb ' y t X : X ) = 
V/(Y:Y),  y'(X:X)  = v^'C^.-Y),  unb  eo  nüherf 

alfo  no#  bem  hier  bcwiefenen  i^(Y : Y)  non  ber  einen, 
y/(Y:Y')  non  bet  anbern  ©eite  h?c  bem  SBerhältni(fe 
L:L'  immer  mehr  unb  mehr,  fo  bap  alfo  L:L'  überhaupt 
bie@rünje  non  Y:Y  i(l. 

85.  SEBenn  L bie  ©tünje  im  lübnehmen,  l'  bic  ©rünje 
im  SBo(bfen  non  X i(ij  fo  iji  L;L'  bie  ©rünje  im  2lb* 
nehmen  non  X:X. 

9]a4>  ber  SBorouofebung  i(l  immer  L < X , L'  > X. 
5Ilfo  L : L'  < X : X'  (58 ).  ©ep  ein  A ^ L,  A'  < L', 

X < A,  X'  > A'  (76.);  foifl  A:A'  >. ,L:L',  X:X 
< A : A'  (58. ),  §olgli^  offenbar  L : L'  bie  ©rünje  • im  - 
5lbnehmen  non  X;X  (76.). 

86.  3(i  L bie  ©ränje  im  SBaibftn  non  X,  L'  bie 
©rünje  im  Slbnehmen  non  X j fo,  i(l  L : L’  bie  ©rünje 
im  S55a4)fen  non  X rX. 

Oiacb  ber  SBorauefe^ung  ifi  immer  L > X,  L'  < X. 
Sllfo  L : L'  > X : X'  (58.).  ©ep  nun  A < L,  A'  > L',  . 
X > A,  X < A';  fo  1(1  A:A'  < L : L',  X : X'  > 
A:A'  (58.).  2llfo  i(l  L;L  bie  ©rünje  im  2Ba4>fen 
nonX:X(16.). 

87.  ®ie  ©rünje  ber  S5erhütfni(fe  X:X',  Y;Y'  fep 
L : l'  j fo  i(1  L : L'  au(^  eine  ©rünje  non  X + Y : x'  + Y'. 
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©et;  L : l'  bie  ©ränje  im  3Ba(J>fen  beibcr  SÖerl|dftn{ffe ; 
foift  L:L'>X:X',  L:L'>Y:Y'  (76.).  ArA'fe? 
irgenb  einSßerl^alfni^/  welkes  < L. : L';  fo  ifl  X : X'>A:A' 

Y : Y'  > A : A',  menigfiens  laffen  ft^  bie  ttetdnberUcben  95ers 
l^aitnijfc  fo  onne^men  (76.).  Soigltcb  ifi  L : L'  > X + Y : 
X'  + Y',  X + Y: X'  + Y'  > A : A'  (74.  72. ).  2Itfo 
L : L'  bie  ©ratise  im  2Bacbfen  tton  X + Y : X'  + Y'  (76.). 

L:L'  bie  ©rdtiie  im  Slbnel^men  beiber  SBer^att« 
tilfje;  fo  jeigt  mon  bur(b  ganj  ä^nlicbe  ©cblöffe,  bog  L:L' 
oucb  bie  ©ranje  im  Slbne^men  von  X + Y ; x'  + Y'  ijr. 

3)?  aber  j.  ©.  L:l'  bie  ©rdttje  im  5EBodbfen  »oit 
X i x' , unb  bie  ©rdttje  im  2lbnei|mett  »ott  Y : Y', 
A:B  irgenb  ein  aSerljdlfni^,  weltj^ee!  < LtL%  a':b' 
irgenb  ein  Sßcr^ditnip,  tnelcbes  > l:l';  fo  i(i  l:l' 
>x:x',  a:b<L:'l',  XtX' > A:B  unb  eben  fo 
L:L'  < Y:Y',  A':B'  > L:I/,  Y:Y'  < A':B'  (76.). 
SUfo  a':  b'  > X:x'  (57.),  unb  folgli(jb/  ba  ou(f;  a' :b' 
> y:Y'  iff,  X + Y:X'  + Y'  < a':b'  (74.).  ©ben 
foif!  a:b  < y:y'(58.),  AtB<x:X'.  2l(fox  + Y: 
X'  + y'  > a:b  (72.).  ^3lciö}t  nun,  wel^eo  offenbor 
immer  mögiidb  ifi,  jugtcicb  X*X'  > A:b,  y:Y^  <C 
A':b';  fo  ^af  man  auch  juglei^  X + Y:x'  +.Y'  > 
a:b,  X + y:x'  + Y'  < a':b'.  3>a  nun  bic  Sßet» 
^dltnifle  A:B(<L:L')i  unb  a':b' (>  l:l')  bcm 
. ^erl^dttniffe  l:l'  ojfenbor  »on  beiben  ©eiten  ()er  beliebig 
noijc  genommen  werbetj  fbnnen;  fo  fann  oudb  X + Y: 

X'  + Y'  non  beiben  ©eiten  l)er  bem  9Ser()dltni(fe  l:l' 
beliebig  naf)e  gebradbt  werben,  foba^  olfo  L;l'  uber(|oupf 
bie  ©rdtije  non  X + Y:  x'  + Y'  ijf. 

l:l'  überboupt  bie  ©rdnje  nonxtx'  unb  Y':y'; 
fo  fann  mon  ouf  bie  f^on  öfter  gebroucbte  2lrtjeigen,  boß 
oud;  L : l'  überhaupt  bie  ©rdnje  »on  x + Y : x'  + Y'  ifl. 

88.  S)ag  au6  jt»ei  ober  mehreren  Sßcrhdltniffen  jufam» 
mengefe^te  SSerhdltni^  h®f  ihren  ©rdnjüerhdltnif*  - 

fen  jufammengefe^te  IBerhdttnig  jur  ©rdnje. 

@ei;enL:M,  M:l'  bie  ©rdnjen  im  2lbnehmen  »on 
x:y,  Y*,X';  fo  ijl  immer  X:y  > l:M,  y:X'> 
M:L';  alfo  ouch  x:x'  > l:l'  (61.).  ©en  nuüLtA 
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irgenb  c«n  95frW(fni0,  wefdbeö  > l:l',  fö  ba^  oifo  L' 

> A(5!.).  ölimmtman  foigfidb  M:l'=b:a;  foifl 

oud?  M > B (25;  unb  bemnact»  l:b  > j(L,:M  (50.). 
Slffo  fann  man  mailen  X:  Y < L:b  (76,).  nui| ' 
x:y  = h:c,  gtfo  l:c  < l:b  (54.),  c > b (51.) 
c:a  > b:a  (50.),  c:a>M:l'  (53.).  §o(gHc^ 
Y:x'  < C:A  (76.).  9)^an  ^of  otfo  XIY  = LJC, 

y:x'<C:a,  n)oraugX:x'<L:A  (63.).  X)anmt 
x:x'>l:l',  L:A>LtL',  X:X  <L:Aijl;  fo 
i|l  l:l'  bie  ©ränjc  im  ^bne^men  »on  X:X'. 

©inb  LJM,  M:l'  beibeöQfattjcn  Im  SBa^fen  t)on 
X:Y,  YtX';  fo  i(l  immer  X;y<  L:M,  y:x' < 
M:L'j  aifo  x:x'  < Ltt'  (6l.).  ©e^nunmiebcrLtA 
irgenb  ein  ^er^Unip,  melcbeo  <L:l/i(l;  fo  i|l  L'<A 
(51.).  Stimmt  mon nun  M:l' ==:  b:a;  foijtM<B 
(25.),  L:b  < L:M(50.).  9»an  fannoIfoXiY> 
L:B  modben  (76.).  ferner  fe^  X:y  = LtC; 
foi|iL:c  >l:B(53.),  c<  b(5i.),  c:a<b:a 
(50.),  C:a  < M:l'(54.),  unb  man  fann  oifo  Y:X' 

> c:A  machen  (76.).  2Ilfo  (»af  man  X:Y  = L*.Cr 
Y:X'>C:A,  morauß  X:X' > Lt  A (63.).  35a  nun 
LtL'  >X;X',  l:a  < l:l',  x:x'  >L:Ai|tj  fo 
ifl  L : L'  bie  ©ranje  im  SBadbfen  »on  X : X'  (76.). 

3|l  j.  S5.  L:M  bie  ©ränse  im  2Ibnebmen  »on  X:  Y, 
M:l'  bie  @?dnje  im  2Ba(^fen  non  Y:x',  fo  i(i  immer 
l:M<X:Y,  M:L  >Y:X'.  ©e^nunL; Airgenb 
ein  95erbÄ(fniß  meli^eß  < L:L'  ifl;  fo  iff  A >L'  (51.), 
M:A  < M:L'  (50.).  §o(gUcb  fann  man  Y;X'  > 
M ; A ma(^)en  (76.),  unb  bat  immer  X : Y > L : M.  2Ufo 
X : X'  > L : A ( 61.).  ferner  fet)  B : L'  irgenb  ein  Sßer* 
bäUni^,  wetdbeß  > L:L'  i(t;  fo  i|t  B > L(51.),  B:M 

> L : M ( 50. ).  3Ufo  fann  man  X ; Y < B : M ma^en 
(76.),  unb  bat  immer  Y:X' < M:L'.  goiglidb  X:X' 
< B : L'  (61.).  9)ia(bf  man  nun  jugleidb  Y:  X'  > M:  Af 
X:Y  < B:M,  weldjeß  offenbar  möglidb,  ba  M;a^ 
B:M  jtt>el  Sßerbäitnijfe  (inb,  meißle  < M;L'  unb  > 
L:Mf?nb;  foiji  jugiei^  X:X'  > L:A,  X:X'<B:L', 
wo  L:  Ar  B:  L'  jwei  SßerbäUniffe  ftnb/  welche  wiöfübrli«^ 
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< L:L'  unb  > L:L'  jtnb.  3Hfo  fantt  (tcj>  X:X'  bem 
bem  niffe  L : L'  »on  beilxti  ©eifen  l^ec  beliebig  nd= 

l^ern , fo  baß  olfo  le^teceö  öber^oupt  bie  ©ranje  »on  tu 
flerem  iß.  i 

.©inb  L:]M,  M;l'  üSerl^aupt  ©rätijen  bon  X.’Y^ 
Y:X',  fo  beweifef  man  ben  ©oß  wiebcr  na4)  ber  bfter 
gebraui^fen  SOlef^obe. 

89.  §uc  me^r  al«  jwet  95ecl^älfniße  wirb  ber  ©a^ 
burcb  mel^rmaligeSInwenbungbeef  bor^ergetjenben  bewiefen. 

90.  ©e^r  auefu^rlicb  iß  bie  2e^re  bon  ben  ©ranjen 
ber  S5er^5lfniße  be^anbelt  in  L’Huili  er  expositio 
elem.  princip.  calc.  difF,  et  int.Tub.  1795.Cap.I. 
unb  in  R.  Simson  Opp.  posthum a.  Glasguae. 
1776.,  wo  man  au4>  ^nwenbungen  auf  bie  ©eomelric 
ßnbet. 

lieber  bie  Se^re  bon  ben  S5er^dlfniffen  überl^aupf  f.  m. 
ou(jb  :-jlonnengteßer  S5erfu4?  einer  allgemeinen  ^ ^eo= 
rie  ber  aSerl^ältniffe.  9)iit  einer  Sßorrebe  bon  ©.  ©.  §»- 
f4>er.  ©erlin.  1811.  4. 

fStvte^tU  9^egula  te  tn'/ f.  S5er^aif= 

niß.  (46.2.). 

^erfiir^teS^uftfpficati'on  unt)  2)6; 

DlflOri/  (multiplicatio  et  divisio  contracta),  f. 

' 3)lultiplicafion.  ^l^l.  III.  ©.  651.  i 

SScfIdngern/  wirb  bor jugöweife  bon  geraten 
2inienigebrau4>I/  wenn  man  ße  ßdß  über  einen  i^rer  ©nb* 
puncte  ^inauo  na4>  i^rer  Dvicbiwng  ^in  ctwciferr  benff. 

SSermi'fd^ungg « Died^nung  ober  0*{egeO 

iß  bei  einigen  @dt)riftßellcrn  glei^bebeufenb'mif  2llligas 
(ionorecbnung.  Sintere  berße^en  barunfer  nur  einen  bei 
fonbern  Saö  ber  ©efellf^jaffßrecbnung,  wenn  mehrere  3«= 
gretienjen  na(^)  gegebenen  93er^ltniffen  mir  einanber  ju 
bermif4)en  ßnb,  woju  *5^1.  II.  ©.  357.  ein  ©eifpiel 
liefert. 
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SSerneinte  ©rogen,  gTet(t>Bcbeufenb  mit 
negafibc  ©rSßen;  f.  entgegengefeßte  ©roßen. 

9Serfdj)tt)int>nngöquotient/  f.  i. 

©.  821. 


SSerfe^unqen  (Permutationes)  gegebener 
!J)lnge  ober  ©(emente  nennt  man  oüe  oerfdbiebenen  ©fei* 
langen/  meldbe  fie  unter  unb  gegen  etnanber  anne^men  f6n* 
nett/  wobei  i^re  2Injabl  nl4?f  »eränbert  wirb.  S)en  3n» 
begriff  ber  SDerfeljungen  ber  ©lemenfe  a,  b,  c,  d,  ... 

• bejei^net  .^tnbenburg  bur4>  P(a,  b,  c,  d,  ), 

unb/  wenn  bie  ©lemenfe  refpeefioe  a,  ß,  y,  d,  ÜWol 
wieberbolf  oorfommen/  burdb  P(a»  b/*  cy  d^  ...).  ©tc 
Sln^abl  oder  mbglidben  CSerfe^ungen  beißt  bie  ^erfe^* 
ungo*  ober  q>ermutation6iabl/  unb  wirb  für  ein, 
jwei/  brei/  Pier/  u.  f.  f.  m ©lemente  nadb  J&inbenburg' 
bur^O/  b/  C/  b/  — m/  bejeidbnet. 


1.  ^af  man  junädbß  m perf^jiebene  ©lemenfe  a,  b/  c, 

unb  bejeiq^nef  ben  Inbegriff  ber  QSerfe^ungen  bie* 
fer  ©lemenfe  o^ne  a,  ebne  b/  ohne  c,  u.  f.  f..,  'bur4> 
P/  P/  Pf  u.  f.  f.;  fo  erbeßef  leicbf  bie  0ü4)figfeif  folgen* 

ab  0 

ber  gormel: 

P(a,  b,  c,  ...  m)  = aP4’J>P  + ®P  + ...  + mP. 

a b c in 

^nbern  2lggregat  auf  ber  redbfen  ©eite  fommen  näm* 
litb  offenbar  afle  q>ermufafionen  ber  gegebenen  ©lemenfe 
Por,  weil/  wenn  eine  mit  bem  2lnfanggelemenf  k fehlte/ 
ou^  in  kP,  alfo  audb  in  P eine  fehlen  müßte/  unb  ein  ganj 

X X 

übRii4>tt  @4>iuß  it<S^  baß  audb  feine  ^ermutation  in  bem 
genannten  21ggregat  jwei  £D2al  Porfommen  fann/  in  bem* 
felben  alfo  P (a,  b,  c,  — m)  richtig  entwicfelt  iß. 

2.  35ie  SÖerfeljungeijabl  ergiebf  ß(^  unmitfel* 
bar.  ©ejeidhnen  wir  nümliq>  bie  SÖerfeßungojablen  für 
m — 3/  m — 2/  m — 1 ©lemenfe  bureb  i,  f/  l;  fofolgf 
ouö  ber  Sormel  in  (1.)  fogleiib: 


SU  — ^*4^  t *4'  ^“4"  »••• 

U (2)  (S)  Cm) 
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b.  i.  mrr:inl=:m  (m — l)f=rm  (m — l)(m — 2)i, 
tinb,  fo  weiter ge^enb,  tn=;m  (m  — l)(m  — 2).. ..2,a. 
2lbec  offenbor  a 1.  2lifo 

m = 1.2.3  .....  m . I 

3.  §ur  eilte  mäßige  2Inja^l  »on  Ciementen  wirb  bie 
55ermufafiongja§l  fcbon  fe^r  grop.  (Eine  ‘üfcbgefeßfcbaft 
»on  10  ^erfonen  fann  i^re  9^l5^e  1.  2.  3...  10  =r 
36288(X)  SOlal  wecbfeln.  3**  tnathemati- 

ques  par  O z a n a m.  Paris.  1696.  p.  45.  ftnb  bie  SDera 
feftung«ja^Ien  big  jur  25(len , weicbe  au«  26 
jle^t/  in  Athanasii  Kircheri  Ars  magna  sciendi. 
Amst.  1669.  p.  157.  big  jur  50flen  berechnet. 

4i  .kommen  ober  unter  ben  gegeben  m (glemenfen  « 
bor/  weicbe  einonbe,r  gieiib,  5.  23.  = a jinb;  fo  ftnb  ofs 
fenbor  ofle  bie  ^ermutotionen  ibentifdb^  in  weicben  bie 
übrigen  (Eiemente^  ou^era,  einerlei  0teßen  einnebmen. 
2)cnft  man  fteb  nun  irgenb  eine  ^ermutotion;  fo  fommett  ' 
offenbar  fo  uiete  ^ermutationen,  in  benen  b,  c,  d/  ....' 
biefelbert©tcöen  einnebmen,  vor,  o(g  fitb  bie  « (Efemente^ 
meicbe  = a ftnb,  unter  einanber  verfemen  faffen,  b.  1.(2.) 
1.  2.  3 ...  et.  5)a  bieg  von  jeber  ^ermutation  gilt;  fo 
fommt  eine /ebe  l.  2.  3 ...  « SOlal  vor,  unb  bie  Slnjobibec 
von  einanber  verfebiebenen  ^^ermutationen  i|l 

. _ 1.2.3  ....  m 

“ 1.2.3  ....  o • 

kommen  nun  ferner  no4)  ß (Elemente  vor,  »elcbe  afle  = 
b;  fo  fdblie^t  man  ganj  auf  äbnlicbe  2Irt,  bap  bie  2ln}ob( 
vber  ^ermutationen 

1.2.3  ...  m 

~ 1.2.3  ...  a.l  .2.3  .../*’ 

iinb  überhaupt  ifl  für  bie  Slementenreibe  a»  b/*  er . ..  mi<* 
bie  ^ermutationgjabl 

1.2.3  ...  m 

~ 1.2.3  ..  0.1. 2. 3 ..  /ä.1.2.3  ..  y...  1.2.3  ..  ft 
_ 1 .2.3  .. . ( II +/?  + y+ • ••  + /*) 

3.  25.  num  Perm  (a*  b^  c d e)  = ^^3  = 

5.7.8.9.10  = 25200. 
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5.  ©0  för  tie  0ement«n«i^e  a»  b/» . . . p'  qrs  ...  ■ 
bte  9^(i:mufatton8ia^( 

1.2.3  ....  ni 

1.2j3  ..  a.l.2.3>.  /*.. .1.2.3  ...*' 

ihrer  Dlafur  na(b  eine  ganje  » fo  ^ieraüö  ber 
ärtthmrtifcbe  ©alj,  bo^,  tvofcrn  nur  « + /9  + ...  + ;« 
ni4>(  > m i(i,  bas  ^röbucf  1.2.3...m  immer  bur4> 
1.2.3..a.l.2.3../i...l.2.3«.;f  theilbar  ijl. 

6.  SlJon  fcße  bte  ^ermutafionsio^t  =^=zr,  i»o  r 

eine  ganje  nun  m elne^rlmsahb  «nb  nicht  alle 

©(emente  glei^;  fo  finb  alle  §acforen  bes  SHenners  < m. 
2lffo  geht  m in  q nidht  auf  ( )'  nun  aber 
m offenbar  in  p = qr  aufgeht;  fo  mu^  m in  r aufgehen 
(3ah(r  )•  o^f®  2Injahi  m ber  gegebenen  Sie* 
mente' eine  ^riipiahi ; fo  geht  m immer  in  bet  ^ermuta» 
tionsjahi  auf , menn  nur  niö^t  ade  ©(emcnte  unter  einan» 
ber  gleich  finb.  (Gauss  Disq.  arithm.  Lips.  1801. 
p.34.) 

7.  ©er  binomif^ie  2ehrfa^  für  pofitioe  ganje  ©pponen* 
ten  U0t  fidh  leidet  aus  ber  formet  für  bie  ^erfefjungsjahi 
ableiten.  2lm  ÜWeifien  fommen  biefe  3<»hltn  bei  ber  (£nta 
micfelung  ber  ^otenjen  ber  ^^olpnomien  unb  ber  Sveoer^ 
fion  ber  Üveihen  por. 

8.  £s  finb  mm  noch  Dvegeln  jur  wirf li4?en  2luff?edung 
oder  m6gli4?en  ^errautationen  gegebener  (Elemente  nbthig.  ^ 
©a  (1.) 

P(a,  b,  c,  , . m)  = aP  + bP  + cP  + ..  + inP 

a b o n 

= mP  + IP  + kP  + ..  4-  aP 
n 1 k • 

ifi;  fo  erhält  man/  biefe  Sormel  nur  in  9Borte  überfe^enb/ 
ous  ben  ^ermutationen  für  m — 1 (Elemente  bie  für  m 
(Elemente  auf  folgenbe  2lrt.  9)lan  fchreibe  bie  ^ermuta= 
tionen  ber  m — l (Elemente  a,  b,  c,  ..  1 \)'m,  unb  füge 
ihnen  aden  m bei;  fo  erhält  man  mP.  fl^ertauf^t  man 

' nun  m mit  1 , bann  1 mit  h,  u.  f.  f. ; fo  erhält  man  1 P, 

1<P/  tt.  f.  f./  olfo  jufammen P ( a , b,  c,  ...  m).  ' @o 

Je  * 

leitet  man  aus  ben  ^^ermutationen  für  ein  (Element  bie  für 
V.  (Ecc 
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jroel , aui  biefcn  wicbec  bie  für  brei  €(cmf «fe  ab , u.  f.  f. 
-big  ju  ber  gegebenen  2lnja§t  »on  Clemenfen. 

®a  ferner  audb  $.  25.  itt  25ejug  auf  »ier  Siemenfe, 

P(d)=;d, 

P(c,d)  = cP  + dP, 

c d 

P(b,  c,  d)  = bP  + cP  + dp  , 

b c d 

P(a,  b,  c,  d)  = aP  + bP  + cP  + dP 

a b o d 

t(l;  fo  fann  man  ou^  juerjt  d j^infi^reibcn,  blefcm  c tior= 
fe^en , unb  bann  c mit  d vertanfeb««  r biefen  l^ierauf 
b vorfe^en,  b mir  c,  unb  bann  c mit  d »erfaufd)en/  tie- 
fen aßen  a »orfe^en,  unb  a mit  b,  b mit  c,  c mit  duer» 
taufeben. 

0(b(te^f  man  nun  bie  ^ermufationen  für  ein,  jmeb 
brei,  u.  f.  f.  Ctemenfe  in  Jpafen  ein,  unb  fängt  bei  ber 
erffen  Siegel,  wclcbeg  ofenbat  »erpatfef  i(t,  fomobt  »on 
»orn  ots  »on  hinten  an ; fo  erhalt  man  folgenbe  brei  ®ats  ' 
feflungen  ber  ^ermutationen  für  »ier  Elemente  no(b  ben 
obigen  beiben  Siegeln: 


a|b|c 
b a|c 
a c b 
c a b 
b c a 
c b a 


[d 

;<1 

d 

d 

d 

d 


a b d c 
bade 
a d b c 
dabo 
b d a c 
d b a c 
a c d b 
c a d b 
a d c b 
d a c b 
c d a b 
d c a b 
b c d a 
ebda 
b d c a 
db  c a 
c d b a 
d c b a 


a b c d 
a b d c 
a c b d 
a c d b 
a d b c 
a d c b 
b a c d 
bade 
b c a d 
b c d a 
b d a c 
b d c a 
c B b d 
c a d b 
c b a d 
ebda 
c d a b 
c d b a 


d 

d 

d 

d 

d 

d 


a b c 
a cb 
b a c 
b c a 
ola  b 
c|b|a 


a 

a 


b 

b 


c|d 
d c 


a c b d 
B c d b 
a d b c 
a d c b 


b a c d 
bade 
b c a d 
b c d a 
b d a c 
b d c a 
c a b d 
c a d b 
c b a d 
ebda 
c d a b 
c d b a 
d a b c 
d a c b 
d b a c 
d b c a 
d c a b 
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Sitte  biefe  ^Öcrffeflungen  ffnb  {nboIuforif(|>;  bie  belben  leö* 
fen  iugteici?  Ie;:kograp^if(^. 

9.  Slug  bec  Sttafur  ber  Ieyicograpl^lf4>en ' Slnorbituitg , 
folgt  unmittelbar,  baß  man  aue  jeber  einjelnen  ?)ermutas 
tlon  bie  nä(b|l  ^6^ern  ablcitef , wenn  man  »on  ber  rcdbfcn . 
na^  ber  linfen  4)anb  ju  bas  crfie  (Element  ^ud}t,  meldt^cg 
al0  ein  niebrigere»  vor  einem  ^6l)ern  »ocaugge^t”,  bicfeg  mit 
bem  nd(l)|l  ^6l)ern  (Element  re(f)tg  »ertaufct>t,  unb  eg  felbfl 
mit  ben  übrigen  (Elementen  jur  regten  4>anb  in  lepicograa 
p^ifcbcr  Orbnung  folgen  lüßf , inbem  bie  (Elemente  linfg 
»öllig  ungeünbert  bleiben.  2)iefc  Slbleifung  ber  ^ermutaa 
tionen  ouö  einanber  ift  befonberg  in  bem  gatte  anwenbbar, 
wenn  ibentifdbe  (Elemente  vorfommen.  S)ie  ^ermufation, 
in  wel(^et  fein  (Element  mel^r  olg  ein  niebrigereg  »or  einem 
l^b^ern  noraugge^t,  i|l  bie  Ic^fe.  gür  aabbc  ßnb  ^ier* 
na(^  bie  9^(tmutationen : 

' a a b b ä " 

a a b c b . , 

a a c b b 

>.  a b a b c 

a b a c b 
ab  b a c 

abbca  . • ■ ■ 

ab  c a b 

' a b c b a ■ 

; a c a b b 

a c b a b 
a c bb  a 
b a a b c 
b a a c b 

ba'bac  ' 

b ab  c a 

b a c ab 

b a cb  a 

b ba  a c 

b b a c a 

bbcaa 

b c a ab 

b c a b a 

b cb  a a 

c a a b b 

c ab  a b 

cabba 

cbaab 

G b a b a 

c b b aa 

10.  S)ec  Olu^en  l»iefer  Diegcln  in  ber  Stnalpjig  iß  fe^r 
eingef4>rünft.  Slnwenbung  ßnben  fte  bei  ber  Gilbung  von  . 

ecc  2 
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2Ina3(amm«n , b.  i.  bet  S5«cfe^ung«n  ber  ®ü^>|!a6en  einf« 
SBortets,  ober  b«c  SBortc  «tne0  @ai^e0,  fo  beiß  bie  S8er* 
fe^ung  wicber  elnm  @inn  glebt,  weliiie«  aber  feine  mael^e* 
mafif^e  IMnwenbung  ifl.  ®a6  SBorf  Roma  giebt  bie  3lna« 
grammet  ramo,  oram,  mora,  maro,  armo,  amor. 
®er  SHame  beg  berü^tnfen  Satninu«  giebt  UUeuinu«/ 
wie  er  ßdb  felbji  auf  bem  ?ifel  feiner  ^nßitwtionen  nenn^ 
Revolution  fran^aise  giebt  J un  Corse  la  finira , unb 
Veto.  ®er  befonnte  Sßerö  ^ » 

Tot  tibi  sunt  dotes,  Virgo  quod  sidera  coelo, 
tnit  beffen  Sßerfe^ung  bet  onbiebtige  3efuit  Saul^ufiuö 
jum  2obe  ber^unsfrau  ?9laria  ßcbnielbefdjdftigtbat/  giebt 
3312  2Inagramme,  bie.  iviebet  einen  ^eyametergeben,  n>or* 
über,  wie  überhaupt  übet  bergteicben  ©pietereien,  mit 
SOlebrerem  Jac.  Bernoulli  Ars  coniectandi. p.  77» 
sqq.  nad>}ufeben  ijl.  Ueber  eine  lü^erlidbe  2lnwenbung 
ber  95erfe^ungen  ber  ©eflcbtetbeile  auf  bie  93crf4)iebenbeit 
bet*  ©eßebter  in  J.  V.  Mer  bitzii  de  varietate  faciei 
humanae  tract.  phys.Dresd.  1676.  f.  .KüßnetP  2lnal. 
enbl  ©r.  ©.  38. 

,11.  ©ine  befonber«  widbtlge  2lnwenbung  ßnben  bie  ^er» 
wutationen  in  ber  ^btorie  ber  ©Umination  auß  ©leicbun* 
gen  beß  erßen  ©rabeß,  worüber  in  ben  ^ufä^en  ju  biefem 
SBerfc  tncbr  »orfommen  wirb.  9i  o ( b e übet  ^ermutas 
tionen  mit  ihrer  2lnwenbung  auf  baß  ©liminationßproblem 
injpinbcnburgß2t.  ©amml.  comb.  anai.  2Ibb.  ©.  263. 
Sch  erb  math.  Abh.  Berlin.  1825.  S.  31,  ' 

2Iud)  gehört  jur  ifehre  »on  ben  ^ermutationen  t e ß e I 
über  poßtine  unb  negatine  ^^tentutationen  u.  f.  f.  SOlats 
bürg  1823.  8. 

©ine  intereflante  2lufgabe , -bie  ßdb  auf  ^ermutatio» 
nen  grünbet,  f.  m.  Annales  d,  Math.  XVI.  p.  32.,  unb 
aufgeiöß  »on  gertiot  XVII.  p.  137.  ©ie  betrifftbie 
25eßimmung  ber  2InjahI  bet  »crßbiebenc  2lrten,  auf  wellte 
ni  »erßbicbene  färben  auf  bie  m ©eitenßüibeneineß  regu= 
(aren  ^otpeberß,  beten  jebe  n ©eiten  h«t,  aufgetragen 
werben  fönnen.  ®ie  gefudhte  3®hl  >1^ 

_ 1.2.3  . . ■ (m  — 1 ) 
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I 

17.  ^ie  7tnjQl|{.  Der  ^ecmutationen  in  ;ebec  einjeinen 
Orbnung  finbet  man  offenbar,  wenn  man  unter  ben  gege« 
benen  Elementen  eine;  uon  benen,  mit  n>e(4>tr  bie  Orbnung 
anfängt,  megiäpt,' unb  für  bie  übrigen bte  QSerfebungOjabt 
fu^t.  §ür  c’ijibieTlnjabt  ber^ermutaf tonen  t>on 

bet  Orbnung  a ::;=:  num  Perm  (a^  = 560,  üon 

ber  Orbnung  b =i=  num  Perm  (a*  b*  c*)  = 420,  bon 
ber  Orbnung  c z=  num  Perm  (a*  b*  c)  ;zp  280, 

3Scvfc$lU\ßß^df}l/  ^ermutation« jal^i,  f. 95er. 
fe^ungcn. 

aSertaufd^ung  ber  unabhängigen 
ueeanbcvlid)en  @repe,  f.  söerünberung  ber 
unabHi^diS^*^  beränberli^ien  0r6^e. 

Vertex,  f.  @d(jeite(punft. 
aSerticalminfel,  f.  «ajinfet. 

aS  e r n> a n bl  U n g / einer  ©r6^e  ober  eineg  3Iug» 
brucfeiji  überhaupt  bie  juirgenb  einem  3mecfbienti(^e  25er* 
ünberung  bet  gönn  ober  @e(ia(t  berfelben,  ö^ne  baß  ba* 
burtb  ber  2Bert^  geünbert  wirb.  Uebcr  bie  Sßermonbtung 
ber  Figuren,  gunctionen,  ©tei^ungen,  Proportionen!^ 
bie  entfpre^tenben  Ulrtifel.  ©ep  ber  20erwanb(ung  ber 
©oorbinaten  wirb  bloß  bie  Sageber  SIpen,  auf »eidb« tiie. 
frumme  Sinie  ober  gläcbe  bur^  51bfci(fen  unb  Orbinoten 
''bejogeniß,  geünbert.  S>ie  nöt^ige 'Einleitung  ^ierju  ert^eitt 
ber  'EIrtifel  ©oorbinate. 

aScrmech Ölung  hei  ^roportionenf 

CAlternatio)  ^eißt  bie  2Gerfauf(t>ung  ber  SJiittelglicber  mit 
einanber,  meltbe  offenbar  nur  bann  julüfßg  iß,  menn  aüe 
»ier  ©liebet  gleit^jactig  ßnb.  (93er^ltniß.  26.). 

Sermedhölung  t»/r  unabhi^ngi'gen 

»erantevUehen  @r6§e,  f.  «Uerünberung  ber 
unab^ngtgen  oeränberli^ien  ©rbße. 
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95  i C l ^ cf  ober  1 9 g 0 n ]|«l§t  jebe  bon  einer  belie= 

felgen  ^nja^t  gerober  2lnlen,  n)el(fee  feine  ©eiten  gcnonnt 
werben,  eingef4)(offene  ebene  §lgur.  5>lc  ©efammt^eif 
aDcr  ©elfen  ^eipf  ber  Umfong,  bie  ©ur^fifenltwpunfte 
feer  ©eiten  Reifen  ©pi^en.  3ebe  gerate  2inle , weltfee 
5wei  nl4>t  ein  unb  berfelben  ©eite  ongefebrenbe  ©pifeen  mit 
einanber  nerbinbet,  feei^t  diagonale.  £>ie  ven  ben 
©eiten  gebilbefen  Innern  SSJInfet  nennt  man  lÖielecf»? 
ober  ^olpgonwinfcl.  2Berbcn  bie  ©eiten  über  bie 
©pi^en  feinau«  »erlängerf ; fo  erfealf  man  bie  ?l  u 0 e n w i n» 
fei  bep  Sßielecfp,  bie  aber,  wenn  bie  entfpreefeenben 
^olpgonwinfel  cinfpringenbe  ober  conweye  SßJinfel  0nb, 
innerfealb  bee  ^olpgonp  liegen,  unb  bafeer  in  blefem  §alle 
ol8  negativ  betraefetet  werben  feilen.  9la4>  ber  5lnja^l  ber 
©eiten  tfeeilt  man  bie  l^ielecfe  in  X>reiecfe,  ^iereef  e, 
günfeefe,  u.  f.  f.  ©pfeürlfefee  95ielecfe,  von 
benen  (Einige«  Trigonometrie.  (93.)  beigebrotfef  worben, 
werben  auf  ber  Obcr0adfee  einer  .Äugel  von  Sogen  gr60ter 
j?reife  eingeffelojfen.  Polygones  gauchea  nennen 
franjö0f(fee  ©(ferift0eßer  folcfee  33ielerfc,  -beren  ©eiten 
ni4)f  aße  in  e I n e r (Ebene  liegen.  SOJ.  f.  einige  Sigenffeaf= 
fen  foltfeer  SSielecfe  in  bem  Slrf.  Tranpverfale.  (4.  7.  11, 
12.  15.) 

i , 

I.  Slllgentctnc  ©igenfe^affen  in  93cjug 
auf  ©citeu;  5)iagonaIcn  unt)  SBinfel; 

1.  5)le  ©eiten,  SGBInfcl,  unb  ©pl^en  0nb  offenbar 
feel  |ebem  Söielecf  in  gleicfeer  3lnjafel  »orfeanben, 

2.  ©ei  nun  immer  bie  ^Injafel  ber  ©eiten  — n;  fo 
(affen  0^  offenbar  au«  jeber  @pi(|e  n — 3 , aus  oflen  alfo 
i>(  n — 3)  3)iagonalen  jiefeen,  wobei  aber  jebe  T)iago= 
nale  hoppelt,  j.  S.  bie  jwifefeen  A unb  N alP  AN  unb  NA, 
gereefenet  worben,  fo  ba0  alfo  bie  2lnjafel  beriX>iagonalen 


3.  S)ie  ©ummen  feer  Innern  SBBinfel  eine«  n unb 
( n — 1 ) eefp , ben  redbfen  2ßinfel  alP  ©infecif  genommen, 
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fcpen^unb^.  ©inbnunA,  B,  C (Fig.  102.)  bre{ 
ouf  cinanber  folgcnbc  ©pitien  irgenb  cinee!  necfet;  jb  wirb, 
wenn  mon  AC  jie^f/  ein  S)reiccf  ABC  bcfiimmf,  weld(;eö 
oußer^otb  ober  innerhalb  bcg  gegebenen  necfo  fdUf,  j'enadb* ' 
bem  bec  9>oli;gom»infeI  bei  B concao  ober  ronoep  i|?. 
S)a  nun  in  jebem  S)reiecf  bie  SGBinfelfurame  = 2 1(1;  fo* 
ijl,  wenn  B roncao  l(t,  JS'  = ^ + 2,  wenn  B conoep 
i)T  ober  .2  = ^ — («  + /?)  + 4— /=-2r  — (2— y) 
+■  (-^ — /)  = -^  + 2,  wie  »or^er.  ^olglicb  bKben 
fiirn  = 3,  4,  5,  6,  ...  bie  Sßinfeifummen  bie  ^ro= 
öpeffion  2,  4,  6,  8,  — , bercn  (n  — 2)  feei  ©lieb/ 
b i.  bie  Sßinfelfumme  jebe«  necfo,  = 2(n  — 2)  = 
2n  — 4 i(l,  immer  ben  rechten  2ßinfel  ots  ©in^eif  ange* 
nommen. 

4.  nun  ein  nccf  m roncaöe,  m'  conoepe  SBinfef, 

unt  fe^en  wir  bie  ©umme  jener  = S,  biefer  = S',  bie  , 
©ummen  ber  entfpreebenben  andern  SBinfein  ober  =r  s 
unb=:  s';  fo  ift  offenbar  S + s=z:2m,  S'  — s'=2m'. 
2Ufo  S + S'+  s — s'  = 2(m  + m')  = 2n.  2Iber 
S +S'=z=2n— 4 (3  ).  21(fo  2n  — 4 + 3 — s' = 

2n,  s — s'  = 4.‘  ‘folglich  ift,  ba  bie,  conoeyen  *po(ij= 
gonwinfcln  entfpreebenben,  2lu^enwinfei  als  negati»  bc= 
traebtit  werben,  bie  aigebraifebe  ©iimme  aßer  2lu^enwini 
fet  eines  (eben  33ie(ccf6  = 4.  J^at  bas  SDIclecf  feinen 
con»ej:tn  SlBinfel;  fo  i(i  s' = o,  s = 4. 

5.  ©in  neef  fann  b^d;f^tns  n — 3 ronoeye  Sffilnfet 

haben,  weit,  wenn  es  n — 2 ba  jeber  ronoejee 

SlDinfet  > 2 i(l,  bie  ©umme  ofler  conoejren  Sßinfet  fdjon 
> 2n  — 4 wäre,  ba  boeb  bie  ©umme  ofler  2öinfet  über» 
boupf  immer  nur  = 2n  — 4 i(l  (3.  ). 

6.  ©In  SSieteef  fei  burd>  ©iagonaten  in  Dreiecfe  ge» 
tbeitf,  beren  2Injabl=  ^ fei.  ®le  ©umme  ofler  SlBin» 
fei  biefer  ©relecfe  ijl  = 2 J,  unb  ber  ©umme  ofler  2Öin= 
fei  bes  ISietecfs  off^enbor  gteid).  2Ufo  2 J = 2n  — 4 
(3.),  J = n — 2,  fo  baß  atfobie  2lnjabt  ber  ©reieefe, 
in  welche  ein  Sßieteef  bureb  S>iagonaten  getl)eilt  werben 
fonn,  immer  um  2 fleiner  iß,  ols  bie  2Injobl  ber  ©eiten. 
5)ie  2ln  jotjl  bet  ©e  iten  ofler  biefer  2>r cicef  c iß  = 3 (n — 2), 
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tvo  akc  febe  ^iagonate  augenf^^einUdb  toppeft  g«red()n«t 
tf{.  0eQen  wir  atfo  bie  ber  diagonalen,  bur0 

wet^e  ein  ^olpgon  in  drciecfe  get^eiitwerben  fann,  -stJ; 
fo  i(l  3(n  — 2)  = n + 2d , worou«  d ==  n — 3,  b.^. 
bie'jlnia^I  ber  diagonalen,  »eldje  ein  Spoipgon  in  dreieefe 
{erlegen,  tfl  immer  um  3 deiner  alo  bie  ^nja^l  ber  ©eiten. 

7,  SOlan  l^abe  jeßf  einmal  ein  beliebigem  aum  a drei* 
eefen,  b Sßiereefen,  c günfeefen,  u.  f.  f*  beflebenbets 
gigurennel}  in  einer  (Ebene,  die  ^Injabl  ber  Söerbim 
bungolinien  fei  = K,  bie  2lnjabl  ber  fünfte,  in  mel^ei 
biefelben  sufammenfTogen , =;=E,  bie  2injabt  ber  einiefc 
nen  giguren  S.  die  2inja()l  ber  im  dugern  Umfanjc 
bes  ^c^eet  liegenben  2inien  unb  fünfte  fei  = i?,  = <5, 
unb  bie  2Injal)l  ber  innern  Linien  unb  fünfte  ;=  Ä', 
= fo  i(l  offenbar  K = jt  + .Ä',  E z=  (£  + €', 

.5?  — ^ (£ , unb  au^b  S a^b-f-c-^-d-f*....  0vedbnet  _ 
man  febeSinie  im  dugern  Umfang  ein,  jebe  innere  jioei 
SOlal;  fo  i(l  offenbar  3a  + 4b  + 5c  + 6d  + . . 

+ 2jil'=  K 4- Ä',  2a  + 3b  + 4c  + 5d  + , 

= K + jl'  — S.  die  ©umrne  ber  innern  SSJinfel  aller 
bam  S^eij  bilbenben  Spuren  ifl  2a  + 4b  + 6c  -r  8d 
+ ...  aber  oueb,  ba  um  jeben  innern  ^unff  »ier 
redbfe  29infet  liegen,  = 4©  + 2 — 4,  weil  2i — 4 
bie  ©umrne  ber  SSBinfel  am  dugern  Umfange  ig  (3.).  2llfo 
2a  + 4b  + 6c  + 8d  + . . . = 4(£'  H-  2jt  — 4, 
a + 2b  + 3c  + 4d  + . . . = 2(E'  + .^  — 2,  2a  + 

3b  + 4c  + 5d  + . . . ==  2e  + .^  + S — 2.  2Ufo 
K + .Ä' — S = 2(£' + .^  + S — 2 = 2(E  — (£) 
4.^  + S — 2 = 2(E^Ä)+Ä  + S — 2 = 
2E— j?+S  — 2,  K + + .^'  = 2(E  + S — 1) 

K + K = 2K,  alfo  E + S — 1 = K,  E + S = 

K + 1 , fo  bag  alfo  bie  @umme  ber  2lnjabl  bet  durdb^ 
febnittmpunfte  unb  5'9uren  immer  um  1 grbger  ifi  als  bie 
Slnjagl  ber  £inien.  (£m  erbcüef  fe^r  leidbt,  bog  bufer  ©aQ 
oueb  fiir  OTei^e  gilt,  bie  nicht  in  einer  (Ebene  liegen, 
©nen  anbecn  nod;  »veit  einfachem  SBemeim  f.  im  2lrt.  Sßiel* 
eefiger  i^örper  (1.).  der©oß  lg  »on  £audbp  gefun* 
ben.  ©.  0.  a.  D. 
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8.  SHe  n ©elfen  «nb  n SEßlnfet  eine«  ^lelecf«  follett 
©itucfe  beffelben  ]^ei§en.  SKan  fann  fragen,  wie  »ietc 
> biefec  ©fürfe  jur  ^eflimmung  beß  Sßietecfß  nbf^lg  jinb. 
S)ie  (Elemente  ber  Geometrie  unb  Trigonometrie  (eieren, 
ba^  jur  Gepimmung  eine«  ®reiecfß  immer  3 ©töcfe  er» 
forberti^  (Inb.  ©ep  nun  ein  nccf  gegeben,  unb  bur^> 
eine  S)iagonote  ein  3)reiecf  abgef4>nit(en,  fo  ba^  ein 
(n  — l)ecf  übrig  bleibt.  S)ie  '3Injaf)t  ber  nöt^igen  Se» 
flimmunge|lücfe  biefeß  (n— r-l)ecfß  fe^rrrb',  bie  beß 
necfß  = b.  ©inb  alfo  b'  ©türfe  beß  (n  — 1 ) ccfß  gege*  , 
ben ; fo  ifl  babur(^  bie  gejogene  T)iagonale  beftimmt,  b.  i. 
eine  ©eite  beß  obgefdjnittenen  SJreiecfß,  ju  bejfen  S5e« 
ffimmung,  folglich  ou4)  jur  Ge|!immung  beß  necfß,  bem» 
nad)  nur  nod)  2 ©tücfe  gegeben  ju  fe^n  brauchen.  §olg» 
lieh  b = b'  + 2 , unb  bie  2lnjabl  ber  nör^igen  35e» 
flimmungßftücfe  für  baß  S)reiecf , SÖierecf,  günfeef, 
....  neef,  olfo  3,  5,  7,  ...,  2n — 3.  ' (Eß  er(>ellef 
aber  leicht,  baß  unter  biefen  2n — 3 nbfhigen  Gefüm* 
mungßflücfen  immer  nothwenbig  wenig j?enß  n — .2  ©eiten 
fepn  müffen,  weil,  wenn  nur  n — 3 ©eiten  gegeben 
würen,  nodh  n IJBinfel  gegeben  fe^n  müßten.  £>a  aber 
burch  n — 1 SäJinfel  ber  nte  fchon  an  ßd>  beßimmt  wirb, 
inbem  bie  ©umme  aller  = 2n  — 4 (3.) ; fo  wären  in 
bet  Thöf  ouP  2n — 4 non  einanber  unobhängige  ©tücfc 
gegeben , ba  bod>  bie  2(njahl  berfelben  2n  — 3 fe^n  muß. 
älfo  müffen  2n  — 3 ©tücfe,  unter  benen  wenigßenß 
n — 2 ©eiten  »orfommen,  gegeben  fe^n.  S)amif  ijl 
übrigenß  nicht  gefagt , baß  bur^  febe  2n  — 3 ©tücfe, 
unter  benen  wenigßenß  n — 2 ©eiten  »orfommen,  ein 
SOielecf  »öllig  beßimmtwirb,  inbem  ja,  wie  bie  Trigo» 
nometrie  (@.  biefen  21rf.  15.)  lehrt,  fd)on  bei  ©reieefen 
§äße  »orfommen,  wo  burch  brei  ©tücfe  mit  wenigßenß 
einer  ©eite  baß  T)reiecf  nicht  »böig  beßimmf  wirb.  (Eine 
»ollßänbige  ^ufjählung  oUer  gaOe  bei  |>ol9gonen , worin 
jugleich  bie  :23ebingungen  ber  ©ongritenj  enthalten  fe^n 
würben,  geßaftet  h‘tr  ber  Dioum  nicht,  ba  bie  Unter» 
fud»ung  an  ßd>  ganj  elementar,  unb  feinen  ©dhwierigfeu 
ten  unterworfen  iß.  SOi.  ».  Grelles  Geometrie. 
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Thl.  L $.  95.  ff.,  ou4>  ^ol^gonomefrie  im  3ftf.  'Jrigos 
nomefrie.  IV.  Uebec  bic  2inja^l  bcr  ubf^igen  25cftim» 
mungsflMe  bei  ^igurenne^en  f.  einen  non  Otü 

nier  in  Grelles  Journal  d.  Math.  Thl.  I.  H.  3. 
S.  227. 

II.  Söeröleic^ung  tcr  SSiclecfc. 

* 9.  3wet  Sßieieefe  fbnnen  in  breifadber  9iiicf|i4)t  mit 
einanber  übereinflimmen,  unb  in  eben  biefen  ©e^iebungen 
mit  einanbec  berglid;en  werben.  Uebereinfiimmung  riicf» 
fid)tlicb  ber  ©r60e  b<>0t  ©leidbb«itj  Söielccfe,  bie  in 
23e}ug  auf  ihre  $orm  mit  einanber  übereinflimmen,  b^i§^n 
äbnlicbe  Sßielecfe;  Uebereinfiimmung  rürfficbtlid?  bec 
^orm  unb  ©r6^e  ^t\^t  ©ongruenj.  jDie  ge« 

l^brenben  Unterfud)ungen  werben  alo  n5ilig  elementar,  unb 
grb^tentbeilo  felbfi  in  ben  ©iementen  beo  ©uctibee  ents 
batten,,  f)ier  fügticb  ubergangen,  um  für  fcbn>ierigere  Un= 
terfuebungen  ben  üiaum  ju  fpaten.  3" 

2et)rc  non  ber  2let)nli(bfeit  ber  Sßieteefe,  fo  wie  il)re  Sßers 
wanblung  unb  “ibtitung  f.  m.  ben  2Irt.  5*9Wf« 

@.  214  — 245. 

111.^  ^unft  t>er  mittlcrn  ©ntfernung.  . 

10.  ®er  ^unft  ber  mittlcrn  ©ntfernun* 
gen,  ober  auch  ber  SOlittetpunft  ber  ©ntfcrnun= 
gen  eine«  Sßieteefe  ifl  ber^un'  in  ber  ©bene  bcffelben, 
wet(bcr  bie  ©igenfebaft  i>«fi^t,  baß  feine  ©ntfernung  non 
je  ber  in  ber  ©bene  be«  SÖietecfs  widfübrUct^angenomme* 
nen  geraben  2inic  ober  21  pc  baß  aritbmetifebe  SOZit« 
tcl  bec  ©ntfeenungen  aller  0pi(}en  be«  Söieletf«  non 
biefer  2lpe  iji , woßci  bie  ©ntfernungen  poßfin  ober  negatin 
genommen  werben,  fena^bem  ße  ouf  ber  einen  ober  ber 
anbern  0eife  ber  2lpe  liegen.  2ludb  auf  Söielc'cfc,  bie 
nicht  in  einer  ©bene  liegen,  felbß  auf  willFübrlid^e 
fünfte  im  Dvaume  läßt  ßcb  biefer  begriff  erweitern,  wenn 
nur  wißfübr,ticbc  ©benen  im  Üiaume  al«  2lpen  angenommen 
werben.  2>ie  nötbige  .^ur5e  gebietet  un«  j'eDo4>,  bie 
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«nfcrfuc^unsaufWfcfcftt  einer  (EBene  ju bef4>ränfen, 
um  fo  mef)ry  t>a  fie  f?4)  leicht  md)  ouf  Den  «Kaum  öber* 
|aupt  flug&e^nen  lajfen  wirb,  wenn  ffc  für  ben  fpedeaern 
goß  ridbfig  aufgcfaßt  worben.  €arnot  ^at  ben  ®unft 
tier  miftfern  (Entfernungen  in  bic  ©eomctric  eingefübrt, 
unb  in  feinet  Geometrie  de  position  »ieie  merfwürbige 
(Eigenfi^affen  beflelben  bewiefen.  Uebrigens  febrt  bie  9Jie* 
4>anlf,  ba§  biefer  ^unft  mit  bem  ©dbwcrpunffe  mehrerer 
gleieben  ÜÄaffen  in  ben  ©piijen  be«  Ql^ctecf«  eineriet  iff. 

11.  Swrbrberfl  i(l  su  jeigen,  baß  eei  fiSr  jebe5  SSiefecf 
einen  ^unft  ber  mifrtern  ©ntfernungen  giebt.  ' 9?immf 
man  namficb  jmei  wifffübdicbe  auf  einanber  fenfrecbte^Iren 
aU/  unb  bejeid;nef  bie  ©oorbinaten  ber  @pi^en  be«  »Bief- 
y ; X,,  y,;  f.  f.. 

wmn  t,u  etitttnafji  =n  iff,  6tr  fmtt,  Kfftti  groW 
femafen 


X == 


— . 4*  X,  «f-  Xg  4" 

n " 

y = y»  4*.y2  4-  y<  4* 
n 


ßnb,  ber  ^unft  ber  mittleren  (Entfernungen.  Um  bieö  m 
bewetfen  ift  ju  jeigen,  baß  biefe  ©ieiebungen,  ober  wenig- 
fhns  bic  Drbinatengieießung,  für  jebe  jwei  anbere  2lren 
eben  fo  ßatt  ßnben.  @inb  biefe  Sljen  juerß  ben  primitiv 
t)en  paraßei,  bic  ©oorbinaten  i^re«  S)urcbf(bnitt6punfteg 
in  SBejug  ouf  bie  primifiücn  31fen  a,  b;  fo  iß,  wenn  bie 
neuen  ©oorbmaten  burcb^nijiceg  »on  ben  primitiuen  unter* 
fdpieben  werben,  offenbor  il 

*'  = X — a,  x\  = r,  — aj  x',  = X,  — a, j 

y’  = y-^>  y\  = y,  ~b,  = y,  _ b, .... ; 

wenn  nur  a,  Mmmer  mit  ben  gehörigen  geieben  genom, 
men  werben,  ülacb  ber  SÖorauofeijung  iß  aber 


y — b =? 


b = 


X.  + »2  + X,  + . 

• • • 

n 

y.  4-  y.  4-  y,  + , 

* * * . 

hl 

*1  4-  X,  4-  »,  4- . 

* . . — na 

U 

» 

yi  4-  y,  4-  y,  4-  . 

. . . — nb 

u 

? 
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(x,  — a)  4-  C»5  — «)  + (*J  — a)  + ' • 

* “ — ! ^ ^ ^ 

. fyi  — h)  +>(y3  — b)  + (y»— ^>)  + — . 

y p = — 

. *'■  + *'2  + »%  + •••• 

X = » ■ 


. _ y'i  + ft  + yS  + ••..  . 

y ™ 7-p  ■ ’ , 

fo  baß  a(fo  unfcre  ©feidbungeti  au(|>  für  baö  neue,  bem  pr{» 
mitben  parallefc,  @pjiem  gelten.  ßnbße  fücjebc 

jweineue  oufben  primitben  fenfrc^te  Slpen  tintig,  weit 
man  offenbar  x unby  nertaufdben  fann,  3(1  nun  aber  iu 
genb  ein  anbereö  ©pßem  gegeben ; fo  fann  man  weit  un* 
fere  ©teicbungcn  für  atle  paratleten  ©pßeme  gelten,  wenn 
ße  für  eine!  gelten , bcjfen  5lpen  buref?  ben  Slnfang  be«  prU 
. mitben  ©pßem«  ge^enb  benfen.  2lud()  taffen  ßbf  wie 
fogteidb  in  bie  2lugen  füßt,  biefe  beiben  ©pßeme  in  immer 
parafleler  Sage  jeberjeit  fo  weit  fertrüefen,  baß  ba6  gege* 
bene  OStelerf  ganj  jwifiben  bie  ©(benfet  beg  Sijinfetei  x'Ay 
(Fig.  103.)  faßt,  unb  man  atfo,  ohne  ber  Mgemein^eit 
}u  ßbbben,  nur  bie  beiben  in  ber  §igur  bargeßeflten  §üße, 
l'enacbbem  ber  SBinfel « < ober  > 90<>  i|i , ju  betrachten 
braudbt.  P iß  irgenb  eine  ©pi^e  be8  gegebenen  SSieteefg. 
3n  Fig.  103.  a.  iß  AB  = X,  PB  = y;  AB'  = x', 
■tB'  = y';  ab=ac-.-b'd,  pb=b'c  + PD,b.i." 

X = x'cota  — y'slno,  y = x'sirn»  + y'cöso  . 

3n  Fig.  103.  b.  bagegen  iß  AB  = — x,  Pb  =r=  y; 
AB'  = x',  Pb'=  — y'j  AB  = AC  — b'D,  PB  = 
B'C  + PD,  b.  i. 

— X = x'  co«(180®  — a)  ---  ( — y').co»(o  — 90®  ), 
y = x'sin  (180®  — o)  + (' — y')  .*in(  o — 90®  ) , 

welßje  @tei(bungen  ß6  leidet  ganj  auf  biefelbe  ^orm  wie 
bie  obigen  bringen  laßen,  ^ittelß  (Elimination  erhält 
man  Uid)t  au6  ihnen:  . 

I x'  = y <in  a -f-  X co*  o , y'  = y cos  o — x sin  o . 

£ßun  iß  na^  ber  SOoraußfe^ung: 


y Sine 


y,  sin  a 4"  Ja  “ 4* 


u 
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7 COS  « 


xsina 


y,  cos«  + Yj  co^g  + 73  cotg  + 
n ^ 

*1  **”  «.  4*  X;  sin  « -j-  y»  ” + • 


Y sin  a + X CO.  « « (y . <«  +X,  cos  o)  + (jr,  sin  g + X,  cos  g)  + .-. . 

J ^ , n * 


ycosB-xsino  = -^y»  »»  »in  »)  + • • • . 

a , ’ 

b.  I.  no4?  bem  fo  «beit  SSewIefetten : 

_>  _ + T i + *"3  . + • ‘ • K 

n ' 

'•  ' . y. +y, + y, + •••. 

y_«  _ . ■ - - . 

X)le  beiben  5fugbröcfe  fürx,,  y getfen  alfo  fütjebe« 
@9(?em/  unb  bet  burdb  biefe  Soorbinofen  bc|?immte^anft 
i(l  otfo  bec  ^unft  ber  miftlem  (gnfferiiungeti  bc6  SBiet* 
«cf«.  (10.) 

12.  2egt  man  bur^)  ben'^unft  bef  mift(«rn  Cnffer* 
tmngen  irgcnb  einegerabeSImeal«  3I;e  bec  yj  fo  y=:o, 
unb  foIgIi4^  au^ 

yi  + yj  + y.  + ••••  = o . 

b.  1^.  bi«  @ummc  ber  ©trfernnngen  oller  ©pt^en  be«  SSi'eli 
ccfo  non  jeber  burdb  ben  ^unft  ber  mitrlern  Snefernun* 
gen'gel^enbe  gerobe  2lnie  ä=  o.  (Sine  fotdbe  2inie  bel§f 
«ine  Sipe  ber  mitflern  (Entfernungen.  Umgefe^rt 
ge^en  ofie  %en,  für  welche 


yi  + ys  + y.  + ..■•=:  0 

ijl,  burdb  einen  ^unft,  nämlidb  burdb  ben  ^unft  bet 
,mittlern  Entfernungen,  ©enn  mon  erhalt  benfelben  (11) 
burdb  bte  Eoorbinaten 

X = *1  + »2  + «3  4-  N 

n * 

y,-+y2  + y3  +•»••_ 

^ n 

3|!  nunyj  + y*  + Ta  + •••  = 0;  fo  i(laudby=o, 
unb  ber  ^unft  ber  mittlern  Entfernungen  muß  olfo  in  bet 
2lpe  liegen,  auf  tnel4>et  bie  y fenfre^t  finb,  b.  i.  in  bet  ' 
gegebenen. 


I 
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13.  S)ur(^)«{ne  ganj  einfa^ic  geomefrif4?e  55efra(^futig 
errettet  augenbllcfUd) , baß  tm  35reiccf  füc  jefce  »on  einer  - 
0pitje  nach  ber  9J?ltfe  ber  ©egenfeite  gejogene  gerabe  2h 
nie  fll6  21fc  Yi  + Yj  + •••  = o iff.  ®a^er  finb  biefe 
brei  geraben  Linien  2I;ren  ber  mittiern  Entfernungen  (12.), 
unb  fribneiben  (t(^  in  einem  fünfte  (3)reiecf.  16), 
nämlicÖ  in  bem  fünfte  ber  mittlern  Entfernungen  beef 
2)reiecfs. 

Eben  fo  tei(^?terf;cllef,  bo0  'ber^unftber  mittlern  Enfj 
fernungen  eines  ^araflelogramms  ber  ©urdbf^nittßpuncf 
feiner  beiben  ®iogonalen  i|l. 

14.  fünfte  ber  mifflern  Entfernun» 
gen  na^>  aöen  0pi^en  bes  Q3ielecfs  gerabe  fiinien  , z^, 

Zj, , unb  bejeidbnet  bie  3Binfel,  t»el(^e  biefe  Linien 

mit  itgenb  einer  bureb  ben  ^unft  ber  mittlern  Entfernum 
gen  gejogenen  geraben  Sinie , bie  man  ols  2l;e,  ben  93unff 
ber  mittlern  Entfernungen  als  ^nfang  ber  x annebmett 
mag,  einfcblie^cn r biefe  sffiinf et  immer  na^  einer  Seite 
bin  pon  0 biß  360®  gejablf,  bureb  «i,  «2/  “sr  — > 
foifl 

COfl  f Xj  ^2  cos  O 2 ) 2 j C08  ff j y • • • 

J2=^^sina^2  yj  = ijsinffj,  y,  = ZjSincs,  ... 

golgli^,  ba  b»«  x = y = o ifi: 

Z|  COSff]  z..  cos  ffj  -4”  *3  OOSff,  4« 

O ==  ' = ■ ■ • 

• n ' 

2,  sin  ff , 4*  *2  ®2  + *3  ®3  + • • • 

O — ^ ....  , 

n 

unb  bemnacb,  wie  oudb  bie  ^ronßöerfale  burdb  ben  ^unft 
ber  mittlern  Entfernungen  gelegt  fe^n  mog : 

o = Zj  cosa,  -f*  cos «2  -}•  z,  cos .3  4~  • • • , 

o = Zi  sin  «3  4*  **'*  ‘'2  'f'  *1  ‘*2  4'  * * ’ • 

15.  wan  nun  non  irgenb  einem  anbern  fünfte 
in  ber  porber  bur^)  ben  ^unft  ber  mittlern  Entfernungen 
wiilfübrlidb  gelegten  2l/re  nat^  aöen  Epiijen  beö  SÖielecfß 
gerabe  Sinien  z'j , z\,  z\,  ....,  unb  bejeidbnef  bie  Ent* 
fernung  beß  angenommenen  fünftes  Pom  fünfte  ber  miff* 
lern  Entfernungen  bur(b  a;  fo  hüben  a,  z^,  z\; 
a,  Zj,  z'jj  u.  f.  f.  S>reierfe^  auf  beren  ©runbliniea 
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bie  ^frpenblfet y^t  •••-•  'JO«  ©pt^en ge* 
, faßt  ftnb.  Stimmt  man  nun  oiif  ba^  Söorjetdbcn  be«  a 
nnb  bcc  x gcljortg  9vücfftd(jf  j fo  folgt  auß  (Stern.  II.  12. 
13.  unb  bann  ferner  miffeljl  (14.)  fogleic()/  ba0  immer 

z',*  =1,*  + a’  — 2a*i  = Ij*  + »’  — 2az,  coja,  , 

z ^ = z}  + 2aXj  = Zj’  + a®  — 2az,  cosoj  , 

z'j*  = z,’  + “a  ~ 2a*j  = Zj’  + a’  — .28X3  cosoj  , 

' ,«•  f-  f-  «•  f-  f' 

Sotg(lc(?  bur^>  SIbbition  (14.): 

z',’  + *V  + *V  + • • • = + *a’  + *3’  + •••  + 

b.  bie  ©umme  ber  üuabrafe  ber  (Entfernungen  trgenb 
cineß  ^unfteß  in  ber  (Ebene  cineß  necfß  non  beffen  n Sffiitu 
fetfpi^en  ijt  immer  ber  ©umme  ber  öuabrate  ber  (Ents 
fernungen  beß  (f)unfteß  ber  mitttern  (Entfernungen  non 
ben  n SBinfetfpi^en  nebfl  bem  nfacben  üuabrate  bet  (Ent* 
fernung  beß  erfiern  ^unfteß  non  bem  ^>unftc  ber  mitttern 
(Entfernungen  gtei(jb-  SKittetfl  (13.)  ergeben  ficb^ierauß 
teiebt  fpecieffe  merfmörbige  ©aße  für  J)reiecf  unb  (^a* 
raßetogramm. 

16.  (Eine  unmittelbare  gotge  b«töuß  ifl,  ba^  bie 
Entfernungen  beß  ())unfteß  ber  mitttern  Entfernungen 
non  beß  Sßielecfß  ©pi^en  bie  fleinfie  üuabratenfumme 
geben. 

17.  Sefdbreibt  man  auß  bem  fünfte  ber  mitttern  Ent» 
fernungen  mit  tnißfübrti^em  diabiuß  r einen  .^reiß ; fo  i|l 

, für  jeben  (punft  ber  (Peripherie  biefeß  ivrcifeß  bie  ©umme 
ber  Ouabrate  feiner  Entfernungen  non  ben  ©pi^en  beß 
Sßielecfß  eine  confiante  ©rö^e,  nümti^ 

= *.’  + + »3’  +••••+  nr=  (13.)  . 

18.  ©egt  man  legtere  @r60e  = q* ; fo  erhält  man 


®ie  Peripherie  beß  auß  bem  Punfte  ber  mitttern  Entfer* 
nungen  mit  biefem  DJabiuß  befi^tiebenen  jlreifeß  ifl  alfo 
ber  geometrif4>e  Ort  ber  Punfte,  für  weldhe  bie  ©umme 
ber  üuabrate  bet  Entfernungen  non  ben  ©pigen  beß  S3iel* 
ecfß  eine  conffantc  @rö0e  / nämti(^>  = q®  iff/  wie  f4?on 
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SlpoUonluß  bewdfef.  5lpot(oniuö  eBene  Omer, 
»ieberl^ergefleflf  »on  0i.  @tttifon/übcrf.  »oft  Sam  er  er. 
jeipjig.  1796.  0. 263  — 310.  gilt  aBnltdber  ©o^  td0t 
ft(b  ouf  ganj  anotogc  3lcf  »on  Per  Äuget  beweifen.  9)1.  f. 
5.  ©•  mein  2e^rbu(ib  ber  ©tatlf.  J^otle.  1826.  0. 624. 

19.  99en  i'ebet  ber  n 0pigen  jiel^e  man  oit 

ofle  biefe  n ©pl^en  gerabe  £inien  zj,  Zj,  zj,  — ; 

2I22  J33  ^ Ann 

Zj  , Zj  , Z3  , •...  J Z J / Z2  , ••••  5 ••••  Zj/Zj,  Z3, 

bejeld^ne  bie  non  bem^Junfte  bermitttern  (Entfernungen  an 

12  3 

bu  n ©pi^en  gciogenen  geraden  xinku  fcurep  a/  a/  ....  ^ 
unb  fe^e 

(ä)^  + (a)»  + (a)»  + ...  =S  { 

fo  ifl  nodb  (15.):  ^ 

(*.)*  + t*i)*  + (*j)’  + •••  — S + n(a)*  , , 

(2iP  + (*2)’  +(*i)*  + •••  = 8 + n(a),  , 

(”.)’+ ("2)’  + (“aP  + •••=  S + n(ä)’  . 

. I 2 i 

(Eß  ifl  aber  offenbor  z^  = Zj  = Z3  = ...  = o, 

unb  aßgemein  L = z”k-  »f*  ^Iggregat  aßer 

©r6ßen  auf  ber  tinfen  ©eite  bie  boppette  ©umrne  bet 
Ouabrafe  aßet  bie  n ©pi^en  beß  Sßietecfß  ju  jmeien  mit 
einanber  nerbinbenben  geraben  Sinien.  SSejeiebnen  wir  nun 
biefe  boppette  ©umme  bureb  2.2';  fo  erbatt  man  bureb 
beiberfeitige  2Ibbition  teiebt  22'  = 2nS , 2 = nS , fo 
baß  atfo  bie  ©uirime  ber  Ouabrate  aßer  bie  ©pißen  beß 
50ietecfß  ju  jweien  mit  einanber  »erbinbenben  2inien  bet 
nfatben  ©umme  ber  Ouabrate  ber  »on  bem  fünfte  bet 
mitttern  (Entfernungen  an  bie  ©pißen  gejogenen  geraben 
Sinien  gteitb  i(l.  3m  ©reierf  iß  atfo  bie  ©umme  bet 
Ouabrate  bet  brei  ©eiten  ber  3fadben  ©umme  bet  Oua* 
brate  ber  brei  geraben  Sinien  gtei(^ , weteße  »on  bem  ge= 
meinfcbaftticben  ©urcbfcbnittßpunfte  bet  bie  ©pißen  mit 
ben  9Jlitten  ber  ©egenfeiten  »erbinbenben  geraben  ginien 
na4?  ben  ©pißen  beß  S)reie(fß  gejogen  werben  (13.)..  , ' 
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. '20.  ';^’  9>aralkld3rwnm  ABGD  CFig.  ;104.)  fff 

(13. 19.)  AB*  + BC*  + CD*  + AD*  + AC*  + BD* 
=4(AE»  + CE^+BE*+DE*)==2(4AE*  +4BE*j 
= 2(AC’»  + BD*.),  AB*  + BC*+CD*+'AD*  = 
AC*  4-  Bp*^t){e:@utnme  ber  öwatirort  ber  bfer0etfen 
b«r  ©umnic  btr  üuobrafe  btt  beiben  diagonalen  gleidE>. 

21.  3fl  bte  ©urnme  ber  Öuabrafe  ber,(£ntfer* 
nungen  frgenb  eine^  ©pi^f  A beei  aSietecfö  bon  aCen  übris 
gen,  unb  K ber  ?)unfr  ber  mi«lern  Entfernungen;  fo  ifi, 
wennS,  .2'i^re  »orig«  (19.)  25ebeufung  bel^alfen: 

. .r  = nS  (19.),  .2' zz  S 4- n.AK»  (15.)}  . '• 

tbi>rau((  bur(^  Elimination  non  S : 

/?  . , AK  =»  — i),  ■ 

mittelff  n>el4>er  Formel  bie  Entfernung  jeber  ©pii|e  bon 
bem  fünfte  ber  miftlern  Entfernungen  bere4>nef  werben 
fann. 

22.  die  SOiittelpunPfe  ber  bie  n ©pi§en  je  jwel  be6 
binbenben  geraben  iinien  'l)aben  mit  ben  .©pißen  einerlei 
^unft  ber  mittlern  Entfernungen,  die  Eoorbinaten  ber 
^ittelpunfte  jener  £inien  finb  nimlidt)  offenbar: 

*'  . 4(*i  4- *j)>  t(*2  + X3),  4- *i), 


4C*i4*>cn),4t*34“**)34(*34"**)i‘'*»  ^ 

4(yi  + yi)i  Kyi  + y,),  i(ys  + yi)»  •••. } 

' 4(yi  + yi)f  4(y»  + yi),  4(yj  4- yj>,  •••  » 

•4**«  ^ 

4(yi  + y»)>  4'(y3  + y«),  4(ys  4- y«),  ••• ; , ? 

wobei  wir  aber  jebe  berbinbenbe  2inie  hoppelt  gerid^nef 
l^aben,  fo  bag  jebe  Eoorbinate  in  biefer  darjfeüung  offen= 
bar  2(n — l)mal  borfommt.  die  ©ummen  ber  3lb» 
feiffen  unb  Drbinaten  ber  ^Olittelpunfte  finb  alfo 

4(n  — 1)1*,  4-  *,  4.  X,  ...  { , 

|(n— i)|y,  4'y2  4"y3  •••  I , 

unb  folglidb,  ba  eg  iiber^aupt  ^n(n — 1)  95erbinbungg* 
linien^  alfb  eben  fo  biele  Sffittelpunfte  berfelben  giebf, 
wenn  bie  Eoorbinaten  beo  ^unfteg  ber  mittlern  Entfer* 
V.  - S)t)P 

I 
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imngm  Wefer  SWkfelpunffe  bur(|>  (x),'(y)  kjei^jnet 
mrbmt  * 

*— 1 ^ { If,  "t“  Xj  -f-  T,  -}-  ...  I 

|n(n-iT ■’ 

_ 4(a-i)lyi  + y»  + ya  H — I 

4ntn  — 1)  ' 

ober  " . • * * 

(*)  = ' ^ . • ■ 

/_^  _ yi  + y»  + .vj  + . • • 

(y)  — » . - ^ . 

b.  I.  (x)'=  X,  (y)  = y (11.)/  folgH^ber  ^imff 
ber  mifttem  (Entfernungen  bec  ©pi^en  iuglei4?  bec  ^unft 
ber  mittlern  (Entfernungen  ber  ÜKittelpunfte  adec  58erbin= 
bungolinien  berfeiben. 

©Inb  (x),  (y)  bie  Coorbinaten  bees  ^unfteei  ber  mifts 
(etn  Entfernungen  ber  SWittelpunfte  bet  ©eiten  eineo  nerfO/ 

fo  i(l 

< . _ 4(*l  •(*'*1  *(**>  ) ^*  ...  *4*  t(*«— »4~^w  )~t"ftXn  + X,  ) 

V ; ~~~~ 

+ *,  + «j  + »4  + ...  + *n 

- , 

/ f 

b.  i.  (x)  = X,  unb  eben  fo  (y)  ==  y.  2l(fo  »fl  ou(6  ber 
^unft  ber  mittlern  Entfernungen  ber  SOiittelpunfte  bet 
©eiten  einets  neefo  mit  bem  fünfte  bet  mittlern  Entfer* 
nüngen  ber  ©pi|en  einerlei;  unb  manfrnbetbemna(^ 
ben  ^unft  ber  mittlern  Entfernungen  irgenb  eineo  SDier« 
tdi,  wenn  man  bie  SOlittelpunfte  feiner  ©egenfeiten  »et» 
binbet;  ba  biefe  £0?ittelpunfte  bie  ©pi^en  eineo  l))aralIe(o» 
grommO  (inb. 

23.  ©inb  Aj;  Aj  irgenb  jwei  ©pi^en  beö  IBiclerfO; 

t 

Kbet  ^unft  ber  mittlern  Entfernungen,  ber  SOlittel» 
punft  »on  A^  A^;  fo  erteilet,  wenn  mon  fi^  bao  ©reieef 
K Aj  A2  benft;  Ici^t;  bag  Aj  4.  Aj  K*  = 

2A^  + 2K  = ^A^  A^  + 3K  ifi.  ©enft 

man  fi^  nun  »on  na^  allen  ben  übrigen  n — 1 ©pi^en 

gerabe  Einien  gejogen  > fo  i(l 
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A. K»  + A, K*  = iA,  A^*  + 2Kk,>  , 

' A^K’  + AjK»  = iAjA,*  + 2Kk\»  , 

A.  K»  ■+  A„K‘  = ^A,  A„>  + 2K  V i 
(n— 1).A,K»  + A,K»  + AjK»  + ...  + AnK* 

=:  4|A.A,>  + A,A,»  + ...  + A,A^M 

+ 21Kk,*  + Kk,ä  + ...  + Kknl> 

= (11  — 2).A,  K»  + S , 

»entt’Sbie  ©umme  bcr  öuabrafe  b«  ©nfferttunge»  b«ö 
^unffcö  ber  mlttlern  Sntfetnungen  t)on  ben  n ©pj^en 
bejei^nef.  ®enff  man  nun  fite  jebe  ber  n ©pi^eit 
eine  0(ei^ung  entmicfelt;  fe^t  bie  ©umme  ber 

Quabrate  aller  bie  n ©pi^en'ju  jtveien  nerbinbenben  leimen 
=.2;  bie  ©umme  ber  öuabrate  ber  (Entfernungen  berS)lif= 
telpunfte  berfelben  »om  fünfte  ber  mittlern  (Entfernungen 
ober  = S';  fo  er^it  man  burdb  5Ibbition  aller  @leidbun= 
gen/  ba  offenbar  jebe  SSerbinbungolinie,  alfo  audb  jebe  0nts 
fernung  einep  SÖlittelpunfteö  vom  fünfte  ^ ber  mittlern 
(Entfernungen  smeimal  norfommt/  leicbt: 

^.2Z  + 2.2S'  = (n  — 2)S  + nS  , 

(n  — 1)S  = + 2S' ^ 

216er  2 = nS  (19.).  ^(fo  burd^t  ©ubjHfution 
(n— 2)S=4S',  S'  = i(n— 2)S,  b.  bie  ©umme 
ber  üuabrate  ber  (Entfernungen  ber  SOlittelpunfte  aüer  bie 
n ©pi^en  beö  SßielecfP  »erbinbenben  geraben  2inien  nom 
fünfte  ber  mittlern  (Entfernungen,  i(l  bem  »ierten  ‘^^eile 
ber  (n — 2)fac(?en  ©umme  ber  öuabrote  ber  (Entfernuns 
gen  ber  ©pi^en  pon  jenem  fünfte  glei(^. 

24.  S)ie  2lnja^t  ber  SDlittelpunfte  ber  perblnbenben  . 
Jinien  i|?  ==  ( n — 1 ).  ©eijcn  mir  nun  bie  ©umme 

ber  üuabrate  aller  biefe  Sllittelpunfte  perbinbenben  2inien 
= 2'i  fo  ijl  .2'  = ^n(n— 1)S'  (19.),  ' ®ie  brel 
0lei4)ungen: 

(n— 1)S  = 42  + 2S'  , ' 

2:=  nS,  = 4n(n  — 1)S'  . 

bienen  jtir  S5e(limmung ber  Pier  0r60en  S,  2,  S' , 2' 
bur^  einanber.  ©0  erhält  man  j.  0. 

S)bb  2 


\ 
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(w  — l)(n  — 2>r=  Sr  , 

. n(n-l)(n  — 2)S  =ar  , ' ' 

u.  f.  f.,  wot.au«  wieljec  mtr^wütbige  6ä^e  ergeben 

würben.  

25.  3n  jebeht  SOierecfe  ABCD  (Fig.  105.),  wetdbe« 
bei  B unbC  re<btwinfUg  ifl,  ifl,  wenn  wir  ben  SBinfef 
BAC  = A fe^en,  ilttmec  ABCD>—  2 . ^ABC  = 
— iAD*,sin2A.  Igfp.AB  = AC  ==  c;  fo  ijl 

AD  =i  biecqj  clec( A — .9>)  -* 


. b c<jf  ( A ) Ä cco*^  , 

c — b cos  A 

■tygy”  -biinÄ-» 


5o(g(id(>,  wenn  man  jugieidb  b,  c uerfquf(^>f : 


„ c — bcosA  b — ccosA 

BD  = — 17— s — , PD  = -in:—  5 


sinA 


sin  A 


‘ b*  4-  c-  — 2bccosA  - 

' AD  - 

®ur<b  0ubjlitufiott  bet  gefunbenen  SBert^e  für  BD,  GD 
er^ült  man  nun  leidbt : 

ABCD  =:  |b.BD  + ic.CD 

2bctin[A*  — fb^^-c»  — 2bc.cQ*A)  cosA  ' j ■ • 1 • :) 

■ 2 sin  A * 


wenn  man  nur  2hc(sinA*  +.  cosA*)  für  2bc  fe^r. 
3lber  2 . ^ABG  ==  bc  sin  A. ' Splglj(b 

(b*4-c* — 2boco?  A^si;i2A,  '■  - 

ABCD  =bc  sin  A— 4sinA»  

= — ^AD*.sin2A  , 


wotau«  bie  ju  bew?if«nbe  ©teicbung  unmi(f?(bar  folgt 
26.  0ep  nun  ABCD  ...  ein  wiöfü^>rli^«ß  58ieUrf, 
beflen  3n^olf  wir  but(^)  I bejeidtmen  woßen.  SSpn  (rgenb 
einem  fünfte  K'  in  ber  ©bene  be«  ?3ie(ecf«  füfle  mai^  auf 
bie  0ctte  Sot^e,  unb  »erbinbe  bereu  gußpunffcn  bürd(>.  ges 
rabe  Sinien,  woburcb  ein  neue«  ^ietecf  A'B'C'D' ....  non 
gteicber  ©eitenja^t  entfielt,  be(fen  ^n^alt  wir  = t 
fe^en  woßen ; fo  \)<xt  man  ( 25. ) : 

K'BA'B'  — 2.  >flC'A'B'  = — iK'B=  . sin2B  , 

K'CB'C'—  2.2tYi'WG  = — iK'C’  . sin2C  , 

K'DC'D’— 2./iK'C'D'=—  4K'D*  .sin2D  , 


K’ANA'  — 2..^iK'N'A'  = — JK'A»  . S192A  , 
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wenn  N bie  (e^ee  @pi§<  beö  gegebenen  95/efecf«  Jfl,  ©je 
©umme  ber  SDierecfe  i(i  ofenbor  I,  bie  ber  ©ceiecfc 
:;=  1'.  2Ufo ' 

I — 21'  =i 

_-^|K'A^  . »in2A  + K'ß’  , »in2B  + K'C’  .»in2C  + 

nnb/  wenn  beiß  SCiereef  gUldbwinflidb  i(l: ' 

I --  2r  = - - ‘ : 

— 4tK'A»  + K'B’  + K'C»  + ...  jsin2A. 

©oß  nun,  inbem  A unb  I conflonf  bteiben,  1'  eonflanf 
bleiben;  fo  muß  K'A*  + K'B^  ^ K'C»  + ...  confiant 
bleiben.  ®iefe  Ouabratenfumme  bleibt  ober  (17.)  conftanf, 
wenn  K'  in  ber  Peripherie  eines  aus  bem  fünfte  ber  miffs 
lern  Cntfernurtgen  bes  SÖielecfs  befcbricbeneii  Steifes  liegt. 
5)ies  giebt  folgenben  ©o^ : gdßet  man  ous  irgenb  einem 
fünfte  ber  Peripherie  eines  aus  bem  punffe  ber  mittlertt 
Entfernungen  eines  gleidjwinfligen  SBielecfs  befchriebenen 
.^reifes  aufbeffen©c{(en  Perpenbifel,  unb  »erbinbef  beren 
guppunftc  bureb  gerabe  2inien ; fo  i|l  ber  Inhalt  bes  ba* 
burdb  entjlehenben  eingef4)ticbenen  Pielecfs  eine  confiante 
@r6^e.  ®iefer  ©a^  für  regelmäßige  Polpgone  i|l  »on 
2’.^uilier  (Bibliotheque  universelle.  1824.  p.169.)' 
gefunben,  non  ©türm  unb  non  einem  Ungenannten 
((Annales  d.  Math.  T.  XV.  p.  250.  p.  45. ) bewiefen, 
unb  non  ©teiner  (Grelles  Journal.  B,  I.  S.  51.) 
no4>  niehr  erweitert.  ' 

IV.  fünfte  fjcinjier  €ntfcr»uitg. 

27.  3)lan  h«^t  irgenb  jwei  punfte  M,  M”  in  ber 
Ebene  eines  Sßiellcfs.  S)ic  burdh  M unb  M'.gehenbe  ge* 
robe  fiinie  nehme  nion  als  2lpe  ber  x an,  IVHep  ber  2lnfang 
ber  Eoorbinafen,  bie  Entfernungen  ber  ©pi^cn  nun  m 
foßen  burdp  r^,  r^,  r^;  ....,  ihre  Entfernungen  nottM', 
bur^  t\,  r'j,  r'  , ....,  bie  Eoorbinafen  wie  norher,.bie‘ 
EntfemUng  bes  punfteS  M-  non  M burdß  li , bejeiihnef 
werben;  foij?(15.): 

r',  = r(r.*  + k*  - 2k*.)  = - o.)  , 

■ r',  = r(r,»  + k‘  — 2k*,)  = r,r(t  — ®2)  • 
r'i  = r(r»-  + — 2kx,)  = *3r(l  — c»)  » 

U.  f.  f.  U.  f.  f.  ' 
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füt  o. = , 


c,  = 


_ k(2x,-k) 


CnfwtcfeU  man  bie  duabrafwurjeln  na4>  bcm  binomifc^jen 
Xe^tfafte/  wnb  ocbnet  nadb  ^^otenjen  »on  kj  fo  wirb; 

...=,._ki+'k’(l-^).5j-+.... 


u.  f.  f. 


u.  f.  f. 


foigll4>/  weit 


rj»  = X*  + y.* , r,*  = X,»  + 

1 - y>"  1 _ 

r,»  r,«’  r,‘  r|  ’ 

ifl,  wenn  man  auf  beiben  0elfen  obbirt: 

^r'  = ir-kji  + i + i + ...j 

+ k>i-L.yi!  + ^.z^  + J-.y4  + ...{ 

^ |2r.  r»»  ^ 2r,'r,*  ^ r/  ^ j 

+ 

WO  bie  S5eie{^>nung  ^r,,  (ei(^>(  bet(ianbii4>  fe^n  wirb. 

20?an  fann  ben  ^unf f M nun  einer  foi^>en  ©ebingung  unter* 
werfen,  baß  für  i^n  2r,  b.  i.  bie  @umme  feiner  Entfernungen 
non  aßen  ©pi^en  beß  Sßielecfß  fleiner  ijt,  a(ß  bie  ©umme 
ber  Entfernungen  aßet  onbern  in  feiner  liegenben 
fünfte  non  ben  ©pi^en  beß  Sßieiecfß.  3“  Enbemu^ 
atfo,  für  fleine  k,  > 2r  fepn.  SDlan  fann  nun  aber 
k fo  fiein  nehmen,  ba^  baß  er(ie  ©lieb 

obiger  Dvei^e,  tücffi4)fiicb  feineß  obfoiuten  SBertl^ß,  größer 
ijl,  o(ß  bie  ©umme  aßcr  übrigen,  fo  baß  aifo  für  fo  fleine 
k baß  ber  ju  abbirten  ©röße  bloß  non  biefent 

erßen  ©liebe  ab^angf,  olfo  poßti»  ober  negafin  iß/  je* 

na4>ben| 


_ ii  + Hl  + + . . . 

r ^ X2 


eß  iß.  ©oß  bemnacb,  für  fleine k,  immer  2r  > .2r 
fe^n;  fo  muß  notl^wenbig 
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5t  + !2  + ii4.  .i.-o 

*•.  . r,  7 r,  ^ 


fe^n.  S>aö  sweife  ©lieb 

• i»  I ?1*  j.  ^ 2x  + J_  yj!  j.  i ' 

“ :j2r/r.»  ^ 2r,'r,*  + 2r,  *r*»  + * • • { 

l|l  ojfenBor  immer  poftfi»,  tmb  man  ifann  mieberk^  fo  ffeitt 
nel^men,  baf  ber  abfofute  SGBerf^  jcneß  ©iiebeö  bie  ©ummc 
aller  folgenben  überrrifff,  fo  baß  alfo,  für  flcine  k,  immer 
^r>-2'i  i{l.  golglidbgiebt  eß  in  ber  ©benejebeß  QSielecfß 
fünfte,  für  »eldje  bie  ©nmme  i^rer  ©nffernungen  »on  ben 
©pi^en  beß  Sßielecfß  fleiner  iß  alß  bie  ©umrne  ber  ©nf* 
fernungen  oller  in  i^rer  SRü^e  liegenben  fünfte  bon  biefen 
©pi^en.  fünfte  nennt  man  fünfte  f leinßer 
©nffernung,  unb  ße  ßnb,  ba  man  offenbar  audb  x mit 
y »ertonf4?en  fonn,  ber  ©ebingung  unterrpprfett/  baf  . 


^+^  + ^ + •••^  = 0. 

*a  M ^ 

Ii  + I*  + II  + ....  s o, 
Ti  Tj  r»  ^ 


28.  fSlatt  benfe  ßd^  nun  bifSoorbinafena^m  bur(f>ben. 
^unft  fleinßer  ©ntfernung  M gelegt,  f4?neibe  Pon  i^m'  ott 
ouf  ben  von  i^m  no(^  ben  ©pißen  gcjogenen  gerabcn  Linien 
gleidbe  ©tücfe  q ab,  unb  bejeidbnc  bie  ©oorbinaten  bet, 
©nbpunfte  2Ij,  Sl^,  5I3,  . ..  biefcr  ©tücfe  burdb  Sif 

fo  erhellet  au4>  b^ne  ^gur 


V 


1 i 


.2/  ^2» 


augenblicfli^ , baß 


3 ; '^3  j . . > 


*1  ^ ^ ^3  » 

““  M t • • • • * 

9 e *■»  9 


7x  _ »I  yi  _ •'j  yj  _ *'1 

»1  e ’ »*  e ’ Jfj  9 

unb  folgIi(jb  wegen  ber  Sebingnngßgleicf^ungeit  (27.); 
wenn  man  juglei^  mit-p  multiplicirt: 

{»  + + fj  + ...  = O , 

"1  + "j  + "s  + •••=.  o • 

5Dieß  ßnb  aber  bie  ©ebingungßgleicbungen  für  ben  ^unft 
ber  mittlern  ©ntfernungen  ber  fünfte  2li,  21a , 2I3, .... . 
Solgli4>  iß  feber  ^unfp  ber  fleinßen  ©ntfernung  eineß 
©ielecfß  ber  SDlittelpunft  ber  ©ntfernungen  ber  fünfte. 
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n>e(^e  nton  man  auf  (m,  ))6n  bem  fünfte 

f(ein|ler  Gntfetnung  no4?  ben  ©pi^cn  gejogeneo  gerab<n 
SinUn  von  bUfem  fünfte  au0  tviflfä^cti^e/  aber  ^Ui^Cf 
(gtücfe  abfi^neibef.  .•  i 

• 29.  3(1  umgefel^rt  ein  ^unff  IM  in  ber  (Ebene  eine« 
SDietecfo  bet  ^unff  ' mittlerer  Cnefernungen  bet  gteidb  weif  ' 
von  ibm  entfernten  fünfte  21,;  ....;  fo  iff, 

menn  man  (leb  bie  eoorbinotenapen  wieber  burdb  M gelegt 
ttnft/  unbble  vorige  23ejel4>nung  beibebält  (12.); 

Cl.  + {j  + t»  + • • • = o I 
*,  + «'»  + »»j  + M«  =;  o , 

tvorou?  tvie  vorder  folgt;  bof 

, ^ ^ ^ ^ -j-  . S o , 

*1  *^3 

^,+^+^+-  = 0, 

*3  *3  *3 

M olfo  ein  ^unft  flein(let  (Entfernung  beö  löielecfO;  ber  | 
vorige  ©aQ  folglUb  nueb  umgefe^rt  richtig  ifl.  , | 

3m  95ierecf  ifl  olfo  ber  3>ur(bf(bnittopunff  ber  ®iago*  ' 
nalen  ein  ^unft  fleinfler  Entfernung , weil,  wenn  man 
von  ben  X>iagonalen  gleiche  ©tiicfe  abfehneibet;  unb  beren 
Enbpunfte  veebinbet , ein  Parallelogramm  cntjiehf;  bejfen 
punft  ber  mittlern  Entfernungen  befogter  Surdhj'chnitt?* 
punft  i(l  (13.). 

30,  ©lebt  es  in  ber  Ebene  eines  ^ielecfs  einen  Punft 

M von  fol^er  ©efchaffenheit;  ba0  bie  von  ihm  na^  ben 
©pi^en  gejogenen  2inien  lauter  gleiche  SBinf et  einfdbliepen; 
fo  ifl  M ein  punft'  fleinffer  Ent^rnung  bes  ©ielecfs. 
©chneibet  man  nämlich  auf  ben  von  M nach  ben  ©pi^en 
gezogenen  geraben  Linien  von  M aus  gleiche  wiüfährliche 
©tücfe  ab;  unb  verbinbet  beren  Enbpunfte  btirch  gerabe 
£inien;  fo  entfleht  offenbar  ein  reguläres  (39.)  ISielecf; 
helfen  «Wittelpunft  M ifl.  2llfo  (40.)  ifl  M ber  Punft 
ber  mittlern  Entfernungen  biefes  regulären  ISielecfS; 
folglich  ber  Punft  fleinfler  Entfernung  bes  gegebenen 
Sßielecfs.  , • 

31.  ©inb  ade  SBlnfel  eines  ©reieefs  <~^R;  fo  gtebt 
es  innerhalb  beffelben  immer  einen  punft  von  fol^er  23e* 
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S5ef4>affeR^ie7  bofi  ble  »on  l^tn  nad&  b<ji  @p{^m  g^jogei 
«ftt  gerabtn  2inien  gfeid[jeS5Jinfe(  (jebet  = 4R)  «infd&Ue* 
^tn,  unb  nur  einen.  SBären  aOe  bret  IBinM  eined 
©reierfg  <fR;  fo  wäre  bie©mnnie aller  <2 R.  ^olg* 
(i<b  ntu0  eet  wenigfTenes  einen  geben/  welcher  ^ R.  ®ie^ 
fet  SBinfel  fe^  BAC  (Fig.  106.).  lieber  AB  unb  AC  bu 
jehretbe  man  jwei  itreieabfchnitte/  beren  jeber  einen  SBin^ 
fel=:-fJ^  (®l«m.  III.  33.);  fo  mil|fen  ble  ©ogert 
biefer  ©egmente  fi<h  nofhwenbig  jwifcben  ben  @d(>enteln 
bee  SBinfel«  BAC  fcbneiben,  weil  biefer  SBinfel  < 4R/ 

> 4B1  ifi/  unb  jebe  ber  beiben  burch  A an  bie  ©ogen  ge$os 
genen  ©erö^renben  mit  AB  unb  AG  einen  SEBinfel  = 4 R 
einfdblie^f/  inbem  jeber  biefer  beiben  SEBinfel  bem  ©Jinfef 
im  entgegengefe^ten  Äreiöabf^niwe  gleich  (Giern.  III.  32.)/ 
alfo  bie  Grgünjung  non  41^  J»*  2R  (Giern,  Ilt  22.)/ 
b.  I.  = 4R  i(l.  nun  bet  3)urcbf(hnift«punfr  M ber 
beiben  ©ogen  ^wifhen  ben  ©dbenfeln  non  BAC  liegt;  fo 
mu^  M nothn>«nbig  innerhalb  bee  ^reiecfo  liegen,  weil  beir 
ber  ©pi^e  A jugefehrte  SBinfel  BMC  = 4R  ein  conneper 
Söinfel  iji,  welche«  ni4>t  m6gli4>  wate/  wenn  M ou0er* 
halb  be«  3>reiccf«  lüge.  S)o  nun  AMB  AMC =4R 
ifi;  fo  i(l  auch  BMC=r4R,  unb  folglich  bie  brei  non 
AM,  BM,  CM  eingefchloffenen  2Binfel  einanber  gleich. 
S)a' bie  beiben  ©ogen  ber  .Sreiffobjthnitfe,  Welche  |R 
fajfen,  fleh  nur  in  einem  fünfte  fchneiben  fbnnen;  fo 
giebt  ti  auch  nur  einen  ^unft  wie  M. 

32.  ®a  e«  in  jebem  ®reiecf,  beffen  fHJinfel  alIe<4R 
fnb,innerholb  immer  einen  ^unft  giebt,  für  weldhenbie  non  * 
ihm  on  bie  ©pi^en  gejogenen  2inien  gleite  SEBinfel  einfehlie» 
§en ; fo  giebt  e«  für  jebe«  fol4?e  S)reiecf  immer  au^  einen 
^unf t f leinfier  Gntfernung  innerholb  (30.).  2luch  giebt  e« 
nur  einen  ^unft fleinfier Gntfernung.  Gäbeeonämli^ 
5wei  M,  M';  fo  müßten  wenigflen«  iwei  ber  »on  AM', 
BM'/  CM',  gebilbeten  SßJinfel unglei^ fepn,  weile« nur 
einen  ^unft  giebt,  wo  biefe  SBiufel  gleich  (inb  (31.). 
®er  ^unft  M^tndte  ober  ber  ^unft  ber  mittlern  Gntfer» 
nungen  auf  AM',  BM',  CM'  »on  M' gleich  weit  entfern» 
ter  'Punfte  ( 28.).  ^olgli^^  müßten  / wenn  man  bie  ben  . 
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Reiben  uttgtei^^en  SBinfel  dt^0(f>enfe(  (tngcl^6renbe 
2ime  unter  AM'/  BM',  CM'alei  2Iye  annd^me/  bie  Or* 
binaten  bec  auf  ben  beiben  onbern  2inten  glei^uneit  eon 
M'  entfernten  fünfte  einonber  gleieb  fe^n  ( 12.)/  »eicbetf 
jebodb  tvegen  ber  Unglei^^eit  ber  38tnfel  offenbar  un< 
mbglidb  i|l. 

33.  ^at  nun  ein  Dreiecf  einen  S£BinfeIBAC(Fig.  107.), 

toeldber  ^ f®  f®”*’  ^unft  fiein|?er (Entfernung 

ni^t  inneri>alb  liegen , weil  fon|i  AMB  = AMC  = 
4R  (32.)/  alfo  not^wenbig  MAB<|  R/  MÄC<4R/ 
BAC  <4^  f*9”  wu0te.  einer  ©eite  be«  ©reieef« 
fann  aber  ber  ^unft  fleinfiec  Entfernung  überhaupt  eben 
fo  wenig  liegen/  alo  au0erl)alb  beo  3)reiccf0/  weil  ji4>  ®on 
einem  fol4pen  (punfte  nie  na^  ben  ©pi^en  brei/  gleiche 
$£Binfel  mit  einanber  einf4)lie0enbe/  gerabe  Einten  jiehen 
(affen  / wie  ti  bo^  in  vorliegenbem  §aQe  möglich  feptt 
wi50te  (32.).  !3>aher  mu^  ber  ^unft  fleinfier  Entfer» 
»ung  in  jwei  ©eiten  juglei^t/  b.  h-  in  einet  ©piße  bei 
©reieefo,  liegen.  5)a  aber  offenbar  BA  + BC>  AB  4-  AC, 
CA  + CB  > AB  + AC  ifi;  fo  muß  ber  (punft  fleinßer 
Entfernung  in  ber  ©pi^e  C bet»  flumpfen  SBinfelt» 
liegen. 

V.  un&  «m  heit  Ä’cciö  5efc^rie6enc 
SOteUefe. 

34.  Ein  SSielecf  heißt  in  einen  itrei«  bef4»rieben/ 
Wenn  ade  feine  ©eiten  ©ebnen/  um  einen  i^reiO/  wenn 
oHe  feine  ©eiten  23eruhrenbe  ßnb.  3m  erßern^atle  heißt 
bet;  i?reio  um/  im  lehtern  in  bat»  föielecf  befchrieben. 
Eingef^iriebene  Sßielecfe  h^^>en  einen  SOiittelpunft  [ber 
©pitjen,  umfehriebene  einen  QJliftelpunft  ber  ©eiten. 
Erßere  heißen  centrifch  nach  ben  ©pi^eu/  le^tere  een* 
trifch  nodh  ben  ©eiten. 

35.  Sejeichnet  man  in  einem  eingefchriebenen  2necf/ 

alfo  mit  geraber  ©eitenjahl/  bie  Sßielecfßwinfel  na»h  ber 
Dveihe  burch  (1),  (2)/  (3)/  (4)/  u.  f.  f.;  fo  ifl 
immer  ‘ 

(1)  + (3)  + (5)  + (7)  + ..  = (2)  + (4)  + (6)  + (8)  + ..  • 
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9Blr  »vollen  anne^mcn,ber©a§ge(fe  für  bog  2nccf.  ^of  mon 
nun  ein  (2n  + 2)  ecf , fo  fdbneibc  mon  bur'(b  bie  2)iogonale^ 
»ei^je  bie  2Bmfelfpi^en  (1)  unb  (2n)  mie  einanbec  »er* 
Binbcf,  ein  SSicrecf  ob,  fo  bo0  ein  2ntd  übrig  bieibf. 
®ic  an  ber  gcjogenen  ©lagonofc  liegenben  2Binfet  beg 
2necfg  fepen  (1)',  (2n)',  bie  beg  58ierecfg  '(1),  '(2n); 
fo  ^af  man  nodb  ber  2fnnobme,  unb  nadb  bem  2Irt.  * 
93ierecf  (9.) 

(1)'  + (3)  + (5)  + . . . + (2n  — 1 ) =5 
(2)  + (4)  + (6)  + ...  + (2n)' , 

'(1)  + (2n  + l)  = '(2n)  + (2a  + 2)'; 

SBoraug,  ba  offenbar  (1)'  + '(1)  =-(1)^  (2n)' + '(2n) 

= (2n)  ijl,  burdf)  2Ibbifion  fogicidb  folgt  i 

(t)  + (3)  + (5)  +.  ...  + (2n-l)  + (2n  + I)  = 

(2)  + (4)  + (6)  •»-...  + (2n)  + (2n  + 2)  . ’ 

©er  ©a§  gilt  atfo  für  bag  (2n  + 2 ) ecf , wenn  er  für  bag 
2necf  gilt.  Sr  gilt  aber  für  bag  95ierecf , ba  für  biefeg  ‘ 
immer  (1)  + (3;  = (2)  + (4)  (SSierecf.  9.).  2Hfo  i|f  ; 
er  oügemein. 

36.  .^af  man  ein  eingef(^)riebeneg?35ic^ecf  von  2n — 1, 
b.t.  einer  ungeraben  Slnjo^t  von  (Seifen;  .fo  fl^eiic  man 
bur^  einen  na^j  irgenb  einer  ©pi^c  gejogenen  Stabiug  ben 
2Binfe(  an  berfeiben  in  jmei  SBinfet/  unb  beieidbne,  biefc 
beiben  SBInfel  mit  eingefcbloff««^  oß«  SBinfet  beg  33ielecfg 
bur(b  (1),  (2),  (3),  ...  (2u — 1),  (2n);  fo^afman 
au^  ^ier 

(1)  + (3)  + ..  + (2n-l)  = (2)  + (4)  + ..  + (2n)  . 

3j!  nümlidb  in  Fig.  108.  ber  Ütabiug  CA  gcjogen;  fo 
benfe  man  fidb  bur^  A eine  Tangente  gejogen,  unb  burdb» 
eine  ©iagonate,  mel^e  bem  SBinfei  A gegenüber  liegt, 
ein  ©reieef  obgefdbnitten  / fo  ba0  ein  (2n — 2)  ecf  übrig 
bleibt.  3«  biefem  ijf  (35.): 

{l)'+(3)+..+  (2n-3)  = (2)+(4)  + ..  + (2n-2)'  * 

Slber  (Slem.^lII.  32.)  « = '(2n— 2),  /9  = '(1), 
au^a  + (2n)=90«,  ß + (2ii  — 1)  = 90“,  b.  i. 

'(1)  + (2n--l)  = '(2n-2)  + (2n)  . 

©ieg,  ju  obiger  ©leidbungabbirf,  giebt,  bo 
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(ly  + '(1)  = (»)  . (2n -2)’  + '{to -2)  =s  (2n -2) 

iff,  tie  ju  Bewtifenfee  @t«{d(>ung, 

S)iefe  @ä^e  finb  €rtüeifcrungcn  beö  ©afteö  bom  ein* 
gefd^riebcnen  ^iere«f. 

37.  @el^r  (eid?t  übcrjeugt  man  fl(S),  bof  in  jebem 
umfi^ricbenenSÖulecf  »on  geraber  ©citcnjabl,  bic  ©umm« 
bec  Ifen,  3fen,  5ten,  — ©dfe  ber  ©umme  ber  2tm, 
4ten,  6ten/  . g(et4>  iß.  3n  einem  «mf<3brieb’cnen 
Sßielecf  »on  ungcraber  ©eifenjobt  bagegen  iß  bie  ©umme 
ber  2fen,  4ten/  6fen,  , unb  be<(  er^en  £>er 
Ifcn  ©eite/  biö  on  ihren  Serübrungeipunff,  gteidb  bec 
©umme  beö  iweifen  t>«P  Ifftt  ©eite/  »on  ihrem 
SBerubrungepunfte  an/  unb  ber  3fen/  Sferi,  7ten/  .~V 
©eita.  ®ie  S3e»eife  beiber  @5^e  folgen  fogteicb  au«  bem 
©alje ; bo§  bie  beiben  wti  einint  fünfte  'auferbalb  eine» 
.^reifee!  an  beitfeiben  gejogenen  ^cr«brenben  cinonbep 
g(ei4)  fInb, 

38.  Um  einen  ilrcis  ein  SSieietf  Bef(5rieben/  unb 
mit  bem  Greife  ein  cöncentrifcheci^reisberjeidbnet. 

mon  »oh  irgenb  einem  fünfte  in  ber  ^eripbttie  beo  5t»eU 
fen  itreifeo  gerabe  Linien  an  bie  SSecubcungopunfte ; fo  ifl 
bie  ©umme  ber  <}>robucfe  ber  öuabrate  biefer  2inien  in 
bie  entfpredbenben  ©eiten  beo  umfdbriebenen  ^oipgon» 
eine  conflante  ©rb^e.  3)ie  .^aibmejfer  ber  beiben  Äreifc 
fe»enr,  R,  bie  ©eiten  bea  SOielecfo  a,  b,  c,  d‘,  ...., 
bie  entfpre^enben  Serubrungapunfte,  A,  C,  D/,,..| 
ber  ah^nömmehe  ^unff  in  ber  ^^eripbecie  bea  jweifen 
i?relfea  fe»  P unb  O bec  gemeinfebaftUdbe  3ßitte(punft 
beiber  Greife,  ©ie  SEBinfel  POA/  POB,  POC/  ....  « 
»on  PO  an  natb  einer  ©eite  bin  »on  0®  bia  360®  ge^ 
ibbit/  be^eidbne  man  burdb  a,  ß,  <y,  , . . . ; fo  ifi/  wie 

iei^t  ecbeflef  C?;rigonömetrie.  7.):. 

■ AP*  r*  +'R*  -t-  2rR  cos 

•,  / . .BP*  = r*  + R*  — 2rft  cos/»  , 

_ ;GP*  = r*  + R*  — 2rR  cosy  , 

' DP*  = r*  +'  R*  — • 2rR  cosi  , 


AP*.a  + BP*  .b  + CP*  iC  + DP'.d  + ... 
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CK  (r*  -J- R* ) (a  + b + c + d 

2rR  (acoia  + bcosy?  + ccösy  + 

2Iu«  ( Fig.  109. ) cri&ellef  ober  fogfcidb , bof  ble  SBinfef 
ßf  ßr  7t  ^t  ....  ben  SGBinfeln gWd^  jinb,  wefdbe  bte 
helfen  beß  ^ofpgon«  mit  einer  bur(^  O ouf  OP  fenfrec^f 
gejogenen  2inie’  OP'  elnfcbtiegen,  biefe  SSJirifet  nodb  ber 
^i<beung  ber  Seiten  nodb  einer  @eite  l^itt  ebenfoDß  bon 
0®  biß  360®  gejä^if.  goiglidb  i(l  C^rigonometrie.  176.) 

o =:  a CO*  a 4-  b cos  />  4-  c cos  f 4-  . . . . , 

olfo 

AP*.a  + BP».b  + CP».c  4-  DP>.d  4-  ....  ' ‘ 

= fr>  4-  R>)(a  4- b + o + d 4-  ...  ) , . . 3 

unb  folgtidb  bie  @umme 

• AP*.a  4-  BPJ.b  4-  CP».c  4-  DP*.d  4-  .... 

eine  conftonfe  @rbpe,  wo  ou4>  ber  ^unft  P in  ber  ^eri* 
pl^erie  beß  jweifen,  mie  bcm  eingefcbriebcnen  concenfris 
(eben,  .Kreifeß  liegen  mag.  SBirb  ber  «punft  in  ber  ?)eri= 
pberie  bep  eingefdbriebenen  .Rrcifeß  felbft  ongenommenj  fo 
ifl  obige  @umtne  i 

=?  2r»  Ca  4-  b 4- c + d 4- ...)  . 

Ueber  in  unb  um  ben  .^reiß  befdbriebene  iSielecfe^  be* 
fonberß  oudb  über  bie  fi^wierige  Qlufgobe , in  einen  kreiß 
ein  Sßieie^  ju  bef(l>reiben,.  beffen  ©eiten  bur4)  gegebene 
fünfte  geben,  bergt,  ben  5Irf.  .Kreiß  (115.).  (Eine 
merfwürbige  ©igenfeboft  beß  eingefi^iriebenen  ©edbsecfß 
f.  on(b  im  ^rf.  ^ir'onßberfale  (35. 36.). 

VI.  S3icledfe. 

i . .. 

39.  SOieterfe  beren  ©eiten  unb  SBinfet  einonbet  gteidb 
ftnb,  beiden  regulüre  ober  regetmüpige  (polpgone.  2>ie 
(Elemente  (ebreu/bopum  unbinjebeß^olpgcnbieferiilrt  ein 
.Kreiß  befi^cieben  werben  fonn,  ober  bop  iebeß  reguläre  ^olp* 
gon  centrif4>  nodb  ben  ©pi^en  unb  ©eiten  iff.  Der  .^olb* 
meffer  beß  um  boß  (polpgon  bep^jriebenen  .Kreifeß  bti^f  bet 
gro0e  Diobiuß  ober  oui^  blo^  ber  Dvobiuß,  ber  .^olb* 
meffer  beß  in  boß^olpgon  bef4)riebenen  .Kreifeß  ber  f leine 
Dt  0 b i u ß beß  ^olpgonß/  ber  gemeinfi^oftlicbe  3)tittelpunf t 
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Beib<r  Greife  beö  Eeittrum  beö^olpgong,  berbottjtoet 
großen,  obec  jttjei  fteinen  Dvablen  eingefdbloflenc  555infet  bet 
gcntciwtnf«!/  ein  ^erpenbifel  pon  bem  SKitfclpunfte 
auf  eine  ©eife  l^ei0f  au4?  21  p o t ^ f m a.  ^ot9gon 

ein  reguläres  necf;  fo  i(l  ber  denfriwinfel- = -^  , bet 

SBInfel  am  Umfange  = (3.).  ©er  ^olpgom 

«nb  Cenfriminfel  ma4?en  immer  jufammen  2R  = 180®, 

25efonbers  t»i(^)flg  i(l  btc  25efi^)rei6utig  ber  regulären 
<Polpgone  in  unb  um  ben  ^reis.  - ©ie  Elemente  lehren, 
ba0  biefc  Sefcbreibung  bann  aßemal  möglid?  ifl/  wenn  ber 
itreis  )14>  in  fo  »iele  gleii^ie  '^^eitc  geomefrifcb  t^eilen  läßt, 
als  bas  ju  bef(breibenbe  ^olpgon  ©cifen  ^af.  SBir  mer= 
ben,  inbem  »wir  bies  als  hinlänglich  befannf  »orausfeljen, 
nad;her  auf  biefen  ©egcnfianb  5urürf  fommen. . 

40.  ©er  5)lif(elpunff  eines  regulären  ^olpgons  i(l 
juglcich  fein  ipunft  ber  mittlern  (Entfernungen.  9Wan 
fann  jld)  h‘«*^*^on  auf  folgcnbe  einfache ' 2lrf  überjeugcn. 
3(i  bie  ©eitenjat)l  gerate ; fo  nehme  man  ben  ©urihmeffec 
BE  (Fig.  110. ) als  Sipe  ber  x an.  ©iefer  ©urdhmcflet 
theilt  aber  bas  Sßielecf  offenbar  in  swei  congruente  ^h^de, 
fo  baß  olfo  augenfcheinlidh  +y^  + ...  = o, 


y,  + y;  + y,  + ... 


(11.)  = O , 


folglich  BE  eine  Sipe  ber  mittlern  Entfernungen  iff,  in 
welcher  bemnad»  ber  ())unft  ber  mittlern  Entfernungen 
liegt.  Eben  fo  liegt  aber  auch  biefer  ^unft  in  AD , folg* 
lidh  in  bem  ©urchfchnittspunfte  non  BE  unb  AD , b.  i.  in 
bem  SÖiittelpunfte.  ©onj  eben  fo  jeigt  man  bei  regulären 
Sßielecfen  mit  ungeraber  ©eitenjahl  (Fig,  111.),  baß  ber 
ipunft  ber  mittlern  Entfernungen  fowohl  in  BH,  als  in 
AL , folglidh  im  ©urchfhnittspunfte  beiber,  b.  i.  im  SOlit* 
(elpunfte  K liegen  muß. 

41.  ©rueft  man  biefem  gemäß  bje  oben  ( III. ) bewies 
fenen  aßgemeinen  ©ä^e  »om  ^unhe  ber  mittlern  Entfers 
nungen  aus;  fo  ergeben  ßdhPiclemerfwörbige  Eigenfchoftcn 
ber  regulären  Söielecfe,  wopon  wir  hier  nur  einige  ausheben. 
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3n  i'ebem  regulären  necf  ijl  bfe  ©umme  ber  öuabrafc 
ber  von  irgenb  etnenv  fünfte  in  feiner  (Ebene  nadb  ben 
©pi^en  geiogenen  £inien  glei(^>  ber  nfa^en  ©umme  ber 
üuabrate  beo  DvabiuO  beo  umfcbriebenen  Jlreifeo  unb  ber 
ben  £01itte(pun!t  mit  jenem  fünfte  Perbinbenben  geraben 
Xinie  (15.). 

(Einen  allgemeinern  ©a^  / von  Xenfl^eric  bemiefen, 
f.  in  ben  Annales  d.  Math.  T.  XVI.  p.  liO. 

®ie  ©umme  ber  öuabrofe  ber  (Entfernungen  eines 
(Punftes  in  ber  (Peripherie irgenb  eines,  mit  einem  regu= 
Wren  ^olpgon  von  n ©eiten  einerlei  d)?ittelpunft  hoben* 
ben,  .^reifes  von  aßen  ©pißen  bes  ^otpgons  i|l  gleich  ber 
nfcj^en  ©umme  bes  üuabrots  bes  .^albmeffers  bes  gege* 
benen  .Ärelfesunb  bes  öuabrcjfs  bes  J^albmeffersrbes  ^>o* 
Ipgons,  alfo  eine  conffanfe  ©r6^e,  mo  man  auch  ben 
^unft  in  ber  Peripherie  onnehmen  mag  (17.).  bet 
ÄreiS , in  beffen  Peripherie  ber  Punft  angenommen  »virb, 
um  baS  Polpgon  befdhrieben;  fo  ijl  befagte  üuabraten» 
fumme  ojfenbar  = Snr^.  ^h*»lf  nian  alfo  bie  Peripherie 
eines  Greifes  in  n gleidhe  %h<ile,  unb  jieht  von  irgenb 
einem  Punfte  in  ber  Peripherie  na^^  aßen  ^h<<^punften 
gerabe  Xinien;  fo  ijl,  ivenn  rbir  Dtabius  bes  .^reifes  ijl, 
bie  ©umme  ber  üuabrate  biefer  Xinien  =z=  2nr*,  olfo 
eine  conjlante  ©r60e,  tvo  man  au4>  ben  Punft  in  ber 
Peripherie  onnehmen  mog. 

35ie  ©umme  ber  üuabrate  aßer  ©eiten  unb  ®iago* 
nalen  eines  regulären  neefs  ijl  bem  mit  n*  mulfiplicirten 
üuabrate  bes  Slobius  bes  umfehriebenen  i?reifes  gleich  ' 
(19.).  **  bie  ©eite  bes  regulären  3>reiecfs,  r bet  : 

0vobiuS  bes  umfihricbenen  .Äreifesj  fo  ijl  3a^  =9r*; 
az=rK3,  r = a:K3. 

§äßt  man  von  irgenb  einem  Punfte  in  her  Peripherie 
eines  mit  einem  regulören  polpgon  einerlei  SOiittelpunft  • 
habenben,  j^reifes  ouf  bie  ©eiten  beS  Polpgons  Perpen* 
bifel,  unb  verbinbet  beren  ^ujjpunftc  burch  gerabe  fiinien; 
fo  ijl  ber  Inhalt  bes  entjlehenben  Söielecfs  eine  conjlonte 
©r60e,  wo  auch  ber  angenommene  punft  in  ber  Peripherie 
bes  .^reifes  liegen  mog  (26.). 
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§ä(It  matt  U6tt  irgenb  einem  fünfte  in  ber  (Ebene  eines 
regulären  (Slelecfs,  beffen  igelte  =:s  fe^/  auf  a&e  @et» 
fen  <perpenbtfel  p,  p',  p",  p"%  wobei  bie  bom 
ongenommenen  fünfte  aus  In  bas  (polpgon  hinein  ge« 
benben  '))erpenbtfe(  als  negarib  angefeben  werben  foQen ; 
fö  1(1/  wenn  P ber  ^nball  bes  (polpgons,  ojftnboe  . 
p = i(p  4-  p'  + p"  + p"'  +:,.•  )•  • 

3(1  aber  p ber  J^albme(fer  bes  eingefdbriebenen  ^reifeS/  ttnb 
bie  ©eüeniabt  =t=  n ; fo  1(1  P = 4”  (> «•  2Ufo 

p + p'  + p"  + p'"  + ...  = «e , , , 

b.  b.  bie  0umme  aßet  pon  Irgenb  einem  ipunfre  auf  bie 
0eifen  eines  regulären  necfs  gefäOfen  (perpenbifel  i(l  bent 
zifacben  f leinen  9iabiusglei(b/  alfo  eine  cpn(ianee  0r60e. 

3(1 1”  (38.)  bas  um  ben  ^reis  befdbriebene  ^olpgon 
regulär;  foi(la:=b  = c=r:  a + b-f-  c + ... 

==  na , wenn  n bie  @eiten5abl/  woburdb  (t4>  bie  bortigc 
, 0(ei4?ungin 

Api  + BP»  + CP*  4-  ...  = to(R‘+r>) 

«erwonbelf.  ^leb^w^on  alfo  bon  irgenb  einem  fünfte  in  ber 
Peripherie  eines  mit  einem  umf(^riebenen  regulären  ^olpgon 
bon  n Seiten  einerlei  !9}ittelpunft ' bäbenben  .^reifes 
nadb  aßen  93erubrungspunften  be(felben  gerabe  Sinien; 
fo  i(i  bie  Summe  ber  üuabrate.  biefer  Einien  ber  i^fa* 
(ben  Summe  ber  Ouabrate  ber  9iabien.bes  eingefibrie« 
benen  unb  bes  ibm  concentrifii>en  Greifes  gleich/  ober 
bem  2nfadhen  £luabrate  bes  Cltabius  bes  eingefcbriebenen 
i^reifeS/  wenn  ber  (punft  in  ber  Peripherie  bie(>s  itreifes 
felb(i  angenommen  wirb. 

- 42.  S4>on  oben  l(i  bemerft/  ba^  bie  23ef(^>reibung 
ber  regulären  ^olpgone  in  unb  um  ben  .^rels  auf  bie  geo« 
metrifcbe  ‘^b^l^nng  ber  jlreisperipberle  in  eine  beliebige 
Slnjabt  gleitet  jurucffommt.  Sdbon  bie  Sintbel« 
lung  eines  Rogens  in  brei  gleicht  ‘Ibtlit  äber(ieigt  bie 
.Kräfte  ber  (Slementargeometrie , wenn  au^  bie  geometri» 
f(he  ^btllnns  ganjen  Kreifes  in  brei  gleite  '?beile 
mögli^  i(]?.  9K.  »ergl.  ben  2lrt.  ^rifection  bes  SäJinfels. 
Su  clib  lehrt  bloß  bie  (Eintheilung  bes  Kreifes  in  4, 6,  5 
unb  15  gleidhc  ‘^htHt/  unb/  ba  ß4>  (ttitf  23ogen  geometrif4> 


23ielecf. ' , 8oi 

0 

j^IBiren  (dft,  fo  fann  man  oBige  i»iQftll^r({^ 

off  oerboppcfn  utib  j^albiren,  n>obuc4>  mon  onbfrc  geos 
mefrifcBf  Ölungen  credit..  ^Qeo  biefeö  i(!  auo  ben  Sie» 
menten  Bef annt.  3)?af4>eroni  madbt  in  feiner  Geome- 
trie du  compas  (UeBerf.  p.  ©nifon.  ©erlin.  1825.) 
tiefe  unb  anbere  ^^eitungen  jtir  praftifdBen  ^ntoenbung 
gef4>icfter^  inbem  tt,  ben  ©cBraudB  tes  Sinealo  permeu 
tenb,  jte  Bloß  mit  bem  3iffti  ouOiufii^ren  le^irf,  £Ke» 
nalbinuo  (De  resolutione  et  compositione  mathe- 
niatica.  Lib.  II.  f.  367. ) glauBfe  eine  aOgemeine  OCegel 
$ur  ©eftreiBung  i'ebeo  regulären  ^olpgonei  in  ben  .^reie( 
gefunben  ju  ^aBen,  beren  UnricBfigfeit  aber  f|jon  SEBolf 
(Elemente  Analyseos  finitor.  §.  292.)  na4>gett)iffen 
i^af,  unb  in  ber  ^B^f  i|l  ftif  6uclib  bie  Ber  ©in* 
tBeilung  bes  itreifeo  in  gleite  unt  feinen  @4?ritt 
»efentlicB  gefbrbert  worben,  Bio  im  3oBre  1801  ©auß 
eine  feiner  gldnienbßen  ©ntbecfungen  Befannt  ma4)te. 
©r  Bat  ndmlidb  folgenben  merfwürbigen  gefunben  t 
SS3enn  bie  0eitenjaBl  n eineo  regulären  ^olpgono  eine 
^rimjaBl/  unb  n — 1 = 2»  3^5r  ....  iß;  fo  läßt  ßdB 
bie  ©intBeilung  bee;  ivreife^  in  n gleidBe  immer  auf 
bie  5luß6fung  »on  a ©leicBungen  bees  2fen,  ß ©leicBungen 
beo  3ten , y ©lei(bungen  beß  5fen  ©rabeß  ti.  f.  f. 
5urucffüBrtn.  35er  ©eweiß  biefeß  ©a^eß  BeruBf  auf 
feBr  feinen  Unferfu(^)ungen  ber  BöBtt«  2lrifBmetif , unb 
Bängt  unmittelbar  mit  ber  2luß6fung  einer  gewißen  merf* 
wurbigen  .Älaße  non  ©lei<Bungen  jufammen,  fann  aber 
Bier , oBne  ju  große  SEBeitläußgfeit  nicBt  mitgetBeilC 
werben.  3Bir  Baben  baBer  biefe  merfwürbige  unb  wi^J» 
tige  ^Btötit  i«  Bie  3ufä^e  ju  biefein  SEBerfe,  in  ben 
2lrtifel  ©IcidBung,  perwiefen,  wo  ße  ganj  unb  im  3u*  , 
fammenBange  bargeßcllf  werben  foll.  ®er  7fe  IHBfdjnitt 
(De  aequationibus  circuli  sectiones  definientibus) 
ber  Disquisitiones  arithmeticae  (Lips.  1801.)  beß 
BerüBmfen  beutfcBen  ©eometerß  giebf  über  biefen  ©egen* 
ßanb  bie  Pollßänbigße  unb  beße  ©eleBrung,  BaPflf  aber 
innig  mit  bem  ©egenßanbe  beß  ganjen  5SBerfeß  jufammen. 
2lu^  in  Legendre  Theorie  des  nombres.  V.  Partie, 
V.  ©ee 
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p.  435  — - 480.  i|l  eine  ftore  ©arffellung  biefet  Unrer« 
Oi^^ungen  gegeben.  21u$ecbem  f.  nt.  nodb  eine  2lb^anb> 
iung  »on  2lbe(  in  Grelles  Journal.  IV.  2.  5.  131. 
wo  Die  Untecfu^ung  }ug(eii^  noijb  erweitert  i(!. 
n — 1=2“;  fowirb  ju  bet  CSint^eiiung  beet  .^reife^  in 
n giei^e  ^^ei(e  nur  bie  2Iuf{6fung  non  a quabratif4>en 
©leitbungcn  erforbert,  unb  folebe  "i^eilungen  finb  atfo 
immer  Durch  bie  (Eiemenfargeomefrie  auofährbar,'  weit 
jebe  quabratif(^e  ©ieichung  ftcb  bloß  miffel|l  bet  gerube« 
Sinie  unb  be«  Jlreifeet  confiruicen  läßt,  gut  n = 17> 
wo  n — 1 = 2*,  i|i  atfo  Die  elementar  * geometrifche 
(i^onflrurtion  möglich*  biefen  allgemeinen  tSemerfun? 
gen  gehen  wir  nun  jur  Sonflruction  ber  euctibifchen  regutüren 
^oli;gone  unb  beet  regulären  ITecfo  in  ben  .freiet  öber, 
werben  babei  aber  norjugtich  une  bes  ©alcuet  bebienen.  i 

43.  2Iuei  ber  ©eite  AB  = a (Fig.  112.)  eineg  necfg 
im  jlreife  läßt  ß(h  immer  bie  ©eite  AD  = a'  be®  2necfg 
im  .Greife  ßnben.  S)enn  e®  iß,  ben  Stabiu®  = 1 gefegt, 
a'*  = la*  + DE»=ia2  + (1  — f (1— Xa^))» 

= 2— 2r(l— ia»).  2llf0 

«' = r(2-rc4— a*)) . 

SHittelß  einer  fuccefßnen  2lnwenbung  biefer  gormet  erhätt 
man  teicht  für  bie  ©eiten  De®  2nerf®,  4necf®,  8necf®, 
16necf®,  u.  f.  f.  im  .Sreife  au®  ber  ©eite  a be®  necf®  fot» 
genbe  2Iu®brücfe : 
r(2— rc-t-a’)) , 
r(2-rc2  + r(4— ■-))) , 

r(2-r(2  + r(2  + rc4-a«)))) , ' 

r(2— r(2+r<2  + r(2  + rc4— a*)))»  , 
r(2-rc2+r(2*t-r(2+r(2  + r(4— a>»»)) , 

u.'f.  f.  u.  f.  f.  I 

Deren  ©efelj  teidht  erhellet,  gür  einen  beliebigen  9tabiu® 
r braucht  man  biefe  2Iuöbrucfe  bloß  mit  r ju  multipliciren. 
Sßut  bcjieht  ß4>  a immer  ouf  ben  SXabiuö  = 1. 

44.  $Die  ©eite  be®  necf®  ßnbet  man  au®  ber  ©eite  | 
be®  2necfß  burth  bie  gormel 

a = a'r(4-a'=)  I 

gut  einen  beliebigen  Diabiu®  r muß  man  biefen  2lu®briicf  ' 
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tnif  r mutdpnarcn.  5l6er  a'  Bejlel^t  fi(|>  immer  ouf  beit 
SXabiuö  = 1. 


45.  S)ie  0eiee  beö  iimfcbrieBenett  necfö  fen  = b ♦ 
fo  ift  (Fig.  113.)  AF  = 4-b.  2IberAF;AE 
AC:CEf  ybi-^a  = li /"(l — -Ja*)/  troraus 

b = 

r(4  — a’)  • 

46.  (Ein  »on  jwei  0tabien  unb  einer  @eife  eines  eim 
gefcbciebenen  regulären  ^olpgons  gebilbefe«  gleidbfdbenP* 
liges  ©reierf  maßen  mir  ein  ^eflimmungabreierf 
nennen.  ®er  «fflinfet  an  beflen  ©pi^e  i(?  ber  eenfrimim 
jpel,  ber  SBinfei  an  ber  ©runblinie  ber  halbe  ^olngon- 
minPel  bes  regulären  aSielerf s.  ©er  eeneriminfel  bes  re» 
guüren  SSierecfs  ifi  = 90«.  golglicb  bie  ©eife  = K2. 
^Ifo  (43.)  bie  ©eife  bes  eingefcbriebenen  regulären  93iers 
crfs,  2l4»fecP«;  ©c^ljehnecfs,.  u.  f.  f.  t ■ 

r2,  ... , . 

r(2-r2) , 

r(2-r(2+r2)) , ' ’ 

r(2-rc2+r(2  + r2))) , 
r(2-r(2  + r(2+r(2+r2)))) , 
ti.  f.  f.  u.  f.  f. 

immer  ben  9?abius  = 1 gefe^f.  ^olgltcb  finb  (45.)  bie 
©eife  bes  umgeji^ifiebenen  regulären  Söierecfs,  2l*fecfs. 
©ecbjehnerfs,  u.  f.  f: 


2, 

„'2-r2 

oi^-2-r(24-r2) 

2+r(2  + r2)  ’ 

2k  •^-y'(2  + r(2+r2)) 
■ rc2+r(2  + r2)) 


2K^ 

/ 2+1 

oT^2-r(2  + r(2  + rC2+-r2V^1 

I 2 + r(2  + r(2+r(2  + r2T)) ' 


u.  f.  f.  u.  f.  f. 

©urdb  Perfcbiebene  Diebucfionen  fann  man  biefen 
brücfen  einfadbere  @e(lalfen  geben,  ©as  @efe^  ifl  aber 
bann  nifbf  fa  einleucbfenb.  gur  bas  2l<bfecf  erhälf  man 
j.  23.  bie  ©eife  z=  2(0— 1).  ©ie  ^älffe  biefer 

(Eee  2 
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©fjf<  tfl  r=  K2 — 1 , = bet  ^Differenj  swlf^n 

bec  ©eife  bee  eingef(bdeb«net»  Sßiccecfg  «nb  b<m  9?ab«u0.  $ 
Sßcrgleicbungen  biejVr  2Icf  »ilrb?n  fi(|>  ^iec  unb.im 
ben  mel^cer«  anffeflen  lojfcn.  fie  (id&  ober  alle  lel(bf  er* 
geben;  fo  werben  fie  ber  Äörie  wegen  grbptent^eiles  über* 
gongen. 

47.  ^er  €^entrtwinfel  bee(  etngefcbriebenen  regulären 
©e<b0ecf«  i(l  = 60" , unb  eben  fo  gro0  ber  Mbe  ^ot9* 
gonwinfel ; boes  23e(ttmmung0bretec!  bemno^  ein  gtei^^feU 
tigeo.  ^olgticb  bie  ©eite  bee  regulären  ©ecboedo  bem 
Dvobiuo  glet^/  = 1,  fobo0  olfo  ber  Dlobtuo  genou 
6mol  in  ber  9^erip^erie  berumtragen  lä^t,  woburcb  foglei<t> 
bie  S5ef(breibung  beö  regulären  ©ecboerf«  in  ben  .Ärei«  ge* 
geben.  S)ie  ©eite  beo  eingefi^riebenen  regulären  ^ei* 
ecfo  iflolfo  (44.)  = K3,  unb  folgli(l>  bie  ©elfen  be« 
eingef(brlt^<n<n  regulären  S)reie(f0^  ©e4)0ecfo^ 
td9,  u.  f.  f.: 

r3,.  . 

1 , * . 
r(2-r8) , 
rc2-r(2+r3)) , 
r(2-.r(2+r(2+r3») , 
r<2— re2+r(2+r<2+r3)))) , 
tt.  f.  f.  u.  f.  f. 

J^ierou0  ergeben  fidb  ferner  bie  ©eiten  bet  ttmgef(briebenftt 
regulären  ^ielecfe  non  gleicher  ©eiten$obl: 


2K3 

2Yi 


gV^2-r3 

f 2+r3  ’ 

„i^2-r(24-r3) 

I 2 + r(2+r3)’ 

„ir2  4-r(2+r(2+r3)) 

I 2+r(2  + r(2+r3)) ’ 


fl 


■2— r(2+r(2+r(2+r3))) 
2+r(2  + r(2  + rc2  + r3)j)  ’ 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

^te  ©eite  be$  umgef4>riebenen  regulären 
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einfadtxr  auigfbrilrff,  =;=  2 (2—  lT3i)f ' offu  bo8  ©oppetfe 
t>on  ber  @elfe  bt«  .eingefdi^riebencn  «gutaren  3»6lferf«. 

48.  S>«r ’Senfriwinft!  b«ö  reguMrm  ^el^nedfe  ifl 
==  36®.'  2Ufo  ber  ^Ibe  ?>ofpgomvmfe(  = 90®  — 18» 
=72».  3m  S5<flimmung«breie(f  ifi  aifo  ber  SBmfel  an 
bet©runWinic  boppeU  fo  grpß  olpberSBinfet  an  ber©p4c. 
3fl  alfo  ABC  (Fig.114.)  bag  S3e(?immunggbreie(f  für  bag 
3«^ne(f,  beffen0eire  AB/  «nb  man  l^alblrf  ben  SEBinPcI 
BAC  bur4>AD;  fo.  überjengt  man  j?4)  bap'ADC, 
ADD  gfeidbföbenflige  Triangel,  a(fo  CD  = AD  = AB, 
«nb  ble  Triangel  ABC,  ABD  Äl^nlj<^  finb,  worauö 
BC.:AB 3=  AB^BD,  ober,  für  ABs=rx,  tjx=:xt 
1--.X/,  x*  = l — X,  X=f(r5— 1).^  üta^(U.) 
evgiebt  bl«  ©eite  beß  eingefibriebenen  re* 

gatarcnSünfecfg  = 2IlfD  M man  (43.)  ble 

©elfen  bcß  eüigefdbrlebenen  regulären  ^önferfg,  ^ebnedfg^ 
^wanilgerfg*  «.  f.  f.;, 

r5— rs  * 

~~r~  . • . . ' 


icrs-i), 

'r(^-r-P)’ 

- r(2-r( 

r(2-r(2  + r(2  + 

r (2-r  (2  + r C2  + r (2 + ^^^^) ) )) , 


u.  f. 


tt.  f.  f. 


$ar  bk  umf^rkbenen  Sßlelecfe  bon  g(ekb<r  ©elfen$a|l  «r> 
half  man  nodb  ( 45. ) = « fe^enb.: 


■r 


5— rs 
3+rs  ’ 
(rs-*)-r2 
r(s  + rs) 

»rsf. 

2->r(2  + .) 
2+r(2  + a) 


r 
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»y^2~r(2+r(24>  «)> 
f 2+ir(2-r(2  + »))  ’ 

2 1/^2— r(2  4-r(2+r(2+<»)^) 
f ,2+r(2  + rc2+rC2+a))) 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

©{«  Seiten  ttg  utttfc^rfeBentn  §önf  * unb 
ftnb/  einfa^er  ou^gcbriicft;  au4?2K(5 — 2K5)  unb 

Ts— 2K5 
-~T-- 

49.  Da  l+4:(r5— 1)»  = ^(5  — rS)  i|?;  fo 
If!  imtmc  bae  üuabrat  bta  Dtabius  unb  batf  Ouabrat  bec 
©eife  beß  üuabrafe  ber  @<if«  beß  gönfetfß 

unb  ber  CKabiuß/  ,bie  0eite  beß  unb  bte 

0eUe  beß  ^änfecfß  btlben  fotgticb  ein  recbttvinfligeß  Dreiecf^ 
bejfen  .^r;pofenufe  ble  .©eite  beß  günferfß  i(l.  Die  ©eite 
beß  3e^nerfß  i|i=  K i— ^ = K (1  + (4-)*  ober, 

wenn  man  mit  r multipUcirf  / = K^r*  + (j)  ) — "l* 
Dieß  giebt  unmittelbar  foigenbe  einfa^e  €lonf!rurtion  ber 
©eite  beß  ^e^n*  unb  ^ünfecfß  im  Greife.  SD?an  ^albirc 
(Fig.  115.)  ben  J^atbmeffer  CB  in  D,  jie^e  CE  fenfre4>t 
auf  AB,  (ie^e  DE,  unb  bef^reibe  mit  biefent  Diabiuß 
einen  Sogen  EF;  fo  i|l,  wegen  obigen  Slußbrurfß,  FC  bie 
©eite  beß  ^e^ne^ß,  unb  foIg(i(b  bie  .^ppotenufe  FE  beß 
re^^twinfiigen  Dreiecfß  FCE  bie  ©eite  beß  ^änfecfß. 

50.  Die  Diagonalen  beß  ^ünfecfß  jtnb  offenbar  ade  einan« 
ber  gleich/  unb  baßDreierf  ABC(Fig.  116.)  ifl  glei(hf(henf* 
lieh-  2lu(h  finb  ble?aJinfelABC,ACB,alßaufbenboppettett 
23ogen  fiehenb , hoppelt  fo  groß  alß  BAC , unb  man  hof/ 
' für  AB==d,  BC  = a,  gonj  wie  in  (48.),  AB:BC 
= BC:AB— BC,  d:a=ra:d  — a,  a*  =;  d^  — ad, 

a=ia(i+r'5)=^i^‘(48.).  ao^iift 

©eften  wir  alfo  bie  ©eite  beß  = a';  fo  ijl  (48.) 

immerd=-^  = ber  ©eite  beß  ^ünferfß,  bioibirt  bur<h 
bie  ©eite  t«ß  3«^uecfß,  ober,  für  ben  Dlabiuß  r, 
d = ^ , a' : a = r : d , bie  ©eite  beß  0 jur  ^eite 
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te«  »»>{«  Dfoblu«  jur  ^{ogonofe  b«  gutif» 

ccfö.  ^oDenbet  mon  ben  aud  D (Fig.  115.)  btft^ciebtnen 
Sogen  }um  ^lalbfreife,  unb  jfe^t  EG;  fo  i|?,  weit  FEG 
ein  re4»ter  SEBinfef,  FC; FE =CE : EG,  foIgti(^>  EG  bie-.  ' 
diagonale  beo  ^ünfecfo. 

■ 3ie^(  mon  im  eingefc^jriebenen  (^ig-  H'7.) 

bie  ©iogonoien  AB,  AC,  AD,  AE;  fo  i(f  AB  ber  3>urdb= 

mejfer  ==  2,  AE  bie  0eite  be«  gunfecfo  = 

ferner  ijf  AC*  = AB*  — BC*  = man 

AB  = 2,  unb  für  BC  bie  0eife  beo  gil^necfo  fe^t  (48.). 
2Ufo  ijl  AC  =r  = ber  ©iogonofe  beo  gunfecfö 

(50.).  enbUd)  ifl  AD*  = AB*  — BD*,  = ^^, 
wenn  man  AB  = 2,  unb  für  BD  bie  Seife  bes 
(48,)  fegt.  S)ie  S)iagonoten  beo  3*^necfg  f?nb  alfo ; 

..  AB  =;:  2,  ber  ©ur^Jmejfer; 

AC=  ©iagonote  be$  §ünfedfo; 

AD=f^p,m\} 

Ate  = Sünferf«.  • 

3n  Fig.  1 15.  ifi  CG  * EG  * — CE  * = 1 (50.) 

= ^^,CG=zf^^f  bie  briffe  ©iagonate  AD 
(Fig.  117.)  bes  3*]^necfef.  5DaO®reie(f  FEG  (Fig.115.) 
enfi)ütf  atfo  bie  ©cifen  unb  otte  ^Diagonalen  beb  regulären 
5ünf  = unb 

51.  3>aman  nadbbem  Si«^erigen  baö  reguläre  0cdbö= 
unb  3e^ne(f  in  ben  Äreio  bef^reiben,  alfo  au(^>  ben  6fen 
unb  lOten  '^(»ejl  ber  ^eripl>jerie  geomefrif^,  ftnben  fann; 
fo  fann  man  ben  jtreio  in  15  glei^^e  ^^eite  tl)ei(en,  ba 
^ — A=iVe  uttö  fotglidb  oucg  bo0  reguläre gunfie^necf 
in  ben  .^reio  bef(bi^fii>fn. 

ÜWif  .^ülfe  einiger  frigonomefrifdben  ©äge  ift  bie  Se* 
re4>nung  ber  Seife  bee  Sunfjel^necf«  lei^Jf.  Qa  i|i  näm* 
lieb  .^  = xSr — 9ö«5«  ^erip^etie  olo  Cinbeif  ge» 
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nommen.  2Wfo  sin  ^ = sin  . cos  ^ — cos . sin 

(0on{ome(rU.  24.).  ferner  ijl  sin-;^  = ^chord|^==  | 
(47.);  alfo  cosTi2.  = r(l  — sin*-^)  = ^K3; 
sin^  = ^cbordT^=3^(|"5  — 1)  (48,)/  cos^ 

= r ( 1 —sin*  ^)  = r Sots«4>  na(^>  pbi? 

serSormft: 

•in*=:iir(io+2r5)-ri5+r3| . 

3!6<f,  chord  ^ = 2sin.^.  9Ufo  t)le  ©ebe  be$  Su«f* 
3f^ne({5 

= *ir(«>+2r5)  - ri5+r3i . 

QOie  o^«n  ftnbct  man  nun  auc(^  bie  ©eite  bes  ein^  unb  m-. 
fl^riebenen  30  / 60,  120ecf8,  u.  f.  f.  ®ie  Sonjiruefion 
be»  Sunfjebnerfg  ergiebt  fi4?  fog(ei4>, 

52.  ®ie  S?ef(jbteibung  beö  regut^ren  ©{cbjel^nerf«  in 
ben  Ärei8,  welche  wir  au«  bec  f4)on  oben  (42.)  erwähn= 
ten  aQgemeinen  i h^ocie  non  0 a u ^ auoheben,  beruht, 

fo  wie  wie  bie  ©ache  baefieden  woQen,  npriöglith  auf  bet^ 
©umraicung  bet  Dveih« 

Bti  , 3n 


{iOf 


2n  + l 


foa- 


2u  + 1 


,{•  cas 


2n  + 1 
nn 


2n+t 


= S , 


_ (n  — l)w  . 

, . . . + ± CO. 

lj)a  (©oniometrie.  27.)  immet 

' CO. ( k 1 ) a + CO. (k  — 1^4/  = 2 cos ka . cos a , 

cos(k  + l)a  = 2 CO. ko. cos o — cos ^k  — l^o  . 

ifi;  fp  et^lt  man  für  bie  einzelnen  ©liebet  unferet  fKei^e; 


cos 
--  2 cos 
2 cos 

^ 2 cos 
+ 2 cos 


2n  + 1 ' 


->■  . CO 

2n  + 1 

s - " »h 

2II  + I ^ 

2j» 

7t 

2n+l*®®‘ 

* 2n-{- 1 

(n— 2)r, 

» • • 1 • 
TT 

' 2n  + l • 

2n  + 1 

( n — 1 ) TS 

TT 

2n+  1 ■ 

“*2n  + l 

2n  + f » 


cos 


+ cos 


(n  — 3)jt 
2n  + l ■ ’ 
(n-r2^7T 

2n+t  * 


§otg(idb,  wenn  man  abbirt: 
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1 -V  <:•* 


_JL_) 

2n  +1/ 


=;(  oo« 


^o-il  » 

(n  + l)7|c 


+ CO» 


2n  4- 1 2n  + l 

. (n — i)>*  , ^ ^ (*>  — 1)«.  M)» 

tt  cos-t; — 7^^  + 1 ¥ cos^; — — rrr 
2a +l  ^ 2n  + l—  Sn+l 


w — 


= ^ ^ ± “°‘- 
(n  + l)7* 


2n  + 1 ’ 

•>«  ^ ^ S = i'fMt 

gon3e  po(ifit>e  n, 

53.  ©W6  g{eb(  ' - 


71  27t  , 3t»  4-71  \ 

COS-  -CO.-  + COS-  -CO.  - 

. Stt  Bre  , .7»  8ti 

+ CO.  — — CO»—  + CO»  — — co»_ 


«ine  ©ieicbung  mit  8 unbefannten  ©rSfen.  ®a  es  nun 
l^ier  »otjügli^  ouf  bie  ©ejlimmung  non  ^ ober  cos  ^ 

onfommt;  fo  |inb  }wif(ben  biefen  Unbefannten  nadb 
7 anbece  ©teidbungen  }u  fu(^)e’n.  ©e^en  wir  . 


3>r 

Srt 

/ 6n 

"hl 

CO.- 

CO.-- 

{ci>s- 

- CO»  - 

Stt 

8rr 

f ^ 

\ 4^1 

cos- 

+ 

PO.-- 

(co.- 

- co»^ 

:X; 

**  f 

fo  f R wie  bie  ©ici^ung ; 

X - Y = i , 

54.  SO?u(tipncirt  man  nun  bie  beiben  ^uobrä(fe  fdt , 
X,  Y miteinanber,  unb  jertegt  bae  ^tobuct  i'ebec  jwel 
©oftnuei  nach  ©oniometeie.  (27.)/  foba^$. 

Stt  8n  f 13?»  , , 37t 

PO«  ^7  * ^ T » ®“*  17  ‘ 

, 4«  , , Sw 

= — + *®°*17  » 

tvoburdb  ber  ^actor  von  n nie  8 dbeeffeigt;  fo  finbet  matt/ 
baß  biefeo  ^cobuct  bie  4)älfte  bec  in  (53.)  fummicten 
0veibe  4 ^a(  entb^it/  mocaues 

XY  = I , 

' !iDiefe  ©(ei4^ung/  in  SDetbinbung  mit  bec  nötigen/ 
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rel<t)t  jur  S^effimniüng  »on  X unb  Y l^in,  unb  t$  etl^ellef/ 
bo0  ba}u  nur  quabratifi^e  ©leicl^unsen  crforberlid^  ftnb. 
55.  @e^cn  wir  nun 

3?»  , 5?»  ftTt  7«  „ 

CO»  + CO»  — = X , coi  — — cos  = X ; 


2te  , 8)*  ~ 71  4n  . 

cpsyj  + CO»—  =Y,  CO»—  — cos—  = Y i 

'fo  ftnben  wir  nac5  einer  gonj  d^ntidt>en  SDlet^obe  wie  bor^er, 
x'x",  Y'Y"ber  4>äifte  ber  in  (53.)  fummirfen  Siei^c 
giei(5.  ^Ifo  ^aben  wir: ; 

' X'  — X"  = X,  r — Y'  = Y ; 

X'X"  = i,  Y'Y"  = 4 ; 


hier,  jur.S5ejlimmungbon  x'>  X",  y',  y'' ]^inrei4>enbe 
0(ei4>ungen/  unb  es  füllt  in  bie  ^ugen/  ba^  ju  biefer 
' SBefHmmung  ebenfaüs  nur  quabrotif4?c  ©ieicbnngen  er» 
forberü4>  jtnb. 

56.  9]un  i(l  ferner  immer  na4>  berfeiben 
wie  vorder: 


3t»  5t»  / 8ti  , 2>t'\ 

co.-.co»~  = |(_co.-  + cos-;, 


ÖTT 

'l7" 


7jt 

’17 


=4r« 


V 


‘57 


27t  8t»  , ^ 6« 

co»-.co»_=4(^co.- 

1t  47T  , /* 

CO»— .cos  — = 4^  cos 


5?» 

I7 


4rt\ 

* 17  ) * 
771' 


771  \ 

-cos-), 
' 17  J ' 


+ CO»  ■ 


Sejei^nen  wir  alfo  bieo4?t@ii«btf  t»er0iei§ein  (53.)/  otte 
pofitit)  genommen/  bur(5  x^,  x^/  Xj  / . . . x^;  fo  l^af 
' man  jur  S5ejiimmung  biefer  8 unbefannten  ©rbßen  foU 
genbe  ©ieic^ungen: 

X—  Yt=4,  XY  = 1. 


X'  — X"  = X,  Y'  — Y"  = Y ; 

X’X"  = 4 , Y'Y"  = 4 . 

X,  + Xj  =3  X'  , Xj  . Xj  = 4-Y' ; 
x»-x,  =X",  x,.x,  =4Y"; 

+ Xg  = Y y Xj  • Xg  =c  -JX  ; 

Xj  — X4  = Y ' , Xj  . X4  = -J-  X . 

©s  ifl  fiar  / ba^  biefe  ©teic^ungen  jur  ©efiimmung  ber 
obigen  8 unbefannten  0rbfen  ^inrei^en/  unb  baf  baju  > 
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mt  0(e{4>ung<n  Ut  itveiten  0rab<((  <cfbrberU<|>  (Tltb. 

4)af  mon  nun  Xj  = cos  ~ gefunben  j fo  ifl  bie  ©dfebe« 
©lebenjel^nccf«  offenbor 

= 2r.in^  = 2rr(l  — COS»^)  . , 

SRadb  gel^bdger  9te4>nung  ftnbee  man,  t»«nn  r = 1 btc  ' 
©elfe  bets  ©iebjc^necfg  ==  ber  OuobrafwurjcC  auet  fot* 
genbem  5Iue!bru(f: 

4I“  Ari7--^r(34-2ri7)  ' 

- T%r(i7  + 3ri7  - r(i7o  + 38ri7)). 

57.  Um  oue!  ben  obigen  ^ormetn  eine  0on|?rucflon  be« 
©lebenjebnerfo  abjuteifen , Ijleö  junörberjl  nbf^lg.  Ihnen  ‘ 
eine  efmaei  neränberte  0e(la(t  ju  geben. 
benfe  man  ft4>  »on  jebec  unbefannfen  0r6ße  boö  ©oppelfe’^  , 
genommen,  unb 'blefe  ©oppelfen  but(b' beigefögfe  obere 
ober  untere  ^nblces  »on  ben  primifloen  ©rößen  unferf<ble= 
ben;  fo  nehmen  obige  ©leldbungen,  fo  weit  wir  hier  l^rec 
bebörfen,  folgenbe  ©eflalf  an: 

X,  - Y.  = 1,  X,Y.  =4. 

X',  - X ",  =X, , Y\  - Y\  = Y,  I , 

X\X",  = 1,  Y',Y”,  = 1. 

X', +x',  =Y',,x',.x',  = X".  . 

SBerben  bie  erflern  aufgelbff;  fo  erhält  man: 

X.  = frn  + i,  Y.  = ir  17  - 4 ; 

=ir(4+x.‘)  + 4x» , 

X'\  =4r(4+x>) -ix» ; 

Y'.  =4r(4+Y,»)+iY.  , 

Y",  = 4r(4+Y.*)-4Y,  . 

©e^en  wir  nun,  wie  Immer,  ben  DIabluo  = 1;  fo  wirb 
ber  17fe  ^^h«l  Peripherie  ouf  folgenbe  3Irt  burib  Son* 
(huctlon  gefunben.  S)urdb  A (Fig.  118.)  errldbte  man 
ouf  ben  ^ablu«  CA  ba«  perpenbifel  AB  ==  bem  boppeU 
ten  Olabluß  = 2,  halbire  AC  In  D,  unb  madbe  DE  = 
BD;  folflBD*=4  + i=V,  BD=DE==iri7, 

CE  = ^ri7  + i=Xi,  AE=^ri7— 4=Yi. 
Jg)alblre  AE  In  F,  AB  In  G,  unb  nimm  FH  5=  FG ; fo 
l|l FG»  = 1 + ^ FG=FH  = ^r(4  + Yi®), 

AH  = (4  + Yj*)  + ^Yi  = Y't  , EH  = 
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i K(4+  Y,» ) — 4^ Yj  ==  y'\,  €rri4>Je  ben  fettfr«^* 
fen  iXobiuc  CI,  ^olbive  CE  {n  K,  nimm  KL  ==  KI;  fo 
iflKI*  =1 +4X,S  KI=KL=4r(4  + Xi"), 
EL  = ^r(4  + Xi*)  + 4Xi  = X\  , CL  = ' 

4^ K(4  + X ) — 4 Xj  X"i . ©efcbcfibt  mon  nun 

über  AC  unD  AH  ^albfreife,  b<ren  erflrr  ba«f  ^erpen=> 
bifel  QI  in  M f^nc(be(,  jl?^f  bur^  ]Vf  eine  ^Parallele  MN 
mit  HL  bl5  an  ben  jwelten  ^ofbfrei«/  unl>  fällf  t»pn  N 
ouf  HL  ba«  ^erpenblfet  NP;  fp  i|J>  NP*  = CM*  = 
AC.CX^:;^  PH.PA,  nnb  AH  = PH  + PA.  2>a 
nun  ÄC  ==  1 } fo  ^at  man  nad(^  bem  Obigen: 

PH  + PA  = r,,  PH. PA  =5 

S)iefe  ^(eldt^ungen,  mit 

Va  + *'g  = Y',  t x',  . x'g  =E  X“, 

bergti^xn/  nerbunben  mit  ber  Semerfung/  bap 

2^2  / ber  bopptite  ^opnuP  bep  fieinern  2Binfe(0|t 

> x',  ip,  geben  PH  = x% , PA  ^ x 2lber  x ^ 

= 2x^  = 2c<>sj^=  2sin(4» --r- ^}  = 2sin^ 

= chord  ^ = ber  ©eite  beg  S5ier  * unb  lOreipIgerfg 
=2  PA.  Slimmtman  aifo  Aa  2=  AP;  fo  ip  ber  Sogen 
Aa  2=  ^*1,  fein  ®oppeiteg  atfo  = ber  ^rip^rie, 
ferner  i(lx^=;2  2x2=2coa^  i2=  2ain(47i  — 
25=’2sin^  = chord^ , SRimmt  man olfo  AbzrrPHj 

fo  ip  Sogen  Ab  =2=  ; olfo  A*b  2=  ^ , 4 A*b  3=  g . 

SBirb  alfo  Sog  A‘b  in  c ^alblrt;  fo  ip  SogA'c  = -^'ber 
^erlpl^erie,  unb  ©e^ne  A'c  bie  ©eite  beg  regulären  ©ieb^ 
je^necfg.  S)iefe  Sonfhurtion  ergiebt  ßdb  unmitfeibar  aug 
unfern  obigen  Formeln.  £01.  f.  au^  ©eometrie  non 
^aucfer.  Äbniggb.  1823.  @.187.  H.  A.  Rothe, 
de  divisione  peripheriae  circuli  in  XVII  et  XIII  part. 
ae^uales.  Erlangae.  ISO^.  P auch  er  de  divisione 
geometrica  peripheriae  circuli  in  3^11  part,  aequa- 
les.  1817.  2Iu<b  ©rdbinger  l^of  ber  ©bttingi^en 
©odetät  eine  ©onfiruttion  «orgeiegt,  uub  geometrif4i  be* 
miefen.  , 
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58.  ftnb  einige  3>^^ded6e(7{mmungen  übrig. 
3)er  3nl^olt  eine«  regulären  nccffi  Im  Ätcife  Ijl  offenbor: 

I = 4 n r’  sin  — t 
* n ’ 

■ ber  ^nl^df  beß  umf4)riebenen  necfg  bagegen:  ' 

r s nr*tang—  . 

, ®et  Umfang  be«  umfebflebencn  nerfö  i(l  Immer  P'  = 
2nrtangi.  gör  r = 1 i(i  l'=‘ntang^,  Ullb  für 

2r  = 1 au^  P'  ==  n tang-i . tStfo  ifl  ba«  «Jer^aitnl^ 
ber  glä^ie  eineg  umfct>riebenett  necfg  jum  öuabrate  beg 
Dtablug  einerlei  mit  bem  aSerl^atfnip  fcineg  Umfangg  5um 
©urcbmeffer. 

2)er  3n^alt  eineg  in  einen  .Rreig  befi^iriebenen  regulä* 
ren  ^^ol^gong  »on  2n  ©eiten  ifl: 


* ' 1 ^ 

1 = nx^nn^  * • 

ginn  ifl 

f I‘«  r SS  sin  ^ taug  ^ , 

9 A • ^ yf  n - - 

» s:  n’r^nn— *co5— tana-^ 
n n ® n 

> s=  n-»r«^sin-^y.  ^ ; 

2llfo  I.r=i*,  b.  'ij.  bageingeflibriebene  reguläre  ^ol^gon 
bon  2ri  ©eiten  ifl  bog  geometrifdbe  SWittel  jwifi^jen  bem 
in  unb  um  ben  Äreig  befdbriebenen  regulären  ^olpgon  bon 
n ©eiten. 


, S)er  Inhalt  beg  regulären  ^oli;gong  bon  2n  ©eiten 
um  ben  .^relg  ifl: 


i'  =:  2nr* 

Slber  (©onigmettie.  38.) 


imb 


sinii 

n 

1 + COf  — 
' u 
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fStdecf. 


alfo 


nr*  *in 
n 

, . n 
nr’  tang-^ 


2iV 

r + i • 


^Bcr  na4>  Bern  Obigen 


9Ufo 


r + i = 


i'  = 


i(I  + i) 
2i.r 

T+I  • , 


3iuö  bem  erjtern  2Iu0bru(fe  für  i'  folgt  (ei(t>(,  bo0 
r : i = r — i' : i'  — i , 

b.  1^.  ba«  um  ben  Äreiö  befd[)riebene  reguläre  ^ofi;gon  i' 
»on  2n  @eiten  i(l  ba«  ^ormonlfcbe  £02it(el  ( ©.  ^armoni* 
^d)t  9>roportion)  5tt>ifcbenbem  in  ben  ^rei«  bef4>riebenen 
^olpgon  i »Ott  2n  ©eifen,  unb  bem  um  ben  ^reio  bes 
f4>riebenen  1'  »on  n ©eiten. 

©e^t  mon  ben  0tobiu«  = 1 J fo  i(l  bie  ©eite  beö 
ein=  unb  umgef(^?riebenen  Ouabrart  =^>K2,  = Q,  alfo 
ber  §(ädbenin^altl=2,  l'=4.  §otg(id(>  i=  K2 . 4 = 
2,8284271,1'  = ^:^  = 3,3137085,  ber  ^n^t 
beo  eins  unb  umgefcbrtebenen  2I(bte(fd.  91adb  berfetben 
SHet^obe  finbet  man  o^ne  ©cbmierigfeit  ben  3<^^alt  bes 
eins  unb  umgef(^>riebenen  16,  32,  64ecf«,  u.  f.  f.  §ür 
bao  ein  s unb  umgeftbriebene  32768e(f  erhält  man  auf  biefe 
' 2Irt  für  beibe  bieBobl  3,1415926,  moraud  man  feblirßt, 
baf  bie«  ber  gläcbeninbalt  be«  greife«  bi«  ouf  bie  7te  2>es 
cimale  genau  ifl,  folglich  auch  bie  halbe  Peripherie,  ba 
ber  Flächeninhalt  = r 2. ITT  = 71  für  r = l. 

59.  dlo4>  ermähnen  mir  hi(t  eine«  merfmürbigen,  von 
©auf  (Sarnot«  ©eom.  b.  ©tedung.  äl.  b.  t>. 
©chuma^er.  $hl- U-  ©.362.)  gefunbenen Sluebrucf« 
für  ben  3nholf  eine«  millführlichen  Sßielcrf«  bur(h  bie  Soor* 
binaten  feiner  ©pi^en.  ©ep  Ij  ber  Inhalt  be«  3)reie(f« 
Al  Aj  Aj  (Fig.  119.),  unb  bie  ©oorbinaten  ber  ©pi^en, 
nach  einer  0«^tung  gejählt,  x^,  j x^,  y^;  Xj,  y^. 
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Offenbar  iff  l,  = t»cr  @umtne  ber  bciben  ^Jrapcjten 
A^  83,  83 , weniger  bem  ^rapejlo  A.  a - * 9llfo 

(^rapejlum.  1.)  . , • 

h = i(y»  + y»  Kxj  - X.)  + i(y,  + y3)(x,  — Xj) 

— Hyi +y,)(*,  — X.) 

= l|».(y2  -y3)  + x,(y3  -y3)  + x,(y3  -y,)j 

unb,  obgfeidb  blefe  Formel  nur  fßr  ben  in  ber  gigur  bar^ 
gefieaten  gaO  enfwirfelf  1(1,  fo,  fiberjeugt  man  ficb  bocb 
halb  non  »brer  2iagemembek,  wenn  nur  ble  €oorbinaten 
mit  ben  gehörigen  Reichen  genommen  werben.  ©.  j.  S5. 
m.  Jebrb.  b.  ©tatif.  Jg)a0e.  1826.  ©.  254.  (gin  «Sierecf 
ta^t  ficb  in  jwei  3>reierfe'A,  A,,  A^  A.  A.  jerU» 
gen,  beren  5(a4)enraume:  _ 

l|*i(y»  -y3)  + *i(y,  -y.)  + x3(y3  -y3)|  ^ 
i|*.(y»  -y4J  + x3(y«'-y.)  + x4(y3-y,)  . 

Solgticb  ■ ; 

"I4  = T|*.(y.-y4)+*>(ys-yx)+*3fy4-y2)+x4(y._y3)| 

ein  gönferf  la^t  ft^  in  ein  SSIererf  'A^  A^  A3  A . unb 
ein  ^reiecf  A^  A^  A ^ jerlegen.  f2)er  bc8  ^ierecfö 
ijl  ber  obige , bet  peo  'Öreiecf«  ' 

4^|*.(y4  -y5)  + X4(y,  _y.)  + ,,(y,  , 

©urdb  ?lbbirion  erbait  man  leitbf  ben  Inhalt  beö  gönfecftf. 
4)ieraug  folgt,  bap  affgemein  för  irgenb  ein  nerf  ber 
3nbalt  In  = ' ' • 

^|*.Cy2  — yn)  + X3(y3  - y.)  +X3Cy4  - j,)  + ..  I 
f...  + *n-l(yn  — yn-2)  + Xn(y,  Jn-l)  j 

eine  auch  ju  praftifcben  Dfedbnungen  febr  braudbbare  ^ors 
mel.  3**  Puissant  Traite  de  Topographie.  Paris. 
1820.  p.  263.  ftnbet  man  ein  nollffanbig  beredbnefeo  Sei* 
fpiei,  ©auf  aber  wirb  ni4>t  at$  ©rfinber  genannt. 

60.  Soigenbe  ^afel  entbaft  einige  numerlfcpe  ©e* 
(Hmmungen  für  Umfang  unb  Siacbeninbaft  einiger  reau* 
raren  ^oipgone : 
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«0* 

G{tt9ef(f)T{t6(ne  tBidtdCe. 

Umfebriebfne- 

a 

g 

Hmfans 

ium  ®utcf)me|t<r. 

Stiebe  juni  £tuatcat 
bei 

i&albnitn'rti. 

Umfang  jiimDutcbm. 
Jldcbe  jum  £Xuabrot 
bei  ^)Q(bmf|f«ti. 

3 

2,5980762 

1,2990381 

3,1961524 

4 

2,8284271 

2^)00000 

4,0000000 

5 

2,9389262 

2,3776413 

3,0327126 

6 

3,0000000 

2,5980762 

.3.4G41016 

8 

.3,0614674 

2,8284271 

3,3137085 

10 

3,0901699 

2,9389262 

3,2491969 

12 

, 3,1058285 

3,0000000 

3,2153903 

15 

3,1186753 

3,0505248 

3,1&S3484 

16 

3,1214451 

3,0614674 

3,1825978 

17 

3,1237418 

3,0705541 

3,1778507 

, 61.  ©ie  SBm^jnung  ber  Sßtelerf«  auö  gegeBenen  25«= 

fiiittniung6|l«(fen  le^rf  ble  ^ol^gonomefne  lrlgo= 
nonufric.  IV.).  Ueber  ifoperimefcifdbc  Sßiefccfe  »ergt.  ben 
2Irt.  0r6ßfe^  unb  .^(einffes.  ^«Brere  anbere , ^ier  ni(^ 
entwirfetfe  merfmürbige  (Stgenfijjaften  fommen  in  ben  tna*. 
e^emgfif(^)en  •ff«*' ^ befonbers  ben  Annales  d. 

Math,  unb  Grelles  Journal,  jerjlreuf  »Qr.  2llle  ein= 
jelne  2Iuffä^e  ^ler  anjufü^ren , gebattet  bet  Dvaum  nicbf. 
2lu(^>  f.  nt.  Sarnots  neue  (Eigenfdiaften  bet  Sßieicrfc, 
frei  a.  b.  überf.  t>.  ©^elUg.  ©retsben.  1802.  4. 
2ßic  »önfc^jen,  baß  bie  in  bicfent  2lrtifel  mitgerbcitte 
“i^eotie  bet  Sintl^eUung  beg  .Äreifeg  in  17  gleite  '5^ci(e 
jum  ©fubium  bet  »on  ©auß  o a.  0.  gegebenen  allgemci= 
nen  ^^eorie  biefer  ^^eilungen  reifen  möge,  noch  e^e  bie 
3uf5ße  ju  biefem  SBerfe  (»ergt.  42.)  erfctjeinen. 

QSi'elecfigef  Äerperobet ^otpeber ^eißt 

jeber  »on  tautet  ©benen  eingef4>to|fene  ilörpet.  S)ie  cin= 


SSrelecfi^er  Sf^rper.  ' 817  ' ' 

jclnfii'Begratiitnbfn  rtenen  Seüeftflä*. 

bic  ©efammt^eif  oller  ^clgf  Ober fläd^e.  5Dle 
S)urdbf(^m'«2i(tnicn  bcc  > ©elfe nflic^cti  werben  ^onren' 
genannt,  bie 2)ur4>f(bniif6punffe ber  ifonfen  ©cfen.  5ln 
jebet  Scf e liegt  ein.,  jl 6 r p e r w i n f e l,  bie  9]ejgunggwin= 
fei  ber  ©eitenflad;en  gegen  einonber  ^ei^en  gU^enwin» 
fei.  ©iefer/iJlrtifel  jff  allgemeinen  Unterfucbnngen  übet 
bie  ^olpeber  gewibmet.  (Sinjeine  nielecfige  .Körper,  j.  35* 
bag  ^riema,  baß  ^^arallelepipcbon/  bie«  fi^ramibt  u.  f.  f, 
f.  m.  in  befonbern  ^Irtifeln* 

L Sülgcmeine  ©igcnft^aften  ßcüe5iöec 
9>olpct)cr.  . 

1*  5Wan  benfe  ftc^)  ein  9?eß  on  einonber  bängenber 
ebener  Figuren,  weldb«  in  einer  (Ebene  liegen  fbnnen  ober 
n\i)t,  unb  bejdcbne  bie  3lnjdb(  oßer  ebenen  Sißuren,  iton* 
fen  unb  (Erfen  be|]elben  bur(i  S,  K,  E.  Um  jwif4>ett 
biefen  btei  ©rb^en  eine  ©Jeidjung  ju  ftnben,  ffette  man  fiep 
vor,  bop  iu  bem  9]e^e  eine  neue  mit  n ©eiten  binju 
fomme,  »clcbc  n'  ©eiten  mit  bem  Sße^c  gemein,  n"  nid)t 
mit  bemfelben  gemein  babc , unb  bejeiepne  bur(^i  S'/  K',  E' 
in  ®ejug  auf  boß  neue  9te^  bajfelbe,  t»oß  S,  K,  E itt 
^ejtig  auf  baß  primitive  bebeuten;  fb  erhellet  augenbiitfli^l 
bie  9vi4>tigfeit  folgenber  ©leidpungen : 

n = n’  + ü",  S'  =3  S + 1,  K'  = k + n''  . 

Zugleich  abtr  i(l  oudb  f lar , bap  bie  binjufommenbe  ^igur, 
welcbe  n'  ©eiten  mit  bem  primitiven  fj^e^e  gemein  ijtxt, 
n'  + 1 ©cfpunfte  niit  bemfelben  gemein,  alfo  n"  — 1 
©efpunfte  mit  bemfelben  niept  gemein  bat,  ba  immer 

n = h' + n"  = (n'+l)  + (n"-l) 

fepn  mup.  Sllfo  ifi 

E'  = E + n"  — 1 . 

3)Ian  bat  alfo  je^f 

E'  = E + n"  - 1 
' S'  = s +1 

__  tr  . 
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tvorau«;  wenn  tnon  auf  Reiben  @<Uen  obbirt^  fogleitp  , 
erhalten  wirb: 

E'  + S’  — K'  t=  E + s *-  K , 

fo  ba§  oifo  bie  @r6fe  E + S — K für  «De  Olefte  eine 
conjlante  @r6f e ifi.  $iic  ein  aue(  einer  einzigen  $igur  be*  < 

fle^enbee  Ole^  i(l  aber 

£ = K,  S =3  1,  E + s — K = 1 \ 

5Ilfo  ij!  für  olle  allere 

E + S — K = l,E  + S=  K + l; 

1. 1^.  ble@umme  ber  ^njol^I  ber  liefen  unb  Figuren  i(i  um 
<Sin0  grb^er  ölet  bie  ^njo^t  ber  Konten. 

^iefe  merfwärbige  0(eidbung  tfi  juerfl  von  Soudbp 
gefunben  worben  (Journal  de  l’ecole  polytechnique. 

T.  IX.  Cah.  16.  p.  80.). 

^of  mon  ein  nbHig  umfi^jloffene«  ^^ol^eber  mlf  S ©et* 
(enfldcben/  K .Konten  nnb  E Sefen;  fo  benfe  man  ftcb 
einmal  eine  ©eitenfldd^e  hinweg,  woburdb  man  ein 
mit  S — 1 Siguren,  K .Konten  unb  E (Stfen  erhdU,  in 
weltjbem  aifo  no4>  bem  iSocigen 

• E + S—  1==K  + 1,  E + S = K+2. 

folglich  if{  in  t'ebem  niQig  umfd^toffenen  ^ol^eber  bie 
©umme  ber  ^njahl  ber  0(fen  unb  ©eitenjpicicben  um  ^wei 
grbper  old  bie  ^Injahl  ber  .kanten. 

tiefer  merfwürbige  unb  wichtige  ©a^  bilbetbie0runb* 
läge  ber  allgemeinen  Theorie  vieteefiger  .^6rper.  !9ian 
nennt  ihn  noch  feinem  er^en  (Erftnoer  ben  (Euler’fcben  ©a^. 

!!n.  f.  lEulerO  21bhanblung:  Elementa  docirinae  so* 
lidorum.  Nov.  Comm.  Petrop.  T.  IV.  p.  109.  De- 
monstratio nonnullarum  insignium  proprietatum, 
quibus  solida  hedris  planis  inclusa  sunt  praedita. 
Ibid.  p.  140. 

ferner  benfe  man  fi4)  je§f  ein  nicht  unferbrodbenei 
©9|lem,  ober  ein  SJie^  mehrerer  S^olpeber,  beren  ^Injohl 
wir  bur4>  P,  bie  '21njahl  ihrer  ©eitenfiä^jen  wie  vorher 
bur^  S , bie  31njahl  ber  .Kanten  burch  K,  unb  bie  Slnjohi 
ber  0cfen  bur^>  E bejeidhnen  woKen. 


s 
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©«nfe  man  fi4>  nun  mieber,  bo^  a»  Öle^e  ein 
^ neue?  ^olpeber  binau  fomme,  füc  t»e{4>e?  P',  S%  K',  E' 
bofletbe  bebeufen,  waö  P,  S,  K,  E In  25eaug  auf  ba« 
primifibe  Dle^  beaelcbnen.  ©ep  fecnec  s bie  Slnaabl  ber 
©eiten,  k bie  Slnaabl  bec  kanten,  unb'  e bte  Slnaobl  ber 
(Ecfen , wetibe  ba?  neu  bmaufommenbe  ^ofpebec  nicpf  mit 
bem  primifinen  Sfle^e  gemein  bat;  fo  Ifl  nacp  bem  auerft  be.-  • 
wiefenen  ©a^e  »on  £ a u 4)  9 

6 "f*  s — k ^ 1 • 

^ugfetcb  erbettef  aber  augenblicfdeb  bte  Dlicbfigfeit  fofgen. 
ber  ©leidbungen  j 

E'=E+e,  S'=s3+.i  K's=K+k,  P'=P+i  ; 

ober ' ' 

■ E'  =3  E + • , 

S ' = 'S  + s , 

— K'  = — K — k , 

— F = — , P — 1 . 

Sotgddb,  menn  man  obbirt: 

E'  + S'-K'  — F = E + S — K— P+e  + t— . 

5Hber  nadb  bem  Obigen 


E'  + S'  — K'  — F = E4.S  — K — P.  ~ 

^otgtidb  E + s — K — P für  jebe?  9]e9  non  ^ofpebern 
, eine  conflante  ©r6fe.  nun  P = 1 , fo  iß  nä^  bem 
©uler’fcben  ©a^e 

E + s = K 4-  2 , 

E + S — K — P=2—  1=:1, 

5I(fo  iß  In  jebem  9le§e  non  ^ol^ebern 

E + S—  K — P = l,  E + S = K + P4.1; 

b.  I.  in  jebem  SHe^e  »on  ^^ofpebern  Ifi  bie  ©umme  ber 
3Inaabl  ber  ©rfen  unb  ©eitenjiddben  um  ©in?  größer  ai? 
bie  ©umme  ber  Slnaabl  ber  ^ol^eber,  metcbe  ba?  9ie§  bil» 
ben , unb  bie  2Inaabt  ber  kanten. 

S)iefen  merfmurbigen  ©a^  ^af  ebenfaC?  ©aud^9  ge*  • 
funben. 

ü)iif  bem  ©eweife  ber  norl^etgel^ettbett  ©ä?e  l^aben  jtd& 
mel^rere  9)?at^ematifer  befcpäftigt.  ©ewb^nlitp  grünbet 

Sff2 


*\ 
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m<m  fccnfc(6eh  auf  bU  Formel  für  b«n  fpf)ä*  " 

rifcfecc  ^ülpgone  ( ‘Jrigonomefrie.  92.),  worüber  u.  21. 
Legend l e Elem. de Ge'ome'trie.  Onzieme e'd. p. 228. 
9Jleter  .^trfcb  ^aiumtung  geometrtfd)^  2Iufgabeu.  II. 
Berlin.  1807.  ®.  93.  nocbiufe^cn  finb.  2Iuf  biefe  SSeife 
fann  aber  blo^  ber  €u(er’fd?e  0al|  bewiefen  werben,  unb  übet= 
bies  febctnf  bie  2lnwenbung  beo  ©aijeg  non  ben  fp^arifdben 
<po(i;gonen  bei  einem  an  jtcb  fo  einfad?en  @a<|e  einer  guten 
9)iet^obe  nid»f  geinü^  iu  fepn.  2lnbere  ^'eweife  ^aben  ge* 
geben  Sau(^p  (a.  a.  0.  Grelles  Journal  derMath.I. 

3.  S.  228.),  Diot^e  (Kastheirs  Archiv  für  die  ge- 
sammte  Naturlehrev  B.  IV.  S.  306.),  0tcinerilt 
Grelles  Journal.  I.  4.  S.  364.  35en  ^ier  mifget^eih 
fen  Seweio  für  ben  Sulec’fcben  unb  bcn  er(len  0a^  non 
Saudjp  ^abe  id?  juerft  in  Grelles  Journal.  II.  4. 

S.  367.  gegeben ; er  i|J  fobann  uHeber^oit  worben  in  bem 
Bulletin  des  Sciences  niathe'm.  par  Fe'russa  c.  Avril. 
1828.  p.  235. , unb  in  einer  21b^anb(ung »on  ©ergonnc 
in  ben  Annales  de  Maihe'matiqucs.  T.  XIX.  p»  333. 

2fn  biefer  2!b^aub(ung  l^af  ©ergonne  au(^  ben  jwei* 
ten  0Q^  bon  ©auebp  ouf  bie  obige  2Irt  bewiefen,ins 
bem  er  ben  bon  mir  cingefdjtagenenSöeg  weiter  berfolgte. 

9)1.  f.  aiK^  uo^  ilarfienis  i'c(}rbcgri|f.  “51)1.11.  2Ibrb.  1. 

0.  563.,  unb  Annales  de  Mathe'm.  T.  XV.  p.  157. 

2 “Die  2ln5a^)(  oder  ebenen  SBinfel  ouf  ber  Oberflo4>c 
eines  ^o(i)ebers  fe^  = W;  fo  ifi  immer 

"VV  = ÜK  , 

b.  'f).  bie  2Inja]^l  aller  ebenen  SSinfet  auf  ber  DberfTücbc 
eines  ^otpcbersiflbtr  boppeltcn  2Inja^l  ber  itanten  gleich, 
unb  foigli^  immer  eine  gerabe  3^1)1.  ©s  gtl)6rt  nämlich 
jebe  ivante  ju  jwei  ©eitenjlacben,  fo  ba^  offo  bie  2lnjal)t 
ber  ivanten  immer  l)alb  fo  gro^  ifl,  wie  bie  gefatnmte  2ln* 
jahtaßer  0eifen  ber  0citenfIächen,  alfo  oudt>  ^olb  fo  grof 
als  bie  2lnjal;l  ber  SBinfel. 

3.  Olimmt  man  ben  rechten  SBinfel  als  ©inf^eit  on;  fo 
ifl  bie  0umme  aller  ebenen  2Dinfel  auf  ber  Oberfläche  bes 
•ipolpcbers  = 4 (E  — 2).  ®ie  Seitenzahlen  ber  ein= 
jelneu  Seitenflächen  fepen  n,  n , n",  n"',  . , fo 
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finb  t){e  SGBinfctfummcö  bcr  cmjefnen  (Sßiets 

ccf.  3.)  2n  — 4,  2n'— 4,  2n^'— 4,  2n'^'— 4,  ...  . 
Solgtci^  t)ie  Summe  affet  SEBtnfel  ’ 

• 2(n  + n'  t n"  + n'"  + ....)  — 4S  ^ 

Qbet/  ba  ejf^nboc 

n + n + n"  + n"'  + ...  = W = 2K  ' 

i|i  (2.),  obige  Summe  = 4K  — 4S  = 4(K — S) 
=?4(E-^2)  (1.). 

4'.  2Birb  ein  ^oU^ebcr  »on  m SeUcttflÄdben  »on  gera= 
bet  unb  n ©eitenflai^en  »on  ungcrabcr  ©eifenjot)!  be^ 
granjf;  fo  ijl  n immer  eine  gcrabe  ©i«b  ndmlidb 

2ct f 2ct  / 2«  f IC./  + 1 / 2j/  + 1 / 2j^  + 1 / zc.  bie 
©eiten^o^leh  bet  einjetnen  ©cifen|Id(ben ; fo  i|T  offenbar 

W = 2 ( o + o'  + o"  4;  ...  + /+  y'  + y"  + • • • ) + *>  • 

®a  nun  (2.)  W immer  eine  gerabc  if^i  fp  i(t  eP 
n.  S)et  ©aij  gilt  aud;  / menn  m = o.  - 

5.  2)ic  2lnjal^t  ber  ©reiecfc,  Sßierecfe/  ^önftcfe/ 
u.  f.  TO.,  TOcldK  ein  ^ptpeber  begrdnjen,  fep  a,  b,  c,  d,...; 
fo,  ijl  offenbar  S = a + b4-c  + d + ...,  unb , 
W = 2K  ■=  3a  + 4b  + 5c  + 6d  + . . . . 2lber  (tX 
E + S = K + 2/ 2E  + 2S  = 2K  + 4,  ^l(p  . 

2E  +-  2a  + 2b  + 2c  4-  2d  .+  ..  . 

= 4 4-  3a  4-  4b  4-  5c  4-  6d  4-  , ' ; * 

2(E  — 2)  = 8 4-  2b  4;-  3c  4-  4d  4-, ^ ' 

foiglrdb  a + 2b  + 3c  + 4d  + ...  immer  eine  gerabe 
foTOienacbbemPbigenaud>3a  + 4b  + 3c  + 6d  + ....  S)ie,  > 
ijaibe  Summe  affet  ebenen  2BinfelijI=a+2b+3c+4d4^...  ‘ 
(3.),  immer  für  ben  re4)jen  SBInfel  a($  (£int;eit. 

' 6.  ©ei;  . . . 

b + 2c  4-  3d  4-  4e  4-  . . . = p ; . • • 

fo  t(l 

K = ^(3a  4-  4b  4-  5c  4-  6d  4-  ) (5.) 

= iCa  4-b4-c4-d4-...) 

+ 4(b  + 2c  4-  3d  4-  4a  4-  ...  ) = |S  4-  iP  •' 

®a  nun  ferner  E = K — S+2(l.);  fo,i(lE  = 

2 + + .^p.  2Ufo,  TOeil  p in  geTOijfen Raffen  iw<x 

=o , aber  nie  negativ  fepn  fann , immer  K > > 
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2 + ^S.  ©0  lebe  €rf<  »enigjitnö  bon  3 ebenen  ®{n* 

, fetn  gebitbet  wirb;  fo  i(l  W > 3E.  2lber  W= 2K  (2.). 
2llfo2K5  3E,  obecK^^E. 

7.  2l(fo2K^3S,  2k^3E.  ^berS  = k— E + 2, 
E=K  — S + 2(l.).  2I(fo  2k  ^ 3K  — 3E  + 6, 
2K>3K  — 33  + 6,  3E  > K +.6,  3S  > K + 6, 
K < 3 E “•  6/  K < 3 S 6. 

2Ufo  fann  man  K + 6 + «=3E,  k + 6 + /9=3S 
' fe^en.  J)a  nun  audb  K 4^  + yr  K ==  4S  +I J 
(6*)  ßefe^e  werben  fann;  fo  ifj 

iE  + y + 6+  » = 3E,4S+«+6+/»=3S; 

X . a + jr  ■!-  6 = f E,  ^ -J-  ^ + 6 = -JS  ; 

E = 4 + f(«  + r),  S = 4 + • 

Fann  webet  bie  ^njobt  bet  Scfen,  nodb  bet  ©ef* 
eenflÄcben,  in  einem  ^olpeber  < 4 fe^n.  ' S)a  K = 
E+S  — 2(l.)jfo  erbäif  man  iei^f 

K=  6 + J(«  +iJ  + ><+  3)  , 

nnb  bie  2fniabl  bet  Äanten  fann  alfo  nie  < 6 fepn.  S)le 
bteifeitige ^pramibe , inwe(dbetE=4,  S=4,K=6/ 
i|l  oifo  bet  Ä6tpet  mit  bet  getingften  ^ttnjabl  bon  Ccfen, 
0eitenflä4>en  unb  kanten.  < 

8.  ®aK  = 4E+y,  K =4S  + (J(7.>  S + E 
= K + 2 (1.)  ijl;  foi(lS  + E = 4E  + y + 2 = 
4S  + <y  + 2 , 2S  + 2E  = 3E  + 2y  +.  4 = 
3S  + 2(^  + 4,  2S=E  + 2y  + 4,  2E=S+2(J+4; 
2S  = CE  + 4)  + 2y,  2E  = (S  + 4)  + 2(^j  2S^ 
E + 4,  2E^S  + 4. 

9.  Sladb  bem  ©iaberisen  baBen  wir  atfo:  K->4iS/ 

E > K + 6<3E^  K + 3S^ 

E + 4<2S;  S + 4<2E.  S)ieö  giebt  foigenbe  :iobellc. 


8B(nn 

: 

fo  i|i  b«  1 
(Srö^e  I 

«dnü«  IStrtb  1 

9to{t«t  SBert^. 

e 

K 

4S 

3S  — 6 

o 

E 

. 2 + 4S 

2S  — 4 

K 

S 

2 + 

fK 

^ E 

2 4-  +K 

4K 

E 

S 

' 2 4-  4E 

2E  — 4 

K 

4E 

3E  — 6 
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« 

10.  ®lefe  ?otelTc  gletf  }u  folgende»  ©emetfuitgen 
Sßeranloffung.  , ' 

a)  Äeiit  Körper  fantt  7 tofett  l>aUn,  toeCr,  für 
K = 7 , S jwifc^jen  tie  ©ranjen  2 + V , b.  f.  4^, 
44,  faHmmö^te/  jjvifctifn  benen  feine  ganje  3<»^niegett 

. fonn. 

b)  ^ein  .Körper  fann  bon  taufet  fot(^)ett  5^8«^*»  ftn» 
gefcbtojfen  werben,  bie  me^r  ata  5 ©elfen  ^oben.  J^äften 
nimli^  olle  ©eifenfti^en  me^r  otei  5 ©eifen,  fo  wäre 
offenbar  6 S,_2k>6S  (2.),  K ^ 3S,  ba  ,bo(^ 

' nach  bet  abette  K < 3 S — 6 , olfo  immer  < 3 S i|f. 

c)  ©0  giebf  feinen  .Körper,  beffen  ©rfen  olle  bon  6 
ober  mel)rern  ebenen  SBinfeln  gebilbet  würben.  SBöre  bie$ 
nimli^?  ber^aH;  fo  würe  W ^ 6E,  2K  > 6E  (2.), 
K 5 3E,  bo  bo4>  no4>  ber  *iobelle  K < 3E  — 6,  otfo 
immer  <3Eifl. 

d)  2Iucb  ergiebf  ftdb  l^ieronö  fofgenbe  ^obefle  für  bie 
möglichen  edfigen  Körper. 


Mn^ahl  bet  | 

92amen  bec  Jtf tper. 

©eiten: 

fidtbtn. 

(Sef  en. 

Jtanten. 

4 

4 

f> 

Tetraedrum  tetragonum 

5 

8 

Pentaedrum  pentagonum 

O 

6 

9 

hexagonum 

3 

9 

Hexaedrum  pentagonum 

6 

10 

— — — hexagonum 

■«  o 

7 

11 

— — — heptagomim 

8 

12 

— — — octogonum 

6 

11 

Heptaedrum  hexagonum 

7 

12 

— — — heptagonum 

7 

8 

13 

— — — octogonum 

9 

14 

— — — enneagonum 

10 

15 

— — — decagonum 

6 

12 

Octaedrum  hexagonum 

7 

13 

— — — heptagonum 

8 

14 

— — octogonum 

8 

9 

15 

— — — enneagonum 

10 

16 

— _ _ decagonum 

It 

17 

— — ■ — endecagonum 

12 

18 

— — — dodecagoniim 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

©.  Karflena  Sebrbegriff.  II.  1.  ©.  569. 
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. - 11.  n>f|(^>«  öon  faufer  ^rekrfen 

unb  bercn  ^Scfen  ade  cnfweber  von  fünf  obcr:fecb8  ebcnVn 
SSJinfetn  ^ebübef  »erben,  ^aben  .ipun?r  12  €rfen  ber  er(lcn 
^rf.‘  ®tc  2Inja^(  ber  Ccfcri  ber  cr(Tcn‘2Irt  fc9  = V,  tie  bcf 
jweiten  = VI  j fo  j(!  E ==  V + VI , W = 5.  V + 6 . VI 
^=  2k(2.).  3I(fo  6.V  + 6.VI  — 6E,  5.'v  + 6,VI 
= 2k,  V = 6E  — 2K.  35a  nun  ade  @eifenfla(^en 
S>reiecfe  finb;  fo  i|!  W = 3S  = 2k  (2.),  E + S = 
K + 2 (1.),  2E  + 2S  = 2K  + 4,  2E  + 2S  = 
3S.f.4,  2E=S  + 4,  6E  = 3S  + 12,  V = 
•.3&+ 12  — 3S  = 12. 

.STucbi’ft  5.V  + 6.VI=2k,  5.V  + 5.VI=:5E, 
VI  = 2K  — 5E  = 3S  — 5E.  2Ibcr2Ez=S -f- *5^. 
5E=:4S  + 1Ü,  VI  = 4S  — 10,  unbE=V+VI 
= 1.8  — 10+12  = ^3  + 2,  qiicbE  = VI  + 12... 

12.  (£in  ^of^ebec  »erbe  »tcbcr  ton- a ©reiecfen, 
b Sßierecfen,  c Jnnfecfen,  u.  f.  f.  eingef(^)to(fen.  95Jerbet\ 
bie  €^en  je  j»ei  mif  einanbcr  »erbnpbep ; fo  Ijf  bie  2Inja^t 

ber  S^erblnbungelinien  offenbar  =+  2Bid  man 

' bie  21njaf)l  ber  ®iagona(en  D ^aben ; fo  muf  man  j)ier»on^ 
bie  ^Injai)!  ber  itanfen  unb  ber  diagonalen  ber  ©eiten* 
pcben  abjie^en.  dies  giebt  (^ielerf.  2.)  ' 

D = — K — |2b  + 5c  + 9d  + ...  I . 

ber  jlörper  »on  lauter  dreiecfcn  cingefdbtojfen ; fo  ijf 
,b=;=:c=d  = .. . = o.  2l(fo 

'•  T^  _ E(E-l)  „ EfE-1)  - 5K 
D = _ K _ . 

daE=K— S + 2 ijl(  1.);  fo  ift  auch 

D ^ (K-eS+JlKK-S+l)  _ J,  _ ,a  + 5c  + ...|. 

^an  fann  au(b  fe^en 

D = _ K + J(3a  ^ 4b  + 5o  + ,..) 

+3^a  + 4».b4-5^.c  + ...) 

_ ECE-O  ^ 2K  — ^(3’.a  + 4’.b+3*.c+...)  , 

iC 

ba  2K=3a  +4b  + 5c  + .,..  i|?  (5.).  dies  giebt  aud> 

E(E  — 1)  + 4K— 2D  = 3i.a  + 4»  b + 5» . c + 6>  . d + . ..  , 
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s _ 

tvQvauä  folgt/  ba0  bag  (entere  2Iggregat  imni<r  ein«  gerabe 
3o^lijl.  2Uf0i(l  g«4?  3^ .a -f- 5*  .c  + 7?.e  + ...  immer 
eine  gerabe  3^1)1.  ' ' , ■ 

13,  SßJtcbfig  unb  interejfqttt  ijl  auch  noch  bie  ^^’^ge/ 
wie  j)ie(e  ©tücfe  eines  ^olijcbers  gegeben  fei;n  muffen, 
wenn  baffetbe  »öHig  beftimmt  fei;n  fod.  Sep  eine  ©eitciu 
Pebe  ein  neef,  fo  (inb  5u  beren  SSeffimmung  2n  — 3 
0tiicfe  iwf^ig  (Sßieteef.  8.).  Slu^cr^jfb  biefes  neefs 
liegen  E — n Sefen  bcs  ^olpebers.  3“*^  23'efiitTimung 
ber  Sage  eines  fünftes  im  Dlauine  finb  aber  immer 
3 ©tücfe , j.  S.  feine  brei  Soorbinaten  in  23cjug  auf  ein  , : 
gewiffes  ©i;flem,  n6tf)ig,  weld?es  3 (E  — n)  + 2n  — 3 
3E  — n — 3 Sefiimmungsffucfe  giebf.  ©iefe  2lnjof)l  ifl 
ober  ju  gre^.'  85e,^etcbnet  man  n^mlicb  bie  ©eiten5ai)len 
ber  übrigen  ©eitenfiacben  bureb  n,  n",  n"',  ....;  jb 
liegen  immer  n',  n",  n'"  ....  Seien  bcs  ^ofnebecs  nt 
einer  ^bene.  3)ie  Sage  einer  ßbene  wirb  aber  bureb 
3 5>unfte  befiimmt,  unb,  wenn  alfo  bie  Sage  bes  nVrfs. 
j.  e i n m a l bureb  3 fünfte  bejfimmt  i)l ; fo  braucht  man 
jnrS3e|fimmung  ber  übrigen  n' — 3 fünfte  inbiefer  Sbene. 
nur  nod»  2(n'  — 3),Öe|!immungs|lü(fe.  Oben  reebne? 
ten  wir  3(n' — 3)  ^3effimmungeftücfe  für  biefe  i/  — 3 
fünfte,  alfo  n'  — 3 ju  nict,  welches  für  aQc  übrigen 
©eitenfladben  mit  n",  n"/  ©eiten  eben  fo  gilt,  ^olg* 
lid?  mu0  bie  ©umme  (n'  — 3)  + (n"  — 3)  + (n"' — 3) 

+ ...  üon  bem  obigen  3E — n— 3 abgejogen  werben, 

/Die  ©umme  biefer  Dvei^e  ijf  = n'  + n"  + n'"  + . . , . 

3 (S— + n *f" n — 3(S  — 1) 

— W— n — 3(8  — 1 ):;=2K^n  — 3(S  — l) 

(2.).  2ilfo  bie  2lnjabl  ber  nötbigen  23e(iimmnng|fücfe 
= 3E  — n — 3,—  2K  + n + 3(S  — l;  = 

3(E  + s)— 2K— 6=3(K  + 2)— 2k  — 6C1.)  = K, 
b.  1).  bie  Slnjabl  ber  nötbigen  Sßejtimmungsfiücfe  eines 
^olijebers  ifl  immer  ber  2lnjai)l  feiner  ifanten  gleich,  wo» 
raus  man  aber  nicht  etwa  fcblie^en  barf,  bap  bur(h  jebe  K 
©tücfe  ein  ^ol^eber  »ollig  beflimmt  werbe,  inbem  ja  bann 
}.  S.  jebes  ^risma  btird?  feine  .Kanten  »6Hig  beflimmt 
fe^n  müßte,  welche«  offenbar  nicht  ber  gaH  ifl,  bo  man 
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fa  unter  23el6el^a(tung  ter  @runbf!ä(^)e  burcp  nerf(^>febene 
(Neigung  bcr  ©eitenfanten  mit  benfelben  i^onfen  fe^r  »er* 
fcbiebene  ^rißmen  ronffruiren  fann.  ®er  ©inn  unferß 
©ajjfß  i|lalletn  ber,  baß  bie  2Ihja^l  ber  nbH^igen  Sefüm* 
mungßßucfe  eben  fo  groß  iß  wie  bie  2Injof>t  ber  kanten, 
wobei  cß  nun  aber  weiter  auf  bie  richtige  ^lußwa^l  ber  nb* 
thiflcn  Seßimmungßßiicfe  anfommen  würbe. 

II.  Sßerglett^ung  t>cr  ^olpeber  mit  cim 
ont)cr  tm  2ülgcmcincn. 

14.  2(n  25ejug  auf  bie  95ergfei^ung  jweier  ^ofpeber 
mit  einanber  ßnb  »ier  2lrten  benfbar. 

a)  ^ol^eber  heißen  einanber  gteißj,  ober  nadb  2e» 
genbre  (a.  a.  O.  p.  276.)  üquiüatent/  wenn  ßc 
g(eiß;>e  fbrperiidbe  0vüume  einfi^iießen. 

b)  Congruente,  ober  na^>  2egenbre  (a.  a.  0.) 
gteidße,  ^oii;eber  ßnb  fot(be / welche  ßch  fo  in  einanber 
legen  (aßen/  baß  ße  nur  ein  einßgeß  ^olpeber  berfetben  (9r( 
bUben/  unb  ihre  Oberßücpen  ß^  alfo^vbQig  beden. 

eher  bießr  tSrt  ßnb  a(fo  vbflig  in  einerlei  Orbnung 
non  (auter  congruenten  unb  gleich  gegen  einanber  geneigten 
©eitenßü^en  eingeßhloflen.  Sßach  ©uclib  (XI.  Def. 
10.)  ßnb  glei^  unb  dbnli(be/  alfo  congruentc;  <polpeber 
foldhe  / welche  bon  glei^  unb  ähnlichen  (Ebenen  in  gleiß^er 
2ln}ahl  eingefchloßen  ßnb.  ^IJlag  biefe  Srflärung  nun  bon 
(Euclib  felbß,  ober,  wel^eß  wahrßheinlichet  iß,  bon 
einem  unwißenben  .^eraußgeber  herrühren ; fo  iß  ße  bodh 
in  boppelter  Diücfßcht  }u  fabeln , inbem  a)  fogleich  in  bie 
21ugen  füllt/  baß  ße  eigentlich  einen  2ehrfa^  enthält,  wel* 
(her  bewiefen  werben  muß,  wie  auch  ßhon  ältere  J^erauß^ 
geber  gefühlt  hohen.  Slabiuß  j.  23.  fügt  biefer  3)eßni« 
tion  eine  (Erläuterung  bei,  bie,  mit  quod  anfangenb,  mit 
quareetc.  enbigenb,  ganj  bie  §orm  eineß  23eweifeß  hat* 
!92an  fbnnte  hier  anführen , baß  fa  (Euclib  im  erßen 
23uche  bie  Q^ongruenj  jweier  S)reiede  auß  0(eidhhei(  her 
brei  ©eiten  ou^  olß  einen  2ehrfah  aufßettt  unb  bcweifet. 

/?)  ferner  iß  aber  ju  bemerfen,  baß  ber  in  obiger  (Erflä* 

♦ ‘ 
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rung  entl^alfen;  @a^/  t»«nigf!en$  fo  allgemein  audgefpro* 
dt>en,  ein  falfc^ec  ©0^  1(1,  n>el4>eg  fogleict»  cr^eHef,  wenn 
man  ftcb  ober « unb  unterl)a(b  ein  unb  berfelben  0eitenflä4:>e 
einep  ^olpeberes  ein  unb  biefelbe  ^pramibe  bef4)rieben 
benff,' wobur4>  man , wenn  man  bie  erfle  ^pramibe  alö 
}u  bem  ^olpebec  abbirt/  bie  {weite  ate!  bauen  fubtra^ict 
anfie^t,  {wei  ^olpebec  mit  benfelben  ©eitenflüct^en ' er^ält^ 
we(4;e  o^enbar  ni^t  congruent.  S>em  @ei(te  bec  ^(e* 
mente  bee  (Suclibee  ifl  ee$  inbe^  gan{  gemä^,  nuc 
^olpeber  mit  lautet  ausswdtt«  gc^enben  Äbrperwinfeln, 
conuejre  ^ol^eber,  {u  betrauten,  unb  ee  wirb  f?ct>  alfo 
fragen  / ob  uieQeici^t  ber  in  bet  obigen  Srflürun^  enthaltene 
©a§  unter  bet  (SinfijrSnfung  auf  conuepe  ^olpebet  richtig 
ijl/  welche  §rage  in  III.  beantwortet  werben  wirb.  9io» 
Bert  ©imfon  lä^t  bie  SrfUirung  in  feiner  Bearbeitung 
ber  Elemente  gan{  weg , unb  fügt  einige  (Erläuterungen 
bei , bie  ben  obigen  f*«b.  3”  franjbfif^en 

Ueberfe^ung  beö  ©imfonfehen  (Enclibeg  uon  «brich 
eajlillon  (Berlin.  1767.  8.)  ijl  bei  genannter  (ErflcU 
rung  nur  bemerft:  omise. 

c)@pmmetrtfdhe  ^olpebet  flnbfolche,  welche  über 
einer  gemeinfihaftlichen  ©runbflä^^e  auf  beiben  ©eiten  ber> 
felben  fo  liegen , ba§  bie  ©pi^en  ihrer  in  gleicher  2In{ah( 
uorhanbenen  fbrperli^en  fSlinfel  je  {wei  in  ein  unb  berfel* 
ben  auf  bet  gemeinfch'aftli^en  0runbp4>«  fenfrechten  Sinie 
in  gleichen  (Entfernungen  uon  bet  ©runbjWche  auf  beiben 
©eiten  berfelben  liegen,  ^af  biefe  (Erflärung  {Ich  leidhc 
noch  einigermaßen  erweitern  ließe,  unb  bie  Bebingung 
einer  gemeinfdhaftlithen  ©runbpä4>e  nur  grißeret  ©infa4>» 
heit  wegen  eingeführt  worben , füllt  in  bie  ^ugen.  IDaf 
fpmmettifche^olpebet  wegen  ber  umgefehrten  Dtbnung,  in 
ber  ihre  ein{elnen,  wenn  auch  gleichen,  “theile  liegen,  ni^)t 
{ur  ^eefung  gebraut  werben  fünnen,  alfo  nicht  congruent, 
fonbern  nur  glei^  ßnb,  erhellet  lei4?t.  ©nclib  h^t  biea 
fen  Unterfhieb  überfehen,  unb  iß  beßhalb,  befonberPXT. 
28.,  in  fehler  perfaßen.  S)er  Begriff  ber  ©pmmetrie  iß 
uon  ben  ftan{ößfchen  ©eometern,  befonbero  pon  Xegenbre, 
in  bie  ©eometrie  eingeführt.  P.  b.  2Irt.^  ©pmmetrie* 
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d)  ?!e]^nUd^e  ^otijebec  fint»  nnd^  €uflfb  (XI. 
Def.  9.)  fo(d>e,  wcfdje  »on  einer  gteicben  ^Insal^l  d^nlicbec 
§iguren  eIngefcbtojTcn  werben;  eine  (Srflärung,  oufwrtd»« 
biefelben  Q)emerfungen  wie  in^b)  onwenb&ac  ftnb.  0t 
b e r f © i m f 0 n erf förf  bo^er  äbnli^e  ^ol^eber  o(e!  folcbe, 
beren  förperlidbe  SBinfei  in  ber  Orbnnng,  wie  fic  auf  ein* 
anber  folgen/  gleich  ftnb/  unb  welche  non  gleich  vielen  äl)n- 
li^jen  giguren  eingej^loflen  werben,  ^nbeß  fi^cint  biefe 
(Srflärung  einige  überflüffige  Sebingungen  ju  enthalten/ 
»el4?es  nÄhfc  5u  erbrfern  ht«f  ber  Üvauni  fehlt  Segens 
bre  (a.  a.  O.  p.  163. 164.)  giebf  baf)er  folgenbe  (Srfläs 
rung:  breierfige  tppromiben  ftnb  ähnlich/»  wenn  ftc 

5wei  ähnliche/  ähnlich  gelegene/  unb  gleich  gegen  einanbec 
geneigte  ©eitenfiächen  htihen.  ^otpeber  f]nb  ähnlid)/ 
wenn  fle  jwei  ähnliche  ©runbfiächen  haben/  unb  bic  au^evs 
halb  berfelben  liegenben  ©cfen  burdh  ähnliche  unb  ähnlich 
liegenbc  breifcitige  ^hramiben  befiimmf  werben.  Obgleich 
manche  neuere  ©(hriftfießer/  j.  93.  itramp  (Elemens 
de  Gfk)tn.  Colqgne.  .1806.  p.  270.  276.)  hiervon  ab; 
wcichenbe  ©eftnitionen  geben;  fo  werben  wir  in  tiefem. 
Slrtifel  boch  Segen  bre  folgen/  weil  bic  von  ihm  gegebene 
©rflärungnomentlid)  vorher  von  ©uclib  unb  0\.  ©im? 
fon  gegebenen,  ben  widhtigen  ICorjug  hat,  ta^  aus  ihr' 
foglei^  bie  SJtöglichfcit  ähnlicher  9Ji;ramiben  unb  ^ol^cber 
echtßft 

; 

III.  Congruente  §>olt;ct)cr. 

15.  ©ic^cogC/  ob  ber  in  (Suclibö  ©effnition  con;,’ 
gruenter  tpoltjeber  endjaltene  Sehrfaij : ipolpeber  finb  cons” 
gruenf/  b.  h.  fbnnen  fld?  beefen,  wenn  fte  von  lauter  coits 
gruenten  ^tgtic^n  in  gleicher  IHufcinanberfolgeeingefchloffeti 
werben,  unter  ber  iöebingung,  ba^  beibe  ^'ol^eber  convep' 
finb,  richtig  ifl  (14.  b.),  ift  von  ©au^h  bur^  einen 
fehr  ftnnrei^en  Seweis  biefes  ©aftes,  welchen  wir  hiev 
mittheilen,  bejahenb  beantwortet  werben. 

16.  ©inb  in  jwei  fphärifchen  SDreieefen  iwei  ©eiten 
unb  ber  cingefhloffene  2ßinfel  gleid>;  fo  finb  auch  bie  öbrU 
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9«n  ©fucfc  greicft.  .©ei)  (Fip.  120.)  A =±  A','  AC== 
A'C',  AB  = A'ß';  dJlan  fattc  von  C,  C'  auf  ABD, 
A'ß'D'fcte  ^erpen&ifdCE,  C'E',  »on  E,  E' auf  AD, 
BD,  A'D',  B'D' Die  ^VrpenfcifetEF,  EG,  E'F',  E'G', 
unbiie^e  CF,  CG,  C'F', 'C'G\  tvefd)e  ouc^  auf  AD, 
DD,  A^D',  B'D'  fenfredbü  fepn  »erben;  fo  Up  fid)  Icidbf 
au«  ber  Sööraußfeljung  jeigen,  bag  z/CFE  ^ ^C'F'E'  i||, 
»orau«  CE  =r  C'E',  FE  = F'E'.  3luc&  ifl  flar,  ba^, 
»egen  ber  gletdjen  SSogen  AC,  A'C',  FD  = F'D'  i|E 
3Ufo  ^FDE  ^ ^F'D'E',  unb  fo(gtid)  ED  = E'D', 

EDF  = .til  E'D'F',  ■»oran«,  ba,  wegen  ber  gleidjen 
^ogen  AB,  A'ß',  au*  ^ ADB  = ^ A'D'B'  i|T,  Iei'*t 
^EDG  ^E'D'G',  JEDG^  4/E'D'G',-'EG  = E'G', 
^CEG  ^ ^C'E'G',  .^I.CGE  = ^ C'G'E',  b.  t.  B 
= B'  folge  ©ur*  eine  S^nii^e  Sonflrucfion , inbein 
man  »on  B,  B'  «perpenbifet  auf  CAD,  C'A'D'  fdOf, 
jelgt  man,  ba^  C :=  C'.  X)a  weg^n  ber  Songruenj  ber 
Sreieefe  CEG,  C'E'G'  du*  CG  = C'G'  ifl;  fo  ift  au*. 
BC  =r  B'C'.  5)iefer  ©a^  i(l  in  »ielen  2e^rbu*frn  bur* 
ba«  ^rindp  ber  3!)ecfung  bewiefen,  wel*e«  aber  nur  jit= 
lafflg  fepn  wilrbe,  wenn  bie  glei*en  ©tücfe  in  beiben  Dreß 
eefen  gonj  in  einerlei  Orbnung  lägen.  Sr  liegt  ben  folgen^ 
ben  Untcrfu*uhgen  jum©runbe,  unb  mti^te  halber  ^iec 
borau6gef*icft  werben. 

1 9)iit  J^ülfe  biefeö  ©a^e«  laffen  jT*  folgeube  ©ä^e 
gan5  eben  fo  wie  bie  enffpre*enbcn  ©ä^c  bei  ebenen  ®rcU 
eefen  beweifen : 1)  3m  gleid;f*enflü*en  fp^är.  ®reiecfe 
finb  bie  SBinf^l  an  ber  ©runblinie  glei*,  unb  umgefebrt. 

2)  S)er  grö^ern  ©eite  flcbf  ber  gr6j)ere  2Binfel  gegenüber, 
unb  umgefebrt.  3)  ©inb  in  jwei  fpl)är.  35reiecfen  jirel 
©eiten  gleich,  bie  eingefd)loffenen  SBinfel  aber  ungleid;;  ' 
fo  jfebt  bem  großem  Sßinfel  eine  größere  ©eite  gegenüber, 
unb  umgefebrt. 

18.  SGBic  werben  nun  ollgemein  unterfu*en,  ob' 
mit  benfelben  ©eitenflä*en  eine«  connejen  ^olpeber«  in 
berfelben  2Iufeinanberfolge , inbem  man  ihnen  »erf*iebene 
Steigungen  giebf,  ein  pon  jenem  perf*iebene«  ^'iolpeber 
bef*rieben  werben  fann.  breifeitige  f6rperli*e  Sefen 
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ftnb  cöttgruittt/  ttttmffe  bon  gtelc|>en  cbttten  SSBinWtt  in 
einerUi  Ortmung  dngefcfeloffen  werben/  woüonman  ftcb  fo* 
gleich  überieiigf/  wenn  man  ficb  bie  beiben  (Scfen  mit  ein 
^aar  gteicben  d^nti^  (iegenben  ©eifenfläcben  ouf  einanbet 
gelegt/  unb  mit  ben  anbern  ©eitenfidcben  Äegel|iä(^>en  be* 
fcbrieben  benff/  weldbe  fo  wie  i^re  ©urdbf^nifteilinien/ 
olfo  au4>  bie  beiben  gcfen,  offenbar  becfen  werben,  ©o* 
]()er  braudbf  man  bei  angebeutefer  Unterfud()ung  nur  ^ol^* 
eher  jubetrodbten/  beibenen  feine  (Ecfe  weniger  alönierfeitig 
f(f/  inbem  bie  Sßeränberung  ber  Steigung  ber  ©eitenffd^jen 
nur  auf  ben  ^^eil  beo  ^olpeberef  Cinfiuß  f>aben  fann/  wel* 
4>en  man  erl^dlf/  wenn  man  fi4)  nadb  unb  na^  g^e  breifeis 
(igen  (Ecfen  obgefct)nitfen  benfn  J^iernd4>f^  fotgenbe 
©d^e  »orldujig  ju  beweifen. 

19.  2Benn  fit  einem  fpl^drif(^en  93ielecfe  ABCDEF 
(Fig.  121.)  aße  ©eiten  bi«  auf  eine/  AF,  gegeben  ftnb/ 
unb  man  (dft  einen  ber/  ber  ©eite  AF  ni4)t  onliegenben/ 
SGßinfelfi(^  uerdnbern/  inbem  aße  übrigen  ^infel  unges 
Änbert  bleiben;  fo  nimmt  AF  mit  bem  uerdnberten  SGBinfel 
glei^jeitig  ju  unb  ab , wenn  ba«  ipolpgon  immer  conoe; 
bleibt,  ^erdnbert  ftcb/  inbem  aße«  Uebrige  ungednbert 
bleibt/  {.  S5.  ber  SBinfel  ABC;  fo  bleibt;  ba  fonff 
£Bi4)t«  dnbert/  au(b  BF  offenbar  ungednbert/  ber^infet 
ABF  nimmt  aber  mit  ABC  glei^jeitig  ju  unb  ab , alfo 
im  ©reiecf  ABF/  wo  auc^>  AB  ungednbert  bleibt/  au^ 
bie  ©eite  AF  (17.  3.).  SSerdnbert  irgenb  ein  an» 
berer  ÜBinfet  CDE;  fo  bleiben  AD/  FD  ungednbert/  ba 
aße«  Uebrige  ungednbert  bleibt/  ber  SBinfel  ADF,  unb 
folgli(^  (17.  3.)  au4>  AF  / nimmt  aber  mit  CDE  gleich» 
- ieitig  ju  unb  ab.  ®af  ber  ©a^  nur  gilt/  wenn  ba«  ^o* 
Ipgon  immer  conoep  bleibt/  fdßt  leicht  in  bie  2lugen.  S)enft 
man  f?4>  ndmli(h  j.  25.  ben  SBinfelFEDfo  lange  oerminbert/ 
bi«  ber  ^unft  F in  bie  diagonale  AE  fdßt;  fo  erheßef 
au«  bem  93origen/  ba^  fidb  bonn  auch  AF  immer  gleich» 
jeitig  uerminbert.  2dft  man  aber  ben  SBinfel  FED  nodh 
weiter  abnehmen/  wo  bann  ba«  Sßielecf  bei  F einen  ein» 
fpringenben  2Binfel  er^dlt;  fo  ifi  flar  / bap  auf  ber  onbern 
©eite  ber  S)iagonole  AF  eben  fo  wiebec  junehmen  wirb/ 
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n>ie  ti  t)or^fr  abgeaommen  ^af.  ütel^meR  mehrere  bee 

Olt  AF  liegenben  SEBinfet  ju,  ober  suflfetdb  ob; 

foijlouö  bem  SDorigen  floc,  bo0  butcb  biefeo  mcbrfacbe 
3« » ober  5Ibne^mett  oudb  eine  me^rfa^c  3« » ober  2lb= 
no^me  »on  AF  l)ert)orgebro(i>r  werben  wirb,  wenn  nur 
bo5  ^oi^gon  immer  conoe;  bleibt. 

20.  3n  einem  conoeyen  fp^ärifdb«»  ^olpgon  bon  mel^ 
olgbrei,  j.  25.  n,  ©eiten,  beflen  ©eiten  conjlont  bleU 
ben,  inbem  fiep  bie  SBinfel  änbern,  bejeiebne  man  ade 
größer  geworbenen  2Binfel  bureb  + , alle  fleiner  gewor* 
benen  bur(^i  — , bie  ungeänbert  gebliebenen  SBinfel  bnge* 
gen  bur4>  fein  Beidben;  fo  muffen  in  ber  Öveibe  biefer  3ei* 
^en  immer  wenigfteng  vier  3fi^tnwe4>fel  borfommen. 

1)  SHott  benfe  (i4>  irgenb  eine  ©eite  beg  ^otpgong ; ' 

fo  fleben  berfelben  n — 2 SÖ3infel  gegenüber.  .Jütten  (i<b, 
inbem  biellei<bt  einige  ungeänbert  geblieben  waren,  biefe 
n — 2 fSJinf  el  bloß  bermebrt,  ober  bloß  berminbert ; fo  mü^tc 
ou4i  jene  ©eite  größer  ober  fleiner  geworben  fepn  (19.), 
ba  bo^  bie  ©eiten  ronffant  bleiben  foQen.  2llfo  fbnnen 
ni(bt  lauter  + , ober  louter  — Reichen , fonbern  + unb  - 
— 3ei(ptn,  b.  i.  eg  müffen  wenigfteng  jwei  3«ict^«nwec(>fel 
borbmmen.  f' 

2)  .Zürnen  nun  (Fig.  122.)  blo^  jwei  3<i4>tnwedbfel 
bor,  fo  benfe  man  ficb  in  bem  urfprünglicben  unoerän« 
berten  ^olpgon  burep  }wei  wiUfü^rlicpe,  in  beiben  '^oli;: 
gonen  ober  glei^j  gelegene,  fünfte  a,  /3  in  AB,  FE  ben 
Sogen  eineg  grbften  .Kreifeget/i  gelegt;  fo  mü0te,  bo  bie  ber 
c/? gegenüber  liegenben  SEBinfel  im  ^ol^gon  «AHGF/?  nur 
}ugenommen,  bie  ber  aß  gegenüber  liegenben  fH^infel  im 
^olpgon  «BCDE/9  nur  obgenommen  ^oben,  aß  f[(^  jus 
glei(p  bergrößert  önb  berminbert  ^oben  (19.),  wel(^)eg 
jufammen  nid^t  fiatt  ftnben  fann. 

3)  (Eben  fo  wenig  fönnen  blo^  brei  Dlei^en  bon  3*i» 

dben  borfommen,  weil  bie  erfie  unb  britte  Dvei^e  immer 
oug  gleidb^n  befleißen , fi^^  bal)er  an  einanber  an« 

fcblitßrn,  unb  ba^er  bo^i  eigentli^l  nur  (wei  Bti4>tnrei^en, 
unb  a»bei  3ei4>«n>be4>f«f  würben. 
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4)  ^Kfo  weni<5f!en«  »icr  ^fi^enwec^jfet  gf6«n. 

21.  S5cfd)reibcf  man  auei  ber  0pi<5e  einer  conöepcn 
f6rpcrlid}en  (Sefe  »on  niebr  alö  brel  ©eiten  mit  mil(fubr= 
lid)om  Svabius  eine  iviiflcl;  fo  umfitiie^t  bi?  (£cfe  ein 
rifd)cg  roimepc6  ^''olp^en,  non  bcffeii  ©eiten  bie  Sefe  ein= 
fcbliegenten  SLöinfel  gemeffen  werben,  unb  beffen  Sßinfet 
ben  5ldd)enwiufeln  ber  Sefe  gfeid?  finb.  2Ufo  ij^  bervörige 
©alj  unmittelbar  auf  conreye  f6rperlic^e  (£cfen  non  me^r 
al0  brei  ©eiten  anwenbbar. 

22.  Sflun  (ä0t  f(d)  beweifen , bafi  burd?  35eranberim^ 
ber  Sfleignngen  ber  ©eirenfldcben  eines  ronnejfcn  ^olpeberS 
mit  lauter  mebr  als  breifeitigen  f6rper(id;en  Cefen  (18.), 
wenn  nur  bie  ©citenfld(icn  felb)l  ungednberf  bleibt,  unb 
aud)  ihre  Dehnung  feine  Sßerdnbernng  erleibet,  fein  non 
bem  gegebenen  nerfd?iebcnes  connepes  ^olpeber  erjeugf 
werben  fanm 

1)  12111  e O^cigimgSwInfrt  ber  ©eitenflddben  folieri 
eine  2lertberung  erlitten  Ijaben.  S)ie  2lnjal)l  oller  3eid)en= 
wecbfel  bei  allen  Sefen  beS  ^olpebers  fep  = n;  fo  ijf,  bd 
bei  feiner  (£cfe  weniger  als  4 borfommetf 

fonnen  (21.),  ii  5 4E. 

5Dcnfe  man  fict>  nun  bie  ^eidben  ouf  bie  itanfen  bed 
^otpebers,  alfo  aueb  auf -bie  ©eiten  ber  ©eiten  flddbett 
gefefjt;  fo  fann  matt  Ibre  '^lufeinanberfolge  fowohl  ouf  ben 
j^anten  rings  btcuni/  welches  eigentlid)  blop  bi^rbtt  ge= 
hört  (21.),  als  auch  rings  um  bie  einjelnen  ©eitenffdeben 
herum  betrauten,  3wei  auf  einanber  folgenbe  jtantert 
einer  Sefe  geboren  immer  ju  einer,  unb,  auf  bie  2liifs 
etnanberfo  Igc  berfelben  gefeben,  nur  ju  einer  ©eu 
’tenfldcbe  bes  ^olpebers,  unb  es  erbetief,  ba  alle  9lieigungs= 
winfel  fid)  gelnbert  hoben,  alfo  jebe  Äante  mit  einem 
geilen  »erfeben  i|t,  leid)t,  ba^  jebem  ^eidJfnwecbfel  ober 
jeber  auf  ben  j^anten  auch  ein  ^tidjenwedjfet 

ober  eine  ^ti^btnfotge  auf  ben  ©eitenflddhen  entfpricht  / bie 
21n5abl  ber  3tid>enwed>fel  auf  ben  Planten  alfo  immer  ber 
3Injabl  ber  ^eichenwed^fel  auf  ben  ©eitenflddhen  gleich  fet;n 
mu^;  biefe  folgli^  ftott  jener  gefegt  werben  fonn. 
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. größte  ber  3<?4>tnwed[>fel  auf  ben  ©eiten 
einer  ebenen  Siguf  f^^ft  / wenn  ntan  bie  3<i4)en 

immer  abwei^feln  läßt.  3lenncbbem  bie  5*Snt  2 m ober 
2 m + 1 «Seifen  ^af,  iß  bie  goige  ber  3«i^en: 

; , (1)  (2)  (3)  (4)  (5)  (6) (2m-l)  (2m) 

— + — 4-  — + — +»'j  . 

+ + — » 

Ober 

(1)  (2)  (3)  (4)  (5)  (6) (2m-l)  (2m)  (2m  + l) 

— +—+—  + - + 

+ ” + — 4*  — + — +.  ’ 

. ®enft  man  ß<b  )'ebe  biefer  Dfei^en  in  einen  i^reio  ge* 

I fcbrieben;  fo  iß  fiar,  baß  man  in  i'ebem  §a(le  2 m gei* 
<ben»e(bfe(  er^lf,  bie  ©eifenja^t  mag  gerabe  ober  unge* 
rabe  fepn , ates  größte  2lnja^(  bet  3ei<^)enn)e^fe^.  SÖJirb 
nun  bo«  ^olpeber  »on  a ©reiecfen,  bSÖiererfen,  cgünf*  , 
erfen,  u.  f.  f.  eingeßbtoßen ; fo  iß  alfo  bie  2Inja^t  ber 
3ei4)emre(bfel  auf  jeber  21rt  »on  Figuren  überhaupt 

^ 6d,  6tc*  f ' 

SIber  (5.) 

2K  = 3a  4-  4b  + 5c  4-  6d  + 7e  + ...  , 

S =3  a 4*  'I>4*  ®4"  d4"C4“***t 

4E  = 4K  — 4S  4-  8 (1.) 

— ^4“  4*  4b  4“  5c  4“  5*^  4"  4“ 

3I(fo  offenbar  n < 4E  — 8,  ober  immer  n < 4R,  ba 
bo(^  no4>  bem  Obigen  n > 4E  jcpn  muß.  Solgiidb  iß  bie 
angenommene  ^eränberung  aller  üieigungominfel  ber 
©eitenßdcben  unferg  ^olpebers  unßatt^aft. 

2)  .^aben  nicht  alle  Öieigungöminfel  ber  ©eiten* 
ßicben  eine  QSerönberung  erlitten ; fo  nehme  man  auf  bie  ' 
Äanten,  an  melden  ß(^  bie  Öieigunggwinfel  nicht  geön* 
berf  hoben,  gar  feine  0iucfti(bt/  roobur^  man  ein  ^otp* 
eber  erhält,  bas  ni4)t  bloß  »on  ebenen  Figuren,  fonbern 
jum  "^htii  iJon  nicht  in  einer  (Ebene  liegenben  Figuren* 
neJjcn  ols  ©citenßä^en  cingefi^loffen  mirb,  bei  »el4)em 
aber  nun  an  aßen  .Jvantcn  bieSfcigungsminfel  ß^  geänberf 
haben.  2luf  ein  folches  ^olpeber  iß  bas  »orige  Dvaifonne» 

V.  ©gg 

I . ' 
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ment  eBenfaffg  t)6ßig-  amwenbbar,  wennnuc  ber  (Euler« 
fcfee  ©a^  au^  für  fotdje  ^ol^eber  feine  Diidbfigfetf  bemalt, 
.wie  e«  in  ber  bet  §afl  ijl.  ®enn  man  betraute  bei 
einem  ^olijeber,  n>o  E + S = K -f  2 i(l  (1.),  ein  SHe^ 
mehrerer  ©eitenflä(^>en  alg  eine  ©eitenfiädbe,  unb  be«- 
jei(ine  bie  2ln'jahl  ber  (Ecfen,  itanten  unb  5‘äuren  biefe« 
SJle^e«  bur^  E',  K',  S';  fo  i|l  nach  Sau^p’g  ©a^e 
(1 .)  E'  + S'  = K'  + 1.  ®ie  2Injaht  ber  (Ecfen,  Äan« 
ten  unb  ©eitenfiädben  cess  fo  betrachteten^olpebersfepEj, 
Kj,  Sj,  bie  2lniahl  ber  augern  unb  innern  £cfen  unb 
'Konten  beo  Oleljeg  bagegen  E",  K"  unb  E"',  K'"j  fo  i|l 

E"  + E'"  + S'  = K"  + K'"  + 1 , 

unb,  meil'Ojfenbar  E"  = K"  ifl:  ' 

E'"  + S’  = K"'  + 1 . 

Solglidp,  mifteljl  ber  ©lei^ung  , 

E + S = K + 2 

burcp  ©ubtraction:  , . 

E — E’"  + S — S'  = K — K'"  + 1 . 

21ber,  wie  foglei^  erhettef : 

E.  = E — E'",  K.  = K — K'"  , \ . 

' S,  ='S  — S'  + 1,  — 1 = S — S' . 

2Ilfo 

E,  + S.  - 1 = K.  + 1 , 

ober 

' E.  + S.  = K,  + 2 . 

2Iuf  ähnliche  2Irf  fbnnte  man  weiter  fchlie0cn,  Wenn  nodh 
ein  anberee  9)e^  mehrerer  @eitenflä(hen  alö  eine  ©eiten« 
flädhe  betrautet  worben  wäre , u.  f.  f.,  unb  man  wirbben 
(Sulerfchen  ©alj  immer  bejtätigt  finben.  3>emnach  fann 
mit  benfelben  (Seitenflächen  in  berfelben  Drbnung,  auch 
wenn  nicht  alle  Öleigungowinfel  ber  ©{itenflähen  fi^ 
änberten,  fein  neues  conneyes  ^oli;eber  befcprieben  werben. 

23.  ©aber  finb  jwei  connejre,  non  benfelben  ©eiten« 
flächen  in  berfelben  Drbnung  eingefchloffene  ^ol^eber,  ein« 
anber  congruent,  fo  ba0  alfo  bie  ©rfiärung  congruenter 
^olpeber  bes  (£  u c l i b e ß für  ben  ber  ©onneyität  bers 
felben  einen  t»6flig  rid^tigen  @a§  enthält  (33. 14.  b.;. 
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24.  c{n  ebenees  35retecf  bloß  burd^  feine  ©elfen 
befflmmf  wirb;  fo  wirb  auch  ein  non  (outec  3)relecfen  ein* 
gefcbloffeneei  ^ol^ebec  bloß  burdb  feine  .Ronfen  beßlmmf, 
unb  jwel  ^oli^eber,  beren  fammflidbe  ©elfenßd^)««  ^veh 
ede  ßnb;  ßnb  eongruent,  inenn  bie  .kanten  gegenfeltig  in 
einerlei  Orbnung  g(ei4^  ßnb. 

IV.  ©pmmctrifc^e  ^olpct>er.‘ 

25.  3unädbß  Iß  j«  beweifen/  baß  in  jwei  non  gleidben 
ebenen  SBinfeln  elngefcßloßenen  breifeiflgen  f6cperti(ien 
iSefenbei  A unb  H (Fig.  123.)  bie  ©eifenß5cben  gleidb 
gegen  elnanber  geneigt  ßnb.  Sf^iinmt  man  n^mticb  AK 
= PH,  fdllf  non  K unb  P auf  bie  gegenüber  liegenbe'n 
©eifenßa^en  bie  ^erpenblfet  KN,  PQ,  ur.b  non  N,  Q 
auf  AC,  Ad,  HF,  HG  bie  ^erpenbifel  LN,  MN, 
QT,  QS,  unb  iie^f  LK,  KM,  PT,  PS,  wel^e  ou^ 
auf  AC,  AD,  HF,  HG  fenfreebt  fepn  werben;  fo  folgt 
ou«  berlBoroußfe^ung  leidbff  baß^AKL^PHS,  ^AKM 
^ ^PHT,  aifo  KL  = PS,  KM  = PT,  fo  wie  auch 
AL  = HS,  AM  = HT,  oifo  ALNM  ^ HTQS,  unb 
folglich  LN  = QS,  MN  = QT,  aIfo  ^KLN^^PSQ, 
^KMN  ^ JPQT,  z:  KLN  = ^ PSQ,  KMN 
= ZI  PTQ.  5Dle  ©leicbbrif  ber  britfen  S^eigungowinfel 
folgt  eben  fo,  wenn  mon  nur  bie  fünfte  K,  P in  AD, 
FH  ober  AC,  GHonnimmf. 

, 26.  3n  jwei  fpmmetrifdben  ^olpebern  ßnb  äße 
llegenben  @eltenßü(ben  congruenf,  unb  aße  glel4>  gegen 
elnanber  geneigt. 

©ep  ABCDE  (Fig.  124.)  blegemelnfdhaftli4)e©runbs 
ßacbe  ber  belben  ^olpeber  (14.  c.),  unb  M,  N;  M', 
N' correfponbirenbe  ©efen  berfelben;  fo  ßnb  MM',  NN' 
auf  ber  gemeinf(^affli(ben  ©runbßü(^e,  aIfo  audb  auf  mn 
fenfreebt,  unb  eß  iß  Mm  = M'm,  Nn  = N'n  (14.  c.), 
aifo  ofenbar  Irap.  MNmn  ^ "irop.  M'N'mn , MN = 
M'N',  fo  baß  aifo  je  jwei  correfponbirenbe  ©pi^en  beiber 
^olpeber  gleid?  weif  non  elnanber  entfernt  ßnb.  .kommen 
noch  bie  ©efen  P,  P'  baju;  fo  iß  eben  fo  MP  = M'P', 
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NP  = N'p',  otfo  ^MNP  ^ ^M'N'P'  unb  fot9(i4>  jebe 
jwei  awifi^)en  bret  cocrcfponbicenbcn  (Scfen  bec  beiben  ^o» 
lieber  enthaltene  '?)reierfe  einanbec  congruent.  Äontmen 
ferner  nodb  bic  Srfen  Q/  Q'  u«b  bie  SJreiecf« 

MNP,  NPQ  liegen  in  einer  (Ebene;  fo  lä0f  fidh  itige«/ 
ba^  au^  M'N'P',  N'P'Q'v  in  einet  (Ebene  liegen  muffen. 
3ieht  man  nämlicb  MQ,  M'Q';  fo  ergiebf  (idb  au«5  bem 
Sßorigen  unmittelbar,  baf  //MP(^  ^^M'P'Q',  MPQ 
= zlM'P'Q'  ijl.  S)o  aber  nach  bem  Obigen  ou4>-i:lMPN 
==  KP  N" , ^ NPQ  = ^ N'P'Q',  unb,  weilMPN, 
NPQ  in  einer  (Ebene  liegen,  ^ MPQ  = zl-'MPN 
+ ^ NPQ  ifl;  fo  i(l  auch  ^ M'P'N'  + zl  N'P’Q'  = 
ZI  M'P'Q',  welcbeei  nidjf  ber  ^aH  fe«;n  fönnte,  wenn 
M'N'P',  N'P’Q'  nidbf  in  einet  (Ebene  lägen  ((Eiern. 
XI.  20.).  2Iu«i  oüem  S3ichtti3tn  erhellef,  bap  aße  ©eU 
tenfiä^en  ber  beiben  'fPolpeber  aus  lauter  rongruenten 
©reiedPen  in  berfelben  gegenfeitigen  Sage  jufammengefe^t, 
«nb  baher  je  jmei  correfponbirenbe  congruenf  finb.  Um  ju 
bemeifen,  ba^  jroei  in  NP,  N'P'  j.  jufammenflopenbe 
©citenfiäeben  glei^  gegen  einanber  geneigt  ftnb,  benfe 
man  ftcb  mieber  MQ,  M'Q'  gejogen;  fo  werben  nach  bem 
Sßorigen  bie  beiben  breifeitigen  £cfen  MNQP,  M'N'Q'P' 
»on  lauter  rongruenten  ©reietfen , alfo  »on  lauter  gleiten 
ebenen  SBinfeln  eingefcbloffen,  fo  baf  alfo  ihre  ©eitert* 
fädben  aße  glei^  gegen  einanber  geneigt  ftnb  ( 25. ),  wor* 
öus  baö  ju  Seweifenbe  unmittelbar  folgt. 

27.  2Ius  bem  »origen  ©alje  folgt  unmittelbar,  ba^ 
fpmmetrifcbe^olpeber  immer  auch  gleite  fbrperlidbeSXaurae 
einfcblief  en  muffen,  ^pramiben  »on  glei(^>er  @runbfla(^)c 
unb  .^ohc  finb,  wie  in  ben  (Elementen  bewiefen  wirb, 
glei(b.  2llfo  finb  au^  fpmmetrifche  ^^pramiben  glei(^, 
wie  aus  ber  (Erflärung  14.  c.  unmittelbar  folgt,  ©pm* 
metrifebe  ^olpeber  laffen  fi^?  ober  offenbar  in  glei^  »iele 
fpmmetrifcbc  ^pramiben  jerlegen.  2llfo  finb  fpmmettifbe 
^olpebcr  au^  aus  biefem  ©runbe  glei4>. 

ÜK.  ».  ben  2lrtifel  ©pmmetrie. 

üDer  ©aß,  bag  jebes  ^Jaraßelepipebon  burdh  eine  Dia* 
gonalebcnc  in  jmei  gleite  bteifeitige  iprlsmen  getheiU 
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, 1.  ' 

bei  befl>n  S3ewetfe  ®uf  flbe«  (XL  28.)  bcn  Utt^ 
terf4)leb  jn>i(4)en  Congruenj  uitb  ©i;mmefrie  öberfe^eit 
l^af  (^.  b.  0.  3Irf.),  ti(i>  auf  folgeube  2Irf  (freng  be= 
weifen.  ÜWan  benfe  ficb  bic  diagonale  AB  (Fig.  125.) 
in  n gietebe  ‘^b^Ue  get^eÜt/  unb  bueeb  olle  ^^eilpunfte  mit 
ben  0eifenffä(^en  beg  ^aralleiepipebone!  paraßele  (Ebenen 
geiegt;  fo  nnrb  babureb  ba6  ^orafleiepipebon  offenbar  in 
n*  congruente  ^araflelepipeba  getf)eitt/  »on  benen  n unt 
bic  ^Diagonale  lieget).  3^^*®  ^araßeiepipeba  fe^ 

= P/  ber  beo.  gegebenen  P;  fo  i(i  p = ^ . 
2Iuf  jeber  @eife  bcc!£)iagona,if[a4)e  liegen 

^araßelepipeba , beren  jebeo  =;=  p / unb , feßen  tpir  bic  ‘ 
beiben  ^riefmen , in  wel<be  baß  gegebene  ^ara.ßelepipebon 
bu.rcb  bie  ®iagonalfläd;e  getbeilt  wirb,  P'  unb  = P"; 

fp  i(|  offenbar  P'  > p,  P"  > p.  2Ufo 


P(n  — 1) 
2 

nfn-rl) 


p + ^ = 


_ p(n  — t)  F 


2 


t^p  + .f,p'  = =^r+.f\ 


I 


«Cp  offenbar  fowo^l  ^ alß  fleiner  alß  .bic  ©umnte  bec 
ym  bie  diagonale  liegenben  ^araßelepipeba  ifl,  b.  i. 

<;np,  <n.^,  < <»Pf  < f- 

S^Särenun  nid)t  P'  = P",  alfo  audb  nicht  J zzz-J’i  fix 

fep  junddjfl  J > J\,  ■=.  J'-\r  4 — 4'  ■=.  j“, 

^immt  man , p»el4>e3' offenbar  immer  möglich  ift  (9)?.  f. 
(Eiern. X.I.),  n fo  grof  , ba0  -^  < <y  ijl;  fo  ifl  um  fo. 

mebr  nadb  bem  Obigen  4 <j,  4 — 4'  <,8 , gegen 
baß  obige  4 4'  z:^  8.  2B4re  ferner  4 < 4' , 

4'  zzz-  4 + ^ , 4'  4 -zTz  S i fö  nehme  man  n fo 

grof,  bo^  -^  < cT  ifl;  fo  ifi  um  fo  mehr  4'  <.  8'  f 
4'  — J <8',  gegen  4"  — 4 = 8'.  2llfo  muf  4 
= 4’ , P‘  = P"  fepn., 

(Einen  anbern  S3eweiß  hof  sefltben  im  2lrt. 

<Prißma  beß  ^robeheftß  ju  bec  von  @rf<h,  unb  0 ruber 
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l^rauigegeBenen  (giir^flopabie.  Slud^)  f.  2 o r e rt  j ©runb* 
ri^  b.  r.  SWat^.  91.  21.  t).  ©ecling.  1820.  - 

©.251.,  «nbbie  befannten  @4>riften  wn  Äacflen. 

’ V.  %c^n\ii3i)t  ^olpeber.' 

28.  3wei  ä^nticbe  breiecfige  ^pramiben  (14.  d.)  ffnb 
bon  lauter  dbntidben  Drelecfen  eingefi^loffen,  unb  l^obeit 
glei^je  fbrpetlidbe  Sötnfel,  alfo  audb  gleiche  Slädbcnwinfel. 

® er  (Srfürung  d^nlidber  brelecfiger  ^pramiben  ( 14.  d. ) 
gemd^,  fep  (Fig.  126.)  JABC  Jabc,  z^ABD  an 
^abd,  unb  bie  Dieigungswinfet  an  ben  j^anfen  AB,  ab 
fepen  einanber  gletdb ; fo  fann  man  fid)  bie  beiben  ^pramu 
ben  offenbar  fo  in  einanber  gelegt  benfen , wie  bie  5‘3uc 
jeigt,  fo  bap  ^BeG  t/j  ^ABD,  ^BEF  ^ JABC  iff,  ' 
unb  überhaupt  bie  <ppramibe  BEFG  mit  abcd  einerlei  iff. 
2llfo  iff  AB  : BE  = BD  ; BG  ==  BC  : BF,  folglich 
^BCD  </5  JBGY  1/3  ^bcd.  21lfo  ED : BG  = AD : GE 
= CD:GF,  AB:BE  = AC:EF  = AD:EG,  BC:BF 
= AC:eF  = CD:FG;  folglich  JACU  ^ 

Jaedi,  fobap  alfo  bie  beiben  '^pramiben  Pon  lauter  dhm  ■ 
liehen  ©eitenfldd;en,  bie  (Sefen  folglid>»on  lauter  gleid)cn 
ebenen  SBinfeln  eingefchloffen  pnb,  ba^er  au^  alle  ^Id^em 
minfelber  beiben  ^pramiben,  alfo  auch  oQe  Fbrperlichen 
SBinfel,  einanber  gleich  pnb  (25.).  ©o  ergiebt  pdh  hier* 
aü0  auch  (eidht,  bap  alle  j^anten  breiecFiger  ^p« 

ramiben  proportional  pnb. 

29.  ©epenS^  S',  S" , S'"  unb  s,  s',  s",  s'"  bie  ’ 
©eitenpdd?en,  K,  b ein  ^aar  ähnlid>  liegenbe  itanten; 
fo  iff  (©lern.  VI.  20.)  S : s = S':s'  = S":s"  = 
S"':s'' =K*:k2,  baoHe  Äanfen  proportionalpnb  (28); 

s + s'  + s"  + S'":s  + s'  + s"  + s"  = s:s  = 
K®  :k2,  fo  bap  pd)  alfo  bie  Oberpdd^en  dhnlid>er  breieefi» 
ger  *’Ppramibcn  wie  bie  0uabrate  jweier  ähnlich  liegenben 
kanten  »erhalten. " 

30.  2lu«5  (28.)  folgt  unmittelbar , bap  bie  2inien  AD, 
EG;  CD,  FG,  alfo  aud)  bie, (Ebenem  ACD,  EFG  pa= 
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raflel  jinb.  Söejei^jnef  man  nun  tiefe  beitxn  ©reietfe  t)ur4> 
F,  f,  i^re  ®ntfer nungeh  non  ß ober  tur^)  E,  e;  fo  i(l 
F:f=  CD2:FG»  =BD2:BG2  = E2:e2;  Oberouc^ 
E:e  = E:e;  o(fo  F, E : f . e = E^  @int  ober  P/  , 
p tie  25oJunnna  ter  beiten  ^ijromiten;  fo  ijlP:p  = 
^F.E:^f.e  = F.E:f.e  = E*  te^,  untta,»uenn  K,  k 
jmei  »vidfü^riic^e  i?anfenftnt,  intern  ofle  hänfen  einerlei 
Sßer^älfnl^  ju  cinonter  ^aben  (28.)/  offenbar  E:e  = 

Kih/  E^:e3  =:  {||  p.p_^3 

t.  {).  tie  Sßoiumtno  jweicr  öbnlicben  treieefigen  ^praraiten 
.»erl^olfen  ficb  wie  tie  SEÖürfei  jweier  d^nlic|>  liegenten  .^on* 
fen  ju  einonter. 

31 . t ä^nficbe  ^otpeter  (14.  d.)  werten  »on  lauter 

ä^nlicben  unt  gleid;  gegen  einanter  geneigten  Figuren  bt^ 
granjt.  ABCDE,  abede  (Fig.127.)  fe^en  tie  beiten 
lieben  ©runtpddjenter^olijeter  (14.d.),'unt  F,  G;  f,  g* 
irgent  jwei  dbnlicb  liegenten  (£cfcn  in  beiten,  wel^)e  tur($ 
tie  db”l•'^>tn  treifeitigen  ^promiten  ABCF,  ABCG; 
abef , abcg  befiiinmt  werten.  3Begen  2lel)nUdbfeit  tiefet 
^^ramiten  jmt  FAC,'  GAG;  fac,  gar,  gegen  tie  ©runts' 
fideben  (‘,^8.),  alfo  aud?.gegen  einanter  gleieb  geneigt,  unt 
. übertiee  ifi  FACt/j  fac,  GAG  c/^gac  (28.),  olfo  ^or. 
AGFGcr  ^ijr.  aefg  ( 14.  d.),  unt  folglicb  FG:fg  = 
FA:fa  = AB:ab,  ta  auch  ^ABF  t/5  ^abf  (28.).  2>ie 
Entfernungen  Jweier  dbnlid)  liegenten  Ecfen  ter  beiten 
^oltjeter  oerbalten  (idb  olfo  immerzu  einanter  wie  5wei4bn=‘ 
lieb  liegente  ©eiten  ter  ©runtfid^en,  unt  ta  tie  ©eiten 
■ ter  ©runtffddjen  olle  einanter  proportional  fint;  «fo  bobett 
öu(b  alle  Entfernungen  jweier  df)nlicb  liegenten  Eden, 
olfo  ou(jb  alle  kanten  ter  beiten  ^olpeter,  einerlei  ^Sers 
bdltni^  pi  einanter.  .Kommt  eine  neue  Ecfe  H,  h binj«/ 
fo  (int,  wie  fo  eben  bewiefen,  tie  ©eiten  terS^reieefeFGH, 
fgh  proportional,  tiefe  S)reiccfe,  fo  wie  iete  jwei  tureb 
tref  dbnlid)  liegente  Ecfen  bejlimmtenSreiecfe,  alfo  einan: 
ter  dt)nli(b.  itomnif  noch  eine  neue  Ecfe  K,  k binj»*; 
fo  Idpt  (icb  goni  wie  in  (26.)  jeigen,  taf,  wenn  FGH, 
GHK  in  einer  Ebene  liegen,  tieo  oueb  mit  fgh,  ghk 
ter  §all  fe^n  mu^,  unt  ta^  FGH,  GIIK  unt  fgh,  ghk 
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gegen  efnanber  geneigt  fnb , ba  au«  ber  ?iel^nl{di)fett 
ber  ®relecfe  eben  fo  wte  au«  ii)cet  Songruenj  bk  ©ieicb^eit 
bet  SSJinfet  folgt,  ^enft  man  f!(b  nun  bie  Oberfiddben 
beibec  ^oipebec  auf  ä^nlid&e  3lrt  in  ^relecfe  jeriegt;  fo 
finb  bie  i)omo(ogen  ^reiecfe  einanber  Ä^nli^?  unb  gtei(jb  ge» 
gen  einanber  geneigt,  ive((^ees  aifo  dudb  von  ben  ganjen  ^o< 
moiogen  ^eifenfia^en  giif.  9lu«  ber  ©leidb^yeif  ber 
^enminfet  folgt  unmittelbar  bie  ©iei^l^eit  ber  ^omotogen 
fbrperlicben  SBinfcl.  ©er  l^iet  bemiefene  ©a^  ij!  bie  »on 
£Kobert0imfon  gegebene  ©efinition  dbnii^er  ^oipebep 
(14.  d.) 

32.  ©ine  unmittelbare  ^olge  l^ierau«  ijf,  ba0  bie  ge* 
raben  fiinien,  meldbe  irgenb  »ier  a^nli4>  liegenbe  ©cfen 
jweier  ä^nlidben  ^olpeber  mit  einanber  »erbinben,  jwei 
Ähnliche  breiecfige  gJpramiben  einfcbliepen , inbem  bicfe  2U 
nien  einerlei  iSer^dltni^  }u  einanber  ^aben  (31.),  alfo 
Äl)nli(be  ©reiecfe  einfcblie|en,  bie  ©cfen  ber  beiben  ^pra= 
miben  folglidbt»onglei4?en  ebenen  füBinfeln  gebilbef  werben, 
unb  bie  ©eitenfiddben  bet  ^pramiben  alfo  gleich  gegen 
einanber  geneigt  (tnb  (25.).  ©emnadb  laffen  fich  jwei 

^olpeber  immer  in  lauter  dhnlidh  unb  9«- 
legene , in  gleicher  Slnja^l  borhanbene , breiecfige  ^pra? 
miben  jerlegen. 

33.  ©inb  nun  n,  n\  II' , ii%  II' , n";  u.  f.  f, 

feiefe^^pramiben;  K , k;  K',  k';  K",  k";  u.  f.  f.  aber 
äbnli^ liegenbe  .kanten  berfelben;  fo  ijl  (30.)  IIiTizrs 
KMk3,  =:K'3:k'3,  TT' ; ti"  = K"  3 : k"3, 

tt.  f.  f.  2lber  (31. ) k: k = k' : k'  = K" : k"  = .... , 
r3  : k3  = k'3  : k'3  ~ k"3  : k"3  = .... , n\n  = 
ii : n = n' : 7t"=....  =:;=  R3 : k3,  n+  n' + n+ .... 
:7i  -f-  7i'  + n + ...  =:/7:;i=:K3  jk3,  b.  i..  Wenn 
P , p bie  Sßolumina  bet  beiben  ^olpeber  bejeidb» 

nen , pj p = r3  : k3.  Sllfo  »erhalten  fidh  bie  95olumina 
ähnli^er  itorper  wie  bie  SBürfel  llegenbec  jtanfen 

(ober  ©iagonalen  (31.)).  ©ben  fo  leicht  Wörbe  fi(^>  (29.) 
ouf  beliebige  ^olpeber  erweitern  taffen. 
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VI.-  Dteguldrc  gjolpcbcr. 

^ * . - . , - i. 

34.  9iegu(är<  ^otijeber  finb fo(d(>e,  ft)e(dE>e t)0it 

(autec  congruenten  regulären/  unb  g(eid(;>  gegen  einanbec 
genetgfen,  ebenen  eingefdblojfen  werben.  SÖiittelfl 

Giern.  XI.  21.  öberieugf  man  |ti^>  lel4>t/  bo§  es  nur  fünf 
reguläre  Äörper  geben  fann.  2)er  3Btnfel  bes  regus 
(ären  ©reiecfß  i(l  = 60®.  ©rei/  »let/  fünf  fol^jeb 
SBinfel/  ju  einer  Gcfe  »crbunben/  geben  bie  ©ummen 
180®,  240®,  300®,  alfo  weniger  als  360®;  fecbs  unb 
mel^rere  geben  aber  f(i)on  360®  unb  melyr,  fbnnen  fol(jlict> 
feine  Gcfe  bilben.  ©et  SBinfel  bes  regulären  SBier  ecfö 
i(t  = 90®.  ©rei, ' }u  einet  Gcfe  »erbunben,  geben  bie 
©umme  270® ; vier  aber  f^jon  360® , unb  fbnnen  jfotg» 
lidb  feine  Gcfc  bilben.  ©er  SBinfel  bes  regulären  § unf* 
etfsijl  = 108®,  3. 108®  = 324®,  4.108®  =432®, 

> 360®.  ©er  SBinfel  bes  regulären  ©edbsecfs  ifl= 1!20®, 
3/120®  = 360".  2llfo  fbnnen  fol^e  SBinfel  gar  feine 
Gcfe  bilben.  Gs  fann  alfo  blo0  btei  »on  regulären  S^rei? 
ecfen,  einen  pon  regulären  SSierecfen,  unb  einen  »on  res 
gulären  günfecfen  eingefdi)iojT«nen,  im  ©anjen  olfo  nur 
fünf  reguläre  Äbrpet  geben. 

35.  Gin  regulärer  i?6tper  werbe  bon  laufet  regul  ären 
©rciecfen  eingefcblojfen , beten  Slnjabl  =n  fep;  fo  iff 
W(2.)  = 3n,  s = n,  K = iW(2.)  = ^n.  I2lbec 
K + 6^3S  (9.).  '2llf0  Jn  + 6^i3n,  12  ^3n, 
n > 4,  ^olgti(^>  fann  bie  ^Inja^t  ber  ©reiecfe  ni4>i.‘  < 

4 fci;n. 

36.  Sfle^men  wir  nun  juerjl  an,  ba|[  i'ebe  Gcfe  »oit 
brei  ebenen  SBinfeln  eingef(l?loffett  werben  foQ;  ft)  i(l 
W=3E,  2K=3e(2.),  S=4.W=E.  2lberE  + S 
= K + 2(1.).  2llfo  2e  = -|-E+2,  E = 4=S, 

K = 6,  unb  D = o (12.).  ©iefer  reguläre  iförper  toirb 
alfo  bon  4 regulären  ©reiecfen  eingefcbloffen,  l^af  4 Ga*en, 

6 .Kanten  unb  feine  ©iagonole.  Gr  bf i^f  ^eftoebet. 

37.  saiirb  jebe  Gcfe  bon  biet  SBinfeln  regulärer  ©».'eis 
ecfc  eingcfdbloffen;  fo  i(l  W=4e  = 2k(2.),  k=2E, 

5 = ^W  = -|E,  E + 4E=2E  + 2(1.),  E=;,6, 
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S = 8,  k=12,  unb D = 3 (12.).  ’ ©iefer  t>on 8 
regulären  ^reiccfen  eingefcbfoffcne  .^5rper  mft  6 (Ecfen, 
12  .Kanten  unb  3 ©iagbnoten  ^ei0t  Octacber. 

38.  3Blrb  enb(id(>  jebc  (Ecfe  non  5 SCBinfefn  regulärer 
35rdecfe  eingcfdbtoj|en;  fo  ifl  W=  5e  = 2k,  unb  auf 
ä^nl'i(^)e  2Irt  wie  t»or§er  er^tf  man  e = 12/  S = 20, 

K ==  30,  D = 36.  tiefer  »on  20  regulären ®reiecfen 
cingef4>toffene  Äorper  mit  12  (£cfen,  30  Ü'anten  unb 
36  liDiagonolen  ^eipt  3 c <>  t f*  5Inbere  reguläre  »on 
jDrciecfen  cingefi^loffene  reguläre  i?6rper  giebt  egni(^t. 

39.  3«  einem  regulären  .Körper,  ber  non  lauter  regm 
lärer»  ?8ierecfen,  unb  iebe  ®rfe  non  brei  ebenen  SBinfeln 
eingefdbloffen  wirb,  tjlW  = 3E=2K,  S =iW 
= ^ E,  E + |E  = 4E  + 2,  E = 8,  S = 6,K  = 
12,  D = 4.  £»iefer  non  6 öuabraten  eingefd)lo||ene  re= 
guläre  ivörper  mit  8 Scfen,  12  jtanten,  4 diagonalen 
l)ci0t  .^eyaeb er  ober  SBurfel. 

4 0.  enblidb  ein  regulärer  Äörpcr  nur  non  regulä= 
ren  ^Junfecfen,  jebe  Scfc  ober  'non  brei  ebenen  SBinfeln 
eingel|l:blofren ; fo  i(l  W = 3e  = 2 K , S = | W = 
|E,  E + |E  = -|E  + 2,  E = 20,  s = 12,^K=30, 
D=:100.  S)icfer  non  12  regulären  günfecfen  einge= 
fcblof  fene  reguläre  .Körper  mit  20  (Ecfen,  30  kanten  nnb 
100 ! Diagonalen  ^eißt  Dobecoeber. 

4 1.  50?an  nennt  bicfe  jtöper  oft  ppt^agoräi'fdbe, 
öudb  platonif^e  ivörper.  Die  ^pt^ogoräer  nerglicben 
ria(^  ihrer  fpmbolifdbenjehrortbao'^etraebermitbem  ^euer, 
ben  • IBurfel  mit  ber  (Erbe , bgg  Octaeber  mit  ber  Siift, 
bao  ,‘3<^ofaeber  mit  bem  SBajfer,  boöDoberaeber  mit  bcnt 
SBeli.'all.  9)1.  f.  ^ lato  im  im  äug.  Dog  breijehnte, 
nierjehnfc  unb  funfjehnte  S3,u(^  in  ben  (Elementen  beg 
<Bu  clibeg  i|lihrerUnterfu4)unggewibmet,unb€uctibeg  . 
foll  fogar  bie  ganjen  (Elemente  wegen  biefer  ^örper  nerfopt 
Ibobrm.  Dag  14te  unb  15te  Sudb  werben  jeboeb  bem 
SItc'fanbriner  .^ppfifleg,  beffen  ^«ifoiter  ungewiß  ij?,  ju= 
gefebrieben.  , Dag  l'3te  unb  14te  23u4>  betrefl^cn  bie  £on= 
firjjction  ber  regulären  .Körper,  bie  ^erb^tniffe  i^rep 
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51^eUe,  unb  i^rer  gcgenfeitigen  SSejiel^ungen , baö  15te  U- 
fd(jdfrigf  [id)  mit  ber  Scfc^reibungNbiefer  Körper  in  einons 
bcr.  6in  16tes  S5udb'^ot  Sronci«cu8  gtnffoteö 
Sonbolla  (Francis  Foix  deCandalla,  Sifcboff  t)0n 
2Ure,  tt)c(d)cr  1594  im  90|ten  3al^re  florb,  unb  eine  X«f)r« 
fieHe  bet  9)iat^ematif  ju  25ourbtauf  gefliftct  ^at,  mit  bt: 
ren  €rt^ei(ung  bie  ©ebingung  »erbunben  war,  ba^  ber 
Slbfpirant  einen  ©a^  »on  eigner  (Erfinbungr  ber  nidbt  über 
bas  9te  ^u^  ber  (Elemente  ^inauSging,  unb  einen  neuen 
©a^  non  ben  regulären  Äbrpern  uortragen  mu0te)  feiner 
juerfll566  (bann  1578,  1602)  erf4)ienenen  Ueberfe^ung, 
ber  Elemente  beigefugt,  weld^eg  ftcb'aucb  inbes  (Ela» in 8. 
(Euclib  (Coloniae  1591.  fol.  T.  II,  p.  324.)  beftn* 
bet,  unb  »erfebiebene  93ergleidbungen  ber  in  einanber  be* 
febriebenen  regulären  jtörper  unb  ihrer  ©eiten  enthält. 
3>ie  Öftere  jur  SSerfertigung  ber  regulären  Äörper  aus 
(Pappe  u.  bergl.  finbet  man j.  25.  in  ben  2Bol)Fif(ben 
(3(briften.  ®ir  wollen  nur  bie  wicbtigflen  Elemente  ber* 
felben  mitteljl  bes  (Ealculs  beflimmen. 

' 42.  (Eine  förperli(be  (Ecfe  werbe  »on  n gleidben  unb 
gleich  gegen  einanber  geneigten  ebenen  OEBinfeln  a einge^ 
fd>lo|fen.  SOian  foQ  bie  ©ro^e  eines  üleigungswinfels 
= 2 beflimmen.  21us  ber  ©pi^e  ber  ©efe  fep  mit  wiH= 
führli^em  DiabiuS  eine  .^ugel  bef^jrieben,  unb  ABCDE 
(Fig.  128.)  fep  bas  ber  ©rfe  entfpreebenbe  fphgrifebe  <polp= 
gon,  beffen  ©eiten  unb  ?JBinfel,wic  auSberSRaturberSefe 
unmittelbar  folgt , äße  gleich  jenb.  3ebe  ©eite  ifi  = «, 
jeber  (fflinfel  =2y.  (Serben  nun  jwei  (Sinfel,  j.  23. 
A unb  B bureb  AF,  BF  halbirt,  unb  auch  CF,  DF  u.  f.f. 
gejogen } fo  folgt  ous  befannten  ©«ben  »om  fphärifiben 
,®reiecf  (16. 17.)  leidbt,  bag  ABp,  BCF,  CDf  , u.  f.  f. 
lauter  gleidbfbtnfli^e  fphärifebe  ©reieefe  mit  gleiten  ©eU 
ten  unb  SBinfeln  ftnb,  jb  baß olfo  AF  = BF,  Z,  AFB  = 

ijl.  «Sirb  nun  AB, in  G halbirt;  fo  ifl  fG 
ouf  AB  fenfreebt,  unb  zl  AFG  = BFG  = , wie 

ebenfafls  lel^t  ju  beweifen  ijl  (16.  17.).  folglich  1)^* 
man  (‘Trigonometrie.  76.)  sin  GBF  = ^^,  b.  i. 


. } 
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n 

90s— r 
n 


siny  =^=  — ttoburd{>  bec  SleigunggtiDipfet  2y  be* 
(iimmt  i(!.  ' ■ 

43.  bei  irgenb  einem  reguWren  .Äbrper  n bie 

3In5abi  ber  ebenen  Sßinfel,  wet4>e  jebe  (Ecfe  bilben,  m’ 
bie  3lnjo^(  bec  ©eiten  jeber  ©eifenpa^ej  fo  ijl  ^«  = 


— -71/  cos 4a  ^ sin;~7t/  alfo  siny: 


COS  — TT  • 

n 


' Sin  — TS 
m 


§ör  baö  ^etraeber/  J^epoebef/  Ocfoebec/  ©obecaeber, 
3cüfaeberiptefpecti»e'u=3,  3,  4,  3,  5;  m=  3,  4, 
3,  5/  3.  Soigiicb  nach  (©oniometrie.  168.)  mifteip 
l^icbtec  9v«^nu«S  biefe  .Körper  nach  ber  0vei^e: 


«ny 


cos  60®  , 

’ »in  60“  * 

cos  60°  

*11145®  • T » 

c°»45® 

»in  60“  * 

CO»  60® 

«ifa  36® 

00«  36® 


rtio— 2r5)  ^ 
.m«-=*'"‘=+är53- 


^urau»  man  leicht: 

«osy  = y|  ; »in2y.  =s  ^y2;  oos2y  = J } 

= ri  =1  =0 

= ri  =?jr2  =-i 

r3— rs  _ 2 _ 1 

5-rs  r rä  ^ rs 

= r(i-ir5)  =i'  =-ir5  • 

worauP  pdb  für  bie  fünf  regulären  .^Srper  in  obiger  ^oigo 
refVectibe  foigenbe  rationale  3Iu8brü(fe  ergeben  cos  2j'  = 
4/  sin2y=l,  cos2j'=;:?: — 4/  tang2/= — 2/ 
sin2^  = 4e  «”b  man  bat 

für  bap  5etraeber  2y  = 70»3r44", 

s » ^epaeber  » ‘ = 90» , 

* s Octaeber  » 109o28'16'', 

i » ©obecaeber*  = 116«33'5r, 

. » 3cofaebcr  » = 138<>11'23", 
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44.  S5ejet^nen  r,  R bi’e  J^alSmeffer  ber  tn  uftb  um  du  re= 
gutac«0  g>ol9eber  bef4>ricbenifn  i^ugef,  fo  ifi  bcc  gcmemfcbaffs 
\\6it  ÜHitfetpunff  bec  beiben  .^ugclu  b«  gcm«infdt>afHid^e 
©pi^e  »on  fo  vielen  regulären  ^promiben,  a(o  bos  ^oii;ebec  ' 
©ettenfiä4)ett  ©eitenfanfe  einer  fol(^»en  ^^ramibe 

ijl  = R,  i^re  wei^e  ben  50iiefel|»unff  ber  ©runbi 
jiä4)e  trifft,  = r,  bet  Sfleigungenvinfel  ber  @eitenfla(ben 
gegen  bie  @runbflä4)e==y,  ber  ^Polpgdnwinfef  betSrunb*' 
fläcbe  = a.  <£inc  j?ante  beo  ^olpebers  fcp  = a , bic 
J^albmcffet  be«  in  unb  um  eine  ^eitenflä^e  befcbriebenen 
Greifes  fepen  =r,  R';  fo  erbeffet  ou^  o^ne  gigur  leidbf, 
bo^.r  =^atang4-a,  r :rr=  r tang;/,  R'^^asec^, 

R?  = r*  + R'2  iß,  «jorau«  bur4>  SÖ^erbinbung  biefep  • 
§ormeIn 

)r  3:  ^ a tang  ^ a taug / , 

R = |ar(l  + tang4«s  .«ecy»)  . 

0e^t  mon  nun  ^ = 9),  ^ ^ ; fo  i|l  cos^a  = 

sin 9),  siny  = wetcbe«,  in  bie formet  für  R ge. 
fe^t,  bie  ©rope  unter  bem  SBurietjeidben 

sin  ’ (in  cos  «/* 

sinjp’  — cosyi^  cos  ‘ (in  y>-  — cos  tangyi^.tangy* 

giebt.  3)a  tang  -^a  = cot^  (43. ) ; fo  i|l 
r = lacot^tangy,  R = 4aUng -^tang).  ; 

a(fo  ^ =tang-i  tang^.  3m  3)obecaeber  unb 

ebcri|ln  = 3,  m=5j  n = 5,  m=3;  fo(gtid6>  ' 
bao  Sßerbäitnip  R:r  in  beiben  j\6rpern  bnflfelbe. 

43*  K ber  förperlicbe  S eine  ©eitenffäd^e, 

F bie  ganje  Obecffäcbe,  v bie  ^Injabt  ber  ©eitenflädben  eu 
neo^olnebero;  fo  erbettet  (eid;t,  baß  bet  Inhalt  eineg  bet 
m congruenfen  ©reiecfe,  in  mel(^e  jebe  ©eitenfiäcbe  aug 
ihrem  ÜKittelpunfte  getbeift  werben  fonn, =^32  tang  ^ce 
= ia2cot^,alf0S=ima2cot^,F  = 4mva2cot  — 
ijT.  S>er  einer  ber  v gleichen  ^promiben,  in  weU 
dbe  boß  ^o(j;ebet  aus  feinem  SÖiitfelpunfte  getbeiU  werben 
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rann , i jl  = 4-  Sr  = mra  2 cot  ma  ’ (cot  1)  * 

tangj'.  9Ufo  K = -^  mva^  .(cot;^)* . tang;/. 

3«  t)en  Sornutn 


tiny  := 


cos  — 
n 


»m  — 
m 


r = ^acot  — tangy,  R = 4atang  — Ungy  ; 

* S = i ma*  cot  ~ , F Ä 4 mva*  cot  — ; 

m * m 

. K = “)  «tangy 

tfl  bie  ganje  ^^eorie  ber  regulären  ^6rper  entl^aUen. 
' S)a 


2r 


2R 


cot — tangv 
m ® ' 


'lang  — tangjr 


fo  fonn  öU(3(?  51lleö  Ui^t  bur4>  roberR'auögebrucft  werben. 
46.  öladp  blefen  ^ofnieln  ifl: 

5üt  ba«  'Jefraebet : 

R = ^are  =8.0^123724  , 

K = tV  a’  r 2 = a’  . 0,1178311  , 

F = a».r3  = a*. 1,73205  , 
a = 2RrJ  = R. 1,632993  , 

S =}R^r3  = R*.  1,154701  , 

F =|R>r3  = R^. 4, 618804  , 

K = ^R3  r3=  R3  .0,513200  . 

5nr  baß  J^eyaeber: 

R = ^ar3  = a. 0,8660254  , 

K =3  a’  = a».  1,000000  , 


P = 


a’ . 6,000000  , 


a = |Ry;3  = R. 1,154700  , 
S=|Ri’  = RM, 333333  , 
F = 8 R^  = R^  . 8,000000  , 

K = 8R2y'3=  R’ . 1,539600  . 
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' Sör  baö  Ocfaeber: 

R = |ar2"  = a. 0,7071068  , 

K = |aär2  = a>. 0,471 4045  ,, 

F = 2a».r3  = a».3,464lO  , 
a = Rr2  =R.  1,414214, 

S' = 4 R’.r3  = R*. 0,866025  , 

F = 4R>.r3  = R*’.6,928203  , 

K = |R*  = R5. 1,333333  . 

Siir  bas  S>obecaebcr: 

R = iar(18+ 6r5)  = a.  1,4012585  , • 

K = ia>.(  15  + 7r3)  = a». 7, 6631189  , 

F = 3a>r5.r(5  + 2r5)  = a». 20, 645728  , 

a ==  5ljy.rLÜ  = R. 0,713644  , 

S = 4R=ri0.r(5-r5)  = R*-0,8T6218  , 
P = 2R’ri0.r(ä  — rs)  = R’.10,514616  , 

K = a^^±r^  = R3.o,85164. 

Süt  bat!  3cofaeber:  . 

R = = a -0,9510565  , 

K = •Ä“’-(3  + r5)  = aä. 2, 1816950  , 

F = 5a»r3,=  a=. 8.66025  , 

2r5) 


847 


„ _ Rr(<o 
~ rä 
s - 3R^-(3-r5) 

■“  10  r 3 

_ 6R-.(5-r5)  _ 


r3 


= R . 1,051462  , 
= R». 0,478727  , 
R’. 9,574540  , 


K = 


_ 2R».r(io  + 2r5)  _ 


R^. 2, 536150  . 


VII.  5(rc^imebifc()c  .Körper. 

47.  ?Ic4>imebif4>c  .^6rpcr  nennt  man  i?ör» 
per,  weldbe  »on  regulären  giguren  jmeiersober  breierfef 
2Ir(  eingef4)(offen  werben  (Kepleri  Harmonice  mun- 
di  Line.  Austr.  1649.  fol.  Lib.  II.  27.  28.),  mit 
ber  S3ebingung,  bag  affe  i^re  förperlicpen  2Binfei  glet^, 
nämti^?  ebngruent  ober  fpmmetrifcp  jinb.  ©el^r  ougfu^rs 
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(id&e  Unteffu^ungen  üBer  foI4>e  -Äärper  ftnbcf  man  In 
SÖlelcr  9«öw*  5Iufg.  25«Un.  II.  1S07. 0.139  — 

186,  wo  0. 186  — 196  au^  t»on  folgert  it6rpcrn  geBan= 
bctf  wirb,  bie  tton  lauter  Üv^omben  cingef(^(offen  finb. 
Geometry  improved  1)  by  a large  and  accurate  table 
of  Segments  of  circles ; 2)  a concise  Treatise  of  po- 
lyedra  etc.  by  A.  Sharp.  Lond.  1718.  (2Bfittaujig 
ol^ne  fp^är.  ^tig. ).  Meister  de  solidis  geometri- 
cis.  Gomm.  Gotting.  T.  VII.  Sflc^e  für  fold>e  .Körper 
ju  jeicbncn  in  ÜJlarputgs  ^rogrcfjionairaicut.  iSerlin 
tt.  ©troifunb.  1774.  4tes  S5udb*  Kästner  de  polye- 
dris  data  lege  irregularibus.  Comm.  Gotting.  Vol.  VI. 
VII.  VIII.  SOlU  2lnwenbung  auf  Än;|laIIograpBie  Käst- 
ner de  sectionibus  solidorum  crystallorum  structu- 
ram  illustrantibus.  Ibid.  VI.  ®er  rcin:Wijfenfct>aff> 
Ucbe  foI4>er  Unterfucbungen  ifl  fe^r  befcbranft. 

9Jl.  (a.  a.  0.  0. 149.  175.)  giebf  au4>  eine  2luf* 

jäfllung  ber  überhaupt  mögU4>en  ord;imebif(^en  .Körpern. 

VIII.  ^olpeüromcfrte. 

48.  SBat!  bie  ^olpgononietrie  ( 'Trigonometrie.  IV.) 

in  25e5ug  auf  ^olpgone  teiflef , fudbt  bie  ^olpebrometrie 
in  ^ejug  auf  ^oipeber  ju  (etflen,  nömUd)  ouo  einigen,  ein 
^olpeber  bejiimmenben  0tücfen  (13.),  bie  übrigen  ©tücfe 
burdb  Üte(bnung  ju  finben.  (Eine  noQflanbige  2Iujl6fung 
oller  §üHe  würbe  eine  großeo  3®erf  füßen.  2Bir  müffen 
«ns  ba^er  Bier  mit  einigen,  »orjüglid>  »on  2’.^ ui lier  unb 
Sarnot  (0.  beffen  ©eom.  b.  ©teßung.  21.  b. 
©dbumodjer.-  '2lltona.  1810.  0.  57.  unb  eine’ 

2lbl^anblung  »on  2’4>uilier  in  ben  Me'm.  presentes  ä 
rinstitut  par  les  savans  e'trangers.  T.  I.)  geftinbenen 
©runbformeln  begnügen. 

49.  ®ie  ^Projection  jebcr  ebenen  ^igur  auf  eine  ©bene 

i|!  i^rem  «ad?  bem  ^robucte  gleich,  welches  man 

erhült,  wenn  man  ben  §lü(beninhalt  ber  gegebenen  3igur 
in  ben  ©ofinus  bes  Oleigungswinfel  ihrer  ©bene  gegen  bie 
^rojectionsebene  multiplicirt. 
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3(i  näratidE?  (Fig.129.)  AB'C  bie^ro/ecrion  »ottABC, 
unb  bet  üieigungöwinfet  BDB'  = o;  fo  ifl  ^AB'C  = 
■^AC.B'D  z=  AC.BD .cos«  = /^ABC.cosa. 
bagegen  aHg«meln  (Fig.  130.)  A'B'C' bie  ^roi'ecfion  »on 
ABC;  fo  fe^  CD  mit  MN  paroflel,  unb  buc4>  CD  ein« 
mit  bec  ^rojectionoebene  parallele  (Ebene  gelegt.  ®ie 
^rojectionen  ber  ©reieefe  ADC,  BDC  onf  biefer  (Ebene 
finb  nadb  bem  Obigen  ^/ADC. cos«,  JhDC.cosa. 
golgti^  Jh!h'C,  meldbee  ber  ^rojection  auf  ber  parattelen 
ebene  bur4>  CD  offenbar  gleich  i|l,==(^ADC  + //BDC)^ 
cos«=  :^ABC.cose«.  giele  CD  außerhalb  beo  ©reis 
eefoABC,  fo  mürbe  jicb  bie  2lbbition  nur  in  eine  @ub» 
traction  nermanbeln.  ^«‘^e  gerablinige  gigur  (Ich  in 
©reierfe  jerlegen,  unb  jebe  Frummlinige  gigur  fann  olö 
ein  aSielecf  mit  unenbli^  nieten  Seiten  betra4>tet  »erben. 
^Ifo  gilt  ber  ©o^  allgemein. 

50.  2lHe  ©eitenflücben  eine«  ^olpeberö  benfe  man^tch 
ouf  irgenb  eine  ebene  projicirt.  ©er  ^n^al^  ber  ^igur, 
»e(d)e  bie  üußerjle  ©rünjtinie  bet  ^rojectionen  bilbet/  fep 
:;=  M.  Sernet  fepen  a,  ß , y,  ....  bie  fpi^en  CBeis 
gungominfet  ber  ©eitenflä^en  gegen  bie  ^rojectionoebene, 
wel^e  nach  bem  innernEXaumebeo^olpebero 
bagegen  bie  nach  bem  üu^ern  Üvaume  bejfelben  binütgens 
ben  9]eigung8»infe(,  unba,  b,  c,  ...  ; a',b',  c, .... 
bie  entfprechenben  ©eitenflüchen ; fo  ifl  ftar,  ba0 

M = a coso  + b cos/S  + c cosy  + ...  , 

M = a'co*o’  + b'coj/J'  + c'cosy'  + ...  , 

o =:  a coso  4-  b cosyS  + c cosy  4-  ...  . 

— a'  Qt>i  u — b'  cos  ß'  — c'  cos  y'  ... 

ifl.  CBimmt  man  ober  olle  Dleigungewinfel  entwebec 
nah  bem  Innern,  ober  nach  bem  äußern  9'laume  be8  ^Os 
Ipebero  b>«  > fo  Oleigungewinfel,  weih«  ben  fpi^en 

£Reigung8»infeln  nach  üußern  ober  Innern  9{oume 
hin  entfprehen,  flumpfe  SBinfel,  unb  ihre  ©ofinue  alfo 
pojltin.  SSejeihnen  »it  olfo , alle  SBeigungöminfel  nach 
bem  innern , ober  aOe  nach  üu^ern  CKaume  hin  neh* 
menb,  'bie  ©eitenjlüchen  unb  entfprechenben  SReigungOs 
winfel  burh  b,  c,  d, ....,  unb  a,  /?,  //  d, .... ; fo  ifl 
nah  hem  Obigen 

I ' o = acoso  4-  hcotß  + ccosy  + •••  • 

V.  , j&h^ 
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58tdc(fi9cr  i^orpcr. 

> 51.  S3?i<i^mn  wir  nun  ben  nac&  bm  Innern  Dtöume 

bes  93ol!)eber0  ^in  tiegenben  Sdeigung^winfel  irgcnb'jweiec 
©eitenflac^en  m,  n gegen  einanber,  überhaupt  but^ 
(m/n);  fo  tjl,  wenn  irgenb  eine  ©eifenflä^e , j.  33.  a, 
qIö  ^projectionsebene  angenommen  wirb, 

o = acos(a,a)  + l>cos(a,b)  + ccoi(a,c)  + ... 

©aaber  bie  SBinfet  nad^)  beminnernÜIaume  Eingenommen 
werben;  fo  ifi  (a,  ’a)  = 180® , cos(a,  a)  = — 1, 
unb  fütglicE/  JugleicE  bur^  g^erwecEelung  bec  23u(E^ 
(laben : 

a = bcos(a,  b)  + cco«(a,  c)  + dco*(a,  d)  + ... 

b = aoo«(b,  a)  + ccos(b,  c)  + dcos(b,  d)  + ... 

* c =:  acos(c,  a)  + bcot(c,  b)  + dcds(c,  d)  + ... 

, / d e=  a coi  ( d , a ) b co»  ( d , b)  + c coa  ( d , c ) + ... 

U.  f.  f.'  U.  f.  f. 

3ebe  ©eieenfiadbe  ijl  alfo  bet  ©umme  aßet  anbern 
gleidb,  wenn  man  jebe  mit  bem  eoftnuö  i^reg  nadE  bem 
innern  Diaume  beg  ^olpeberg  E«n  liegenben  Üleigunggwim 
ifelg  gegen  jene  ©eitenjldcbe  multipUcirf. 

52.  SOluUiplicirt  man  bie  »origen  ©leidEungen  auf  beü 
ben  ©eiten  fucceffine  mit  a,  b,  c,  ....,  unb  abbirf;  fo- 
crbälf  man 

a*  + b»  + c»  + d*  + ....  = 

■ 2abcos(a,  b)  + 2accos(a,  c)  + 2adcos(a,  d)  + ... 

+ 2bccosCb,  c)  + 2hdcos(b,  d)  + ... 

4“  2cdcoa(c,  d)  + •>. 

, a»  + b»  + c»  + d*  + ...  j 

+ 2ab  + 2ac  4-  2ad  + ...  / _ 

• ' + 2bc  + 2bd  +'.../ 

4“  2cd  4-  ...  I 
= (a4-b+c4-d....)* 
s=  2ab  |1  4-  cos(a,  b)  [ 4-  2acj  1 + cos  (a,  c) } 4'  ••  • 

4-  2bcj  1 4- cos(b,  c)  | 4-  ... 

^ a 4"  b 4"  ® 4~  d 4 . •■  ’ 

abcoi*4(“»  1^)  + accos’4(a,  c)  4-  adoo*’4-(a,  d)  4-  ••• 

4-  bccos’4(b,  c)  4-  bdcos®4(^>»  + ••• 

4-  cdcos*4(c,  d)  4-  • 

2Ufo  erEcilf  man  bag  üuabraf  ber  E«lben  DberfIddEe 
eineg  ^olpebetg , wenn  man  bie  9^robucte  aßet  ©eiten« 
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SSiclcfiger  J^6rper. 

, ( 

fläd^jeit  ju  iwel  unb  jwef  fn  bat»  Ouabrof  beß  Softnuß  i^reß 
falben  gegenfeirtgen  Oleigungßwinfef  (tote  oben  genommen) 
)u  einanber  abbirf. 

53.  S)a  (51.) 

= abcoi(a,  b)  + aucoa(a,  c)  .{-  ....  ; 
a»  + b>  + c*  + d»  + ...  = 

Sab  cot  ( a , b } + 2ac  cos  ( a , c ) 4*  2ad  cot  ( a , d ) 4-  ... 

4-  2bccos(b,  c)  4*  2bdcot(b,  d)  4-  ... 

4-  2cdcot(c,  d]  4-  ...  \ 

fo  er^äff  man  feidfjt  ' . 

a»  = b*  4-  c»  4-  d>  4-  e*  4-  ... 

— 2bccot(b|  c)  — 2bdcos(b,  d)  — ... 

— 2cdcot(c,  d)  — ... 

9Ufo  erl^dff  man  febe  @eifenpädbe,  wenn  man  bon  bec 
©umme  bec  Ouabrafe  aflec  übrigen  bie  boppefte  ©umme 
bet  ^robucte  aOer  übrigen  )u  jwei  unb  jwei  in  ben  Sofinuß 
ii)reß  gegenfeitigen  91eigungßwinfe(ß  (wie  oben)  fubtra: 
l^irt,  unb  auß  ber  S)ijfereni  bec  üuabrafwurjet  jie^t. 

gür  eine  breifeitige  ^pramibe  ifl  a(fo  immer 

a’  = b*  4.  c*  4-  d*  > 

— 2|bccoi(b,  c)  4-  bdcot(b,  d)  4-  cdcoi(c,  d)| 

unb,  wenn  bie  ^pramibe  redptwinftig,  b.  i.  (b,  c)  = 
(b,  a)  = (c,  d)  ==  90%  ifl: 

a»  = b’  4-  c»  4-  d*  , 

wie  fepon  ^peit  III.  '©.  926.  auf  anbete  2Irf  bewiefen. 

54-.  ©er  cubifdbe  «•”***  )*ben  ^olpeberß  lä^t 

ftcb  auch  burdb  bie  Soorbinafen  feiner  Scfen  außbrücfen. 
©ep  A'B'C'  bie  ©runbfiücbe  eineß  fcbief  abgefdjniffenen 
^eraben  <))rißmaß  ABC  A'B'C',  unb  jug(eid)  bie  Sbene 
berxy.  ©ic  Soorbinaten  pon  A,  B,  C fepen  x,  y,  z; 
x',  y',  z';  x",  y",  z";  fllfo,  ba  baß  ^rißma  gerabe 
fepn  foCi,  X,  y;  x',.y';  x",  y"  bie  Soorbinafen  »on 
A',  B',  C'.  ©er  3nf)a(t  ber  ©runbfJücpe  A'B'C'  fep 
= F , unb  ber  Äürje  wegen  möge  z unter  z,  z',  z"  om 
fleinflen  fepn.  2egt  man  burd>  A eine  mit  ber  ©runb* 
fiücbe  paraßele  ©bene;  fo  wirb  baß  fbief  abgefcbnittene 
9>rißma  in  ein  gerabeß  ^rißma  unb  eine  Pierfcitige  ^pra» 
mibe  getpeilf.  ©er  3nMt  beß  erflern  ifi  = Fz.  ©ie 
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SSiclccfiget  J^6rpcr. 

0plge  bec  ^pramlbe  Uegf  in  A,  unb  t^ce  ijl  = bem 
»on  A'  auf  B'C'  gefdUfen  ^erpenbifct/  w«((be«  = ^ 

i|T.  ®te  ©runbfid^e  ber  ^i;raniibe  t|i  «in  ^capeiium^ 
bejfen  pacaHeie  @eif«n  z — z,  z" — z finb,  unb  beffen 
= B'C',  fein 3n^a(talfo  + t- - 2z).bc’. 

ltdb  bec  ^pramibe  = 4-F(z'  + z" — 2z). 

Slbbicf  mon  bieö  ju  Fz;  fo  «r()£llt  mon  ben  ^n^alf 
beb  fcbtef  abg«f(^)ntttenen  ^rie!maei=  | (z  + z'  + z").F. 
91o4>  SÖieterf.  ( 59. ) i(l  aber 

’ F = y')  4-*x'(y  — y")  + x'’(y’  — y)t  . 

5o(glidi>  bcr  unferb  ^risina«!  = 

^^(i  + x’  + 2'')tx(y"  — y')  + x'(y  — y")  + x"(y'— y)l  • 
4>at  man  nun  ein  m«^c  aib  breifeifig««  gerabe«  f(f)ief  abg«i 
fcbnttfcneg  ^priema,  beffen  ©runbfidcbe  bie  ©bene  ber  xy 
ift;  fo  fann  man  f?^  baffelbe  in  mehrere  breifeifige  fdbief 
obgeji^niffene  ^Jnsmen  jerlegt  benfen,  unb  «b  ifl,  wenn 
bie  ©oorbinaten  feiner  auperf^aib  ber  ©runbfld^e  (iegenben 

n— 1 n— 1 n— l 

©cfenburdbxy  y,  z;  x',  y%  z' j ...  x,  y,  z iti 
jei^)n«f,  unb  ade  3>iagona(fiddben  bur^  ben  ^unff , beffen 
©oorbinaten  X,  y,  z finb,  ge^enb  gebacbf  werben , für 

X'  = X(y"  _ y'  ) + x'  (y  — y"  ) + x"  (y'  — Jr)  , 

X"=  x(y"’_y")  + x'(y  — y'")  + x"'(y''— ;y)  , 

X'"=  x(y""-  y")  + x"'(y  - r")  + x-'(r-  y)  , 


X = x(y  — y)  + x(y  — y)  + x(y  — y), 

ber  3n^aif  beö  fcf>ief  abgef4)niftenen  me^rfeitigen  ^rid* 
ma«  = 

^(*  + Z'  + z")  X’  + i(s  + B-'  + 2'")X'  f 

+ |(z  + z"  + z"")X"'  + ...  + i(i  +TVz)  X*. 

55.  3)eufr  man  nun  irgenb  «in  ^otpeber  burd^ 
redbfwinfiige  ©oorbinafen  auf  eine  ©bene  ber  xy  bejogen; 
fo  erl)d(t  man  offenbar  jwei  Oteifjen  fc^ief  abgef^nittener  - 
priemen  über  berfelben  ©runbfldcbe.  53ejei(bnef  matt 
biefc  ^ribtnen  bur^  P,  B',  F",  .... ; 77,  77',  77", ....; 
fo  ijl  f (ar , ba§  ber  ^nl^aif  beef  ^otpeberei  = P+P'  + 

P ' + ...  + 77  + 77'  + 77"  .+  •••/  WO  bie  obern  ober 
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Sßieffac^er 

unfern  i«  ncl^men  ffnb,  jcnad^&fm  bfe  (£6ene  ber 
xy  boö  ^otpeber  fdE^nefbef,  ober  nidt)f  fdt>ne{bef.,  ®ie  etn= 
jetnen  ^rtomcn  loffen  fidb  bur(^>  t^re  Soorbinafen  äußs 
brücfen  (54.)/  aifo  and(>  ber  ^ol^eberg. 

56.  Sine  ganj  oollllänbige  2Iuefü^r«ng  ber  Jebre  non 
ben  ^o(i;ebern  lie^  |?^  o^ne  ju  gro^e  fiBeitiaufigfeit  in 
tiefem  5Irtife(  nidbf  geben.  3nbe^  mag  bas  Obige  jur 
SInbeufung  ber  .^äuptmomenfe  biefer  infereffonfen  X^eoric  - 
I)inreicbenb  fepn,  m,obei  id;  nur  no(^  bemerke)  baß  es  für  , ' 
jebee  ^oipeber,  wie  für  jebees  Söietecf  audb  einen  ^unff 
ber  mittlern  Snffernnngen  giebf/  b,  ^ einen  ^unft  non 
foId>er  Sefd)affetil^eif,  baß  feine  Sntfernung  non  jebec 
»iHfübrli^  im  üvaume  ongenommenen  Sbene  baß  oritl^me= 

'fifc^e  l^iffei  ber  Snffernungen  afler  Sefen  beß  ^olpeberß 
»on  biefer  Sbene  iß.  ®ie  im  3lrf.  SSielecf  gegebene  '2luß= 
fü^rung  ber  ^[jeorie  biefeß  ^Punffeß  wirb  binreic^enb  fepn/, 
um  mit  £eid;tigfeit  bie  'ijlnwenbung  auf  ^oipeber  ju  macb^n. 
S3erfd;iicbene  Sigenfebeffen  ber  ^ofpeber  ßnb  in  ben  3eif= 
feßriffen  ber  9>iatf)emafif,  befouberß  in  Grelles  Jour- 
'‘nal , unb  ben  Annales  d.  Math,  par  Gergonne 
ierßreuf,  worauf  wir  l)ier  im  Mgemeinen  »erweifen. 

SSielecfige  f-  ^ol9gonat5aI)(en. 

SSldccfefcitC,  f.  «ieteef.  . , 

l 

, SSiekcf^mmfef/  f.  SÖielecf. 

9Sidfa($cr  ^unft  (punctum  multiplex)  iß> 
ein  ^unft  einer  Suroe,  welken  mehrere  ^weige  berfelben  * 
mit  einanber  gemein  haben. 

u.  f.  w.  3">eige  ber  Surne  bitrdb  biefen  ^unff  gehen , heißt 
er  ein  jweifad>er=  ober  ©oppelpunft  (punctum  duplex), 
ein  breifa^er,  Vierfacher  f|)unft,  u.  f w.  (punctum  tri- 
plex,  quadruplex,  u.  f.  W.).  2)ie  fünfte 

fe^t  eine  aUgenieinere  'OarßeHung  ber  2el)re  »on  ben  ^e- 
. rührungen,  alß  in  tiefem  SBörferbudhe  in  bem  2lrf.  S5e- 
rühreube  2inie  gegeben  worben  iß,  »orauß,  wobur^  wir 
genöthigf  ßnb,  einige  23efrad>tungen  in  tiefer  S3ejiehung 
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t>orau0juf4^{cf(n,  jebod^  nur  fo  niet,  ate  bie  Seifte  von  bm 
bielfad&en  fünften  unmitfetbac  erforberf. 

1.  S)ie  0(ei4>ungen  iweier  turnen  fe^en 
' y = f(*)>  yi  = ; 

fo  i(l  nac{>  bem  ^o9toc’f<^«n  Je^rfo^c  ' ' ", 

f(x  + i)  = 

« + ^ ± X il  4.  ^ _il_ + 

f(*.  + i)  = 

V •+ ^ 1 X ^ J1  X ^ -ü- X 

ttcfür  wir  bcr  .^ürje  wegen  fe^en  wotten: 

f(x+i)r= 

» + ''4  + >'-Ä  + ''"-rtä  + >’"-T^  + 

f(x,  +i)  = 

y.  + y'.  4 + y*"  -Ä + y*"'  • + y*""  • + • • • • 

®ie  S3ebtngung,  ba0  biefe  Selben  0ur»eh  einen  ^unff, 
beffen  IHbfcifle  nun  burdb  x bejeiebnee  werben  foll,  mit  ein* 
onber  gemein  haben , wirb  bur^  bie  ©(ei^^ung 

y = y.  ob«  f(x)  = f (x) 

fluögebrürff.  ©e^en  wir  bie  auf  b er  Otbinate/  welche 
ber  lySfciffe  x + i entfpri^f,  genommene  Entfernung  ber 
beiben  ©urnen  »on  einanber  = fo  ijl,  nur  immer  x 
für  Xj  gefegt,  offenbar 

J = il,x  + i)  — f (x  + i)  , 

ober,  weit  na(b  ber  fo  eben  auefgefpro^jenen  ©ebingung 
y=y,  ijl; 

^ = ( y' -/, ) 4 + ( y' “y." ) • Ä+^y"’ “ y*'" ) -rl^T 

+ (y'"'-y."'').i744+  ”•  • 
9lun  i(l  f(ar  (2)1.  b.  ben^ärf.  ^oploro  2ehrfa^.  32.),  eiiu 
mal,  bo0  biefe  ©ifferenj,  wenn  man  i abnehmen  laßt, 
wiflführli(b  ftein  gemalt  werben  fann,  bahn  aber  au(^>, 
baß,  gewijfermapen  bei  gfel4>em  ©rabe  ber  jlieinheif  non 
i,  biefelbe  bejto  f (einer  ifi,  fe  mehr  ©Heber  ber  Dieihe, 
burch  wel4>e  jt«  bargeflefit  wirb,  »om  2lnfange  an  ber* 
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unb  be(?o  »mtiger  werben  bic  belben  £ur»en 
ji4>  an  einonber  anf^Uefen.  ' ' ‘ 

. 4>at  man  nun  }uer(i 

y = yi  > y'  = y'i ; 

fo  baß 

^=(y"-yx")-j^  + Cy'"-yx"')'r^+(y""-yx''”).7:ä+  •••; 

fo  benfe  man  fic|)  irgenb  eine  brifte  ^urne/  beren  ©feidijung 
• yj=f"(*). 

unb  bejetd^ne,  inbem  man  jtigieicb  annimmf,  baß  biefe 
Surne  auch  burcb  ben  9^unft  ge^f,  welchen  bie  beiben 
erjien  rnU  einanber  gejnein  haben,  bie  (Entfernung  biefer 
©Urne  non  ber  erßcn,  auf  ber  Orbin atc  genommen, 
welche  ber  ?lbfcijfe  x + i entfpricht/  burdh  fo  i(l, 
wie  nor^er 

^'  = (y’-.y'j).i  + (/'  — y,").“  + (y"'-y 

4-  (y'"'-yx'"'). 


iJ 


1.2.3 


1 ... . 4 


+ .... 


^olglidb  fonn  man,  wofern  nicht  etwa  y'  — y\z=o  iß, 
i immer  fo  flein  nehmen,  baß  J < J'  iß,  fo  baß  alfo 
bie  brifte  ©urne  in  ber  9^ahe  beo  aßen  gemeinf(hofrlid;en 
(punfteg  nicht  swifhen  ben  beiben  erßen  ©urnen  liegen 
fann,  wenn  ni^>t  y' — y%  = g,  y\.z=z.y  , unb  alfo 
auch  y'a  = y't  »|l*  3)lan  jagt  baher  in  biefem  gatte, 
wo  alfo 

y = yi , y‘  = y'x 

iß,  baß  jwifchen  ben  beiben  erßen  ©urnen  in  bem  «Punfte, 
beffen 'iJlbfcifle  X iß,  eine  Saertthfung  beo  erßen 
©rabeß  ßaft  ßnbet.  ©ine  ©eruhrung  beo  jwei* 
ten  ©rabee  bagegen  ßnbet  ßaft,  wenn 
y = yi . y'  = y'i » y"  = y''*  * 
iß,  unb  eben  fo  eine  23erßhtw”9  britten  ©ra» 
beo,  wenn  , 

y = y,,  y = yi , y = y»  » y - y*  • 

i(i, «.  f.  f. 

Söei  ben  ^cett^runsm  beb  jibeifeti  ©robe«  t|{ 
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^ (y"'-yr).Y~  + (y'"'-  + .... . 

«nb  änbert  fotg(i4> , wegen  bec  In  bem  erfien  ©Hebe , »on 
wel4)em  fut  flelne  i ba6  ^eic^en  »on  J ob^ängf,  enf^aU 
tenen  ungeraben  ^ofenj  »on  i,  fein  ^eidben  mit  i,  fo  bo^ 
atfo  bie  oocutirenbe  Suc»e^  in  bet  Dlä^e  be6  ©etü^rungOs 
punfte^  oberhalb  unb  unterl^atb  ber  erfien  (£ur»en  üegf. 
^e^niidbe  ©emecfungen  geiten  für  ade  Lenierungen  eimc 
geraben  Orbnung. 

2.  Um  ein  ©eifpleläu  giben,  fep  bie  oöcutirenbe  Cur»e 
eine  gerabe  Xinie , beren  ©ielcbung 

' jt  = t"  (*i ) = A*»  + ® » 

unb  fo  iu  beflimmen,  bo^  fle  mit  einer  bur<^  bie  ©ieidbung 

y = t(*) 

gegebenen  €ur»e  eine  SSerüerung  erjler  Orbnung  \^<xt.  gu' 
bem  ©nbe  bot  man  nach  bem  Obigen: 

y -y 

ft  ” 

Inbem  man  = x fe^t.  2lber  ^ = A j alfo  A ; 


y = Ax+B,B=y— 


^oigtidb  bie  0iei4>ung  ber  S3erüerenben: 

“y. -y  = f^(x. -*). 

©inb  bie  ©oorblnaten  redbfwinflig,  unb  bejei^net  a 
ben  ^infei  ber  ©erubrenben  mit  ber  '^bciffena;e  $ fo  i|l 

^y 

, . . ' tango  = ^ . 

®ie  ©ubtangenfe  würbe  |I4>  ebenfalls  teidbf  befUmmen 
lajfen. 

®a  bei  einer  ©erübrung  be«  nten  ©rabeö  nadb  bem 
Obigen  n + 1 ©ebingungen  )u  erfüDen  finb ; fo  mup  bie 
©ieiebung  einer  ©ur»e , bie  eine  oäeutirenbe  ©ur»e  beet 
nten©rabeg  fepn  fann,  n + 1 conflante^  bunb  bie  er* 
wübnten  n + 1 ©ebingungesgteidbungen  ju  befiimmenbe/ 
©röpen  enthalten.  3)ie  Oeiculatton  ber  geraben  2inte 
fann  atfo  nie  ben  erfien  ©rab  überfleigen. 
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3.  @oö  b«r  gefunben  werben,  Wetter  mit  einer 
but4>  bie  ©(ei4?ung 

y = f(x) 

gegebenen  ©nrne  eine  S3eriJ^rung  betJ  erjten  ©rabes  l^of ; 
fo  fe9 

(x,-a)=  + (y,-b)*  =r» 

bie  ©teidbung  biefesi  Greife«.  5oIgli4>,  w«3cn  bei:  ©erüb- 
rung  er(icr  Dehnung : ‘ ■ ' 

(x-a)>+(y_b)^  = r>,|?  = - , 

worauöföc  Jj  = y':  , 


X = a 4* 


ry 


y = b — 


rTT?’*  ’ 1^1+7^ 

!9lan bat  otfo  bloß  jwei  ©tei^jungen,  unb  eine  bet  ©otts 
jtanfen  a , b , r bleibt  alfo  unbeßimrat.  ©liminict  man 
rj  fo  erhält  man: 

b _ y — _ _(a_x)  = - ^(a-x)  , 

weldbe«,  wie  leidbt  erhellen  wirb,  bie©leidhung  ber  SJlor* 
male  bet  gegebenen  ©uroe  för  ben  ©eröhrungopunft  iff, 
ouf  ber  alfo  bie.SOlittelpunfte  ollet  Streife,  bie  mit  ber  ge* 
gebenen  ©uroc  eine  ©etuhtung  erßet  Drbnung  h<ii>en, 
liegen. 

§ür  bie  ©erährung  iweiter  Drbnung  hat  man,  x fär 
Xi  gefegt  t 

_ „ ^yi  _ 5*yt  _ ^’y  ' ■ 

y*  - y*  - 3?  • ^ 

golgtich 

(X-  a)*  + (y-b)*  =r>  , 

(X  - a)  + (y  — b)|?  = o , 


* + (%)■  + <y”^^  35^  - ® ’ 


woraus  leidhtt 


y'(^+7*) 

l+V* 

b = y+  . *■ 


y" 
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iur  t^dOi^cn  ^efiimntung  be«  gefud^tcn  ^reifeä;  bep  ht-~ 
fannfltci^  bet  jtcünimunggfceies,,  unb  fein  Dfabiu« 
ber  j^tummungß^otbmcffec  ber  gegebenen  Siim» 
für  ben  gegebenen  ^unft  genannt  wirb , unb  olfo  immer  . 
eine  Berührung  jweiter  Orbnung  mit  berfelben  ^af. 

@0  »iel  f4)ien  ouß  ber  Je^re  »on  ben  S3erübrungen  5ur 
Grtäuferung  beß  Sßor^erge^enben,  unb  bem  ^erfiänbniß 
beö  Soigenben  n6ti)ig  ju  fei;n. 

4.  ÜÄan  l^at  jwet  5lrfen  »ielfadber  fünfte  ju  unfer= 
f4)eiben/  jenodbbem  nämli^J  bie  einjelnen  3*®eige  ber 
Surne  ji(ib  in  i^nen  fcbneiben,  ober  bio^  berühren.  ®ie 
0iei4?ung  ber  gegebenen  0ur»e  feij  immer  i 

, u = f(x,  y)  = e . 

5.  jeber  3weig  ber  CTurw  in  bem 
t>ietfad)en  fünfte  eine  »erfi^iebene  23erü^renbe,  unb  atfo, 
o^ne  bop  x,  y,  bie  Soorbinoten  beß  »ikfacben  ^uhfre«, 
jtdbanbern,  (2.)  eben  fo  niete  SBerf^e,  otß  bie  Drb» 
mingßja^t  beß  nietfacben  ^unfteß  angiebt/  fo  baf  man 
alfo  auch  umgefe^rt  auß  ber  2lnjal)t  ber  nerfdbiebenen 

SBert^e  non  ^ in  bem  nietfa^en  fünfte  auf  beflen  Drb* 
nungßja^t  f4)tie^en  fann.  S)ie  lDifferentiaIgtei4>ung  ber 
gegebenen  Curne  i|l 

(l)  + df)rl  = ”- 

3wei  nerfcbiebene  SBertl^e  non  ^ in  bem  nietfa4>en  fünfte 
fe^en  A,  Bj  fo  ijl 

(s)+'(j?)  = »- 

wo  (^),  (^)  in  beiben  ©teidbungen  einertei  SBertb 
haben,  gotgli^  burdb  ©ubfracfion 


unb  bemnadb  r weit  A — B nid^f  = o ifl , 

(^)  = o,alfoQU«(^)=o  . 


/ 
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o(fo  bie  gjgekrie  £ur»e  blelfacj)«  fünfte ; fo  möffett 
bie  Soorbinaten  becfelben  ben  0(ei^ungent 


genögett,  «nb  man  wirb  oifo  x,  y oug  jweim  biefet 
©(d^ungen  beftimmm,  unb  unferfu^en,  ob  bie  gefun* 
benen  SBerfl^e  au^  bcr  bnften  gemigen,  in  wctdbem  §oHe 
biefc  2Bert^e  im  SlUgemcinen  bielfa(^>en  ^^unften  b«c0ur»c 
a(ö  Coorbinofen  entfprecb«n. 

0ntn>i(fe(t  man  nun  au«$ 

(s>  + (S>  = » 


bie  jweife  ©Ijferentialgieid^ung ; fo  wicb 


, ®iefe  ©iei(j|)ung  ijl  inSejug  auf^  »om  iweifen  ©rabe, 
unb  biefet  ©ifereneiaiguotient  ^of  oifö,  wofern  ni^it  otle 
©lieber  ber  @lei(J)ung  = o werben,  jwei  SSJerf^e , bie 
eneweber  beibe  teeö , ober  beibe  imagindr  jinb.  er(fen 
Saüe  i|l  ber  normet  gefunbene  ^unft  einS)oppelpunff,  unb 
' bie  2agen'ber  beiben  SSetü^renben  in  bemfelben  werben 
bur^  bie  beiben  SEBert^e  bon^,  bie  au«  obiger  ©lei* 
^ung  ergeben,  beflimmf.  0inb  aber  beibe  ^ur^eln  ber«  / 
felben  imagindr;  fogiebte«,  weil 

^ = tang« 

gar  feinen  reellen  2Bert^  ^at,  für  ben  gefunbenen  ^unft 
feine  ©erdt)renbe , fo  bap  berfelbe  aifo  au^  ni^t  eigentli^ 
in  ber  ©uroe,  a(«  jufammen^dngenber  ^ug  gebadet,  liegen 
^ fann,  obgleich  et  aßerbing«  au4>  ber  ©lei^ung  ber  ©uroe 
' entfpricht-  ©otche  ft4>  jwar  au«  ber  ©lei4>ung  einer  ©ur»e 
mit  ergebenbe , aber  nicht  eigentli^^  in  ber  ©urbe  al«  ju» 
fammenhdngenber  3^9  Uegenbe JPunfte  h<if<n  ronju* 
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girfe^unffe,  ober  audt),  namenflt^  bet  dffern  ©dfjriff: 
ffeßern,  unft^tbarc  »ie(fad[>e  fünfte  (puncta 
mulliplicia  invisibilia  ). 

©ollten  alle  ©lieber  ber  obigen  q«abrafif4)en  ©teidbung 
t>erfcbtvinben ; fomü^ee  man  bie  britte  ©ifferentialgleicbung 

enfwiefetn,  in  t»et4>er  »leber  bie  mit  ^ unb 

fen  ©lieber  »erf(^>roinben  t»erb*en. ' ^n  ©ejug  auf  if! 

biefe  ©leiebung  »om  britfen  ©rabe,  unb  bat  alfo  entweber 
' brei  reelle  2Burjeln,  ober  eine  reelle  unb  jwei  imaginäre/ 
norauogefe^f/  ba^  nicht  alle  ©lieber  berfelben  »erfebtniuä 
ben.  0inb  alle  brei  SBurjeln  reeü;  fo  i|l  ber  9^unft  ein 
breifadber,  im  anbern  <5aHe  bagegen  nur  ein  einfa^er/ 

, weif ^ nur  einen;  aber  bodb  einen,  reellen  SBertb  bat.' 
85erfcb»inben  audb  alle  ©lieber  ber  tjorbergebenben  ©lei= 
4)ung ; fo  entwicfele  man  bie  nieree  35ijferentialglei^ung, 

mel(he  in  Söejug  auf  ^ nom  »ierfen  ©rabe  fe^n  wirb,  unb 

in  ber  wieber  bie  mit  , 0 behafteten  ©lieber 

uerfebwinben.  ®i<fe  ©leidbung  bat  alfo  entweber  »ier 
reefle,  ober  jtoei  reelle  unb  j»ei  imaginäre,  obet  »ier  ima» 
^ginäre  SSBurjeln.  ip  ber  ^unft  ein  »ier=> 

facber,  im  jweifen  ein  S)oppelpunff,  im  britfen  ein  com 
iugirter.  SEBie  man  auf  biefe  51rf  weiter  geben  fann,  fällt 
in  bie  Stugen.  ®ie  folgenben  Seifpielc  werben  jur  ©rläui 
ferung  beg  ©efagten  bienen. 

©ntwicfelt  man  ^ aug  ber  ©leidbung  ber  gegebenen 

©ur»e  unmittelbar;  fo  erhält  man,  wie  aug  ber  bi«f  S^- 
lebrten  25epimmung  ber  »ielfoihen  fünfte  unmittelbar 

beroorgebf , wenn  in  für  x bie  2lbfci|fe  eineg  »ielfadben 

^unfteg  gefegt  wirb,  = ^/  bejfen  Sffiertb  au^  nadb 
benbefannten  Siegeln  (gunction.  50.)  bepimmf  werben 
farm. 

6.  35ie  ©leiebung  ber  ©ur»e  fe^ 

u = X*  — 2ay’  — 3a’y’  — 2a’x-  + a*  = o ; 

foip  - 
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<1  ' I . 

(^)  « 4*3  _ 4a=*,  = - 6ay3  _ 6«-y  ; 

x(x-  — a»)  = o,  y(y  + a)  = o ; ' ' 

* = o,  = + a;  y = o,  =3  — a . 

9lun  unf«fu*e  mon,  o&  btefe  9GBecf^e  »ott  x,  y t»er  ge» 
gebenen  ©{cictmng  n = o genüge»,  guc  x = o erl^ätf 
mon  ouß  becfelben  y=— a,  unD  für  y = o ergfebf  f?cb 
X = + a,'  fo  bog  alfo 

* = o,y:=  — a;*  = + a,y  = o 

brei  m’effadben  93unffen  entfpredben  fonnen.  D^^n  l^at  matt 

4*3(5*  — 4a3*^x  — 6ay3^y  _ 6a’y(5y  = o , '' 

2*3<5x  — 2a3*5x  — 3ay=^y  — Sa’y^y  = o , ' ' 

6*3^*3 — 2n^dx-  — 6ay^y3  — 3a“<9y3  l, ^ 

— 3ay(y  + a)^3y  j » 

6*3  - 2a>  - 3a(2y  + a)(g)’  = 0 , 

5ur  X = o,  y = — a »tcb  biefe  ©teidbungi 

iinb  für  X =r  + a , y = o : , 

5Ufo  t(l  jebec  ber  brei  »origer  b'e|!imnifen  fünfte  ein  S)ops 
pelpunff.  ^iic  ben  erften  i(l  tangee=r  für  bfc 

betbenanbecnbagegentanga=K  4/  nafütli^) immep 
ba0  beppelfe  geilen  bec  2öurje(  ju  berürffic|5figen  i(l. 

§üc  X = o i(t  bie  ©leidbung 

— 2ay3  — 3a*y3  + a*  = o , . i . 

iveldbe  (idb  in  folgenbe  brei  Sacforen  jerfegen  t. 

a(y  + a)(y  + ®)(a  — ; 2y)  = o , 

unb  bemnadb  bie  brei  SEBurjcln 

y = — a,  y = — a,-y  - 4a 

bof.'  2>ie  beiben  erjlcn  enffpredbcn  bem  einen  ^oppei* 
punfre,  bie  leerere  bient  5ur  SBerjei^nung  ber  ©urne.  3» 
weiterer  25e(!immung  i^rer  ©eflalt  fudbe  man  bie  ^unfte^ 
in  benen  bie  Serübrenbc  ber  5lbfci(fen  = unb  Drbinatenape 
paroßelijl.  gur  ben  cr|Ien  §aß  i|i 

^ 2x(  *3  — a3 ) ^ . 

ßx  ~~  ’3ay(y  + a)  ~ ‘ / . • 
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2IIfo  x(x*  — a*)  =:  o,  , b.  i.  X = o,  x =r  + a. 
gür  X = o ftnb  bte  enffpredtxnben  SGBerf^e  »on  y fcboit 
gefunbtn , unb  x = + a giebt  bie  beiben  ®oppelpunfte, 
für  wcldbe  y = o.  0e§f  man  aber  x = + a ; fo  wirb 
bie  gegebene  01eid^ung : < 

— 2«y’  — 3a=y»  z=  o , — 2y  — 3a  = o , 

tborouö  no(b  y = — Ja  für  bie  ben  2Ibfctjfm  x = + a 
cnrfprecbenben  fünfte,  in  benenbie  95erü^renbe'ber  2lbs 
fciffenaye  paradei  tjl.  §ür  bie  fünfte,  wo  bie  S3erü^= 
renbe  ber  Orbinatenajre  paradei  ij?/  ijl 

f5y  _ ^ _ 3ay  ( y + a ) 

< ^ ^ ’ dy  2x(x* — a^) 

2I(fo  y(y  + a)  = o,  y=o,  y = — a.  ®er  erffe 
SSerf^  non  y giebf,  wie  wir  f(^?on  wiffen,  x = + a,  bie 
beiben  (eifern  ®oppe(punffe.  §ür  y = — a wirb  bie 
©leicbung  ber  Surne : ' 

' I X*  — 2a’x’  = o,  X*  — 2a’  = o . 

2Ufo  x = o,  wie  wir  fcbon  wiffen,  "unb  x’  =2a*, 
X = + a K2  für  bie  ^unffe,  in  benen  bie  Serü^renbe 
ber  jDrbinarenajre  paradel  if!.  $ür  bie^oppeipunfte  wirb 

l^ier  immer  gnr  Sßerjei^nung  unferer  £ur»e 

l^aben  wiraifo: 

X = 0,  y = — ‘a  . 

*=4.a,  y = o I ©opptlpunfte.  .. 

X = — a,  y = o ) 

|)unfte,  wo  bie  Secfl^renbe  bec  Ätfcifliens 

3 ( axc  paraUel  ifl* 

X — — a,  y — — j 

x=  + aY‘2,y  = — aj  |)unftc,  »0  bie  SBerfi^renbe  ber  ßrbinas 
X = — ay2,  y = — a i tenore  pataUel  ijt. 

5Die  2age  ber  SSerü^renben  in  ben  ©oppefpunffen  iß 
fbon  bor^er  befiimmf.  S)ie0urbe  ifl  in  Fig.  131.,  wö 
AD=— a,  AD'=  + a,  AD"=  — a;  AF/ = 
+ aT2,  AR"  = — aT2;  AF=:  + fa;  D'G'  = 
— 4a;  D"G"=— 4a;  E'H'  = — a,  E"H"=  — a 

ifl,  »erjeicbnef. 
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7.  gör 

, u = ay*  — x’y  — bx*  = o f|l;  , 

dr)  = “ 3’'’ t ) = 3“y*  - i 

Cy  + •»)  = °»  3ay*  — X»  = o;  / 

' i 

X = O,  y = — b;  X = y*3abä , y =3  O . ' 

0lut  x =:  o,  y = o genügen  ber  gegebenen  ©fetdbung 
u = o.  3)ie  jweife  2>i|ferenfiargreic|>ung  wirb  mit  SBeg. 
iaffung  beß  ent^atrenben  ©liebes : 

6ay^y»  — 6x- dxfij  — ‘ 6x(y  + b)5x»  = o ^ 

in  weldbec  alfo  äße  ©lieber  für  x=.o,  yz=o  t>er» 
febwinben.  (Eben  fo  wirb  bie  britte  ©ijferentialgleid^nng 
mit  28eglaffung  ber  »erfc^winbenben  ©lieber: 

6a^y’  •—  18x^x’c5y  — 6(y  + b)öx^  — ® i 

woraus  für  X =:  y = o : 


2I(fol^of|j  nur  einen  reeßen  SBertl^,  unb  ber  burdi> 

x = o,  y = o gegebene  ^unft  ifi  alfo  fein  bielfac^er 
(punft,  beren  bie  Surne  folgli4»  überhaupt  ni4>t  ^af. 

8.  @e9  ferner 

u = X*  + 2ta’y  — ay’  = o ; 

fo  ifl  bie  erjfe  ^Differentialgleichung: 

4x3  ^x  ^ 4axyßx  + 2ax^dy  — 3ay-Sj  = o , 

4x(x*  + ay)  + a(2x>-3y3)|?  = o , 
x(x>  + ay)  = o,  2x3  — 3y3  = o ; 

X = 0,  X = + an,  t=  — ari;  y = o,  = _ |a,  = - 4a  . 

Olur  X = o,  y = o genügen  ber  gegebenen  ©leidbung 
u =:  o.  ®ie  jweife  ©ifferentialgleidhung  ifi,  mit  Sffleg= 
laffung  bet  »erfchwinbenben  ©lieber : 

16x3  +2ay  + 4ax|  -3ay(|)*=o. 

5lße  ©lieber  biefer  ©leichung  nerfebwinben  für  x = o, 
y = o,  ©ntwicfelt  man  nun  bie  britte  ©ifferentiala 
glei^ung ; fo  ifi , wieber  mit  SBeglaffung  ber  »erfchwin* 
benben  ©lieber: 
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' ■ 

«nb  folgli^»  fwt  X = oi 

gotgtid^  i|l  bet  «Punff,  föv  welchen  x = o,  y,  = o , ein 
breifad^er  ^unff,  unb  jut  Seffimmung  bet  Setü^tenben 
bet  btei  fid{>  in  bemfetben  fi^neibenben  ^weige  {>ot  man: 

|i  = o,  = + r2,  = -r2,  ' 

fo  ba^  atfo  bie  eine  biefet  25etu^tenben  bet  2I6fci(fena)fe 
pataDet,  obet »ieime!^t , tt>eUx  = o,  y = o,  bie  2lbs 
fciffeno)rc  felbfl  i(T.  ®ie  beiben  anbetn  finb  bur^  tang« 
=:  + K 2 ebenfalls  beftimmf.  S)ie  £ut»e  ^at  bie  in 
Fig.  132.  batgefleOfe  ©ejtalf/  »ieftcb  bei  nd^etet  Untet= 
fu4)ung  jeigt. 

9.  Sur 

u — y4  — X*  + X*  + 3x^y’  = o 
iji  bie  erjte  ®iffetentialglei4)ung: 

4y3^y  _ 5x4  (5x  ^ 4x3  ^x  + 6xy*  dx  + 6x^y^y  = o , 

4x5  _ 5x4  + 6xy»  + 2y(3x5+2y5)^  = o , 

4x5  5x4  6xy5  = o , 2yC3x>  + 2y»)  = o . 

5I(Iein  x = o,  y = o erfüllen  biefe  ©ebingungett/  unb 
genügen  bet  gegebenen  ©teidbung.  S)ie  jweitc  unb  britfe 
©ifferentiolgleidbung  uerfebroinben  an  (i(b>.  S)ie  uiette  if{ 
mit  Sßeglajfung  bet  uerfcbwtnbenben  ©lieber : 


Jbfef  man  biefe  ©leidfjung  wie  eine  quabtatifc^e  auf;  fo 
fnbet  man 

2 ’ 

fo  baß  oifo  atte  2Butjeln  obiger  ©leid;img  imagindt  ßnb, 
unb  bet  burdb  x = o , y = o bejlimmte  ^unft  folglidb 
ein  eonjugirter  ^unft  bet  ©ut»e  i|t. 

10.  ©ie  ©leidbung  fep  . • 


Digitizcö  Ly  Googl* 


< 


3Stclfac^er  9>unf(. 


8G5 


u = ay’  — 2aby  + ab-  — x’  — cx’  = o , 
— x(3x  + 2c)5x  4-  2a(y  — b)f9y  ='  o , 


~ x(3x  -f  2c)  + 2a(y  — b)||  = o , 

x(3x+2c)  = o,y  — b:^o;  ' 

x=o,=  — jc;y  = b. 

öluc  X ==  o , y = b genügen  tec  gegebenen  ©feidE^ung. 
3)ie  iweife  tjoDpünbige  S>ifferenn'a(g(eict>nng  ijl: 

— (3x  + c)(?x»  + a(9y\—  a (y  _ b)^=y  = o , 

unb,  mit  SßJegtaffung  bec  nerf^jwtnbenben  ©lieber  j 

-3.-. 

Slifo  für  X ==  0 J ' 

-o+.(l)-=o,|=±ri, 

wobureb  bie  ©erül^renben  ber  betben  ^welge  be(limmf  iver^ 
bert.  ®er  burc|>  x=  o,  y = b befümmte  ^unft  l|l 
’oifo  ein  S)oppelpunft.  ^ 

11.  ginbef  aber,  um  nun  ju  nüfierer  ©cfraebfung  bet5 
i in  (4.)  angebeufefen  jmeifen  gallß  überjugeljen , jroifeben 
^ ben  cinjelnen  ^weigen  ber  ©urue  in  bem  »ielfocben  fünfte 
' überbaupf  eine  Söerübrung  bes  (n  — l)fen  ©rabeg  (iaffj 
fo  bejei^jne  man  bie  SBertbe  »on 

^y  f?’y  f5^y  fl’y 

^x  ’ ’ fix^  ’ ßx‘*  ’ 

in  bem  »ietfacben  ?>unffe  für  irgenb  einen  befHmrafen 

3meig  bureb  y\  y" , y'" , y"',  , für  jeben  anbern 

gweigbureby/,  yi""t  ••••/  bie  ouf  bet 

Drbinate,  melcbe,  wenn  x bie  2lbfriffe  bes  uielfacben 
.^iunfteef  bejei(bnet , ber  2Ibfriffe  x + i entfpridbf/  genoms 
mene  ©mfernung  ber  beiben  3*veige  ber  ©urw  »on  einan» 
" berober  burdb foi|i  (1.): 

j = (y'— y*')-^  + (y"— y*")- + (y"~y*"')‘i-;^ 


+ (y""-y.'"'). 


^..4 


+ . 


fea  aber  jmifeben  ben  einjelnen  Zweigen  eine  ©erübrung 
bes(n  — 1 )ten  ©rabcß  fiaft  finbet ; fo  ifi  (1.): 


y = y.  . y = y. 

V. 


y'"  = y.'",  ....  J(n-l)  = y,(n-.)  , 

3H 
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unt>  fo(9U<|> 

j = (yC")  — + (y(“*‘>— y,<”*'0"r~'”** 

x»««n  X«» 


(n+l) 


+ ••  ■ 


Sflun  i|l  f(ac,  ba^  J,  wie  fleln  man  auc^)  i ncl^mm  mag, 
fottktc  ncrfc^iebcne  ?H3erf^e  l^aben  wirb,  olei  bie  2Injü^t 
bccinbem  nietfa4>en  fünfte  jufammenfommenbeit  ^weigc 
Sin^eitcn  entölt,  weniger  einen.  (Eben  fo  niete  »eefebies 
bene  SSert^e  wirb  atfo/  ba  biee  bei  jebem  @rabeber.Ä(eins 
l^eif  non  i gitf,  auc(?y(")  — fotgticb  oudf?  yi^“^ 
l^aben.'  !J)emna4)  i^af , wenn  man  nun  ben  SBerfl^  y(") 
felbfl  mU  jd^tf,  yW  ober  ^ eben  fo  niete  nerf^ebent 

2Bert^e,  atß  3weige  ber  Surne  in  bem  nietf<f<|)en  ^Junffe 
jufammenfommen.  §ür 

^’y  pn— ly 

^ M ’ r5?  ’ • * • • I 


giebf  es  bagegen  In  befit  nietfad)cn  fünfte  nur  einen 
?83ert§,  wie  ouS  bem  Obigen  er^etlef.  ' 0?un  bat  ober/ 
wenn  11=0,  wie  immer,  bie  ©teidjung  ber  gegebenen 
©urne  bejei(d)nee,^  bie  nte  ©ifferentiatgleicbung  überhaupt 
bie  5orm: 

/<5u\r*«y 

wo!  alle  fe'^tenben  ©lieber  einen  niebrigern  3)i|feremiatquo- 
fienten  non  y ots  ben  neen  enf^otfen,  ein  ©efe^,  wetebeS 
für  n = 1,  n = 2 unmittelbar  aus  (5.)  erbeßef , unb 
bureb  bie  befanntc  ©cl;tu0arf  non. bem  nten  auf  ben 
(n  + l)teu  Satt  Icicbt  jur  21ttgemeinbcif  erhoben  werben 
fann,  ©inb  atfo  A , B wieber  irgenb  jwei  ber  perf^iebc= 

nen  SSJertbe  non  in  bem  nietfad;en  9>unfte ; fo  ^at  man 


woraus,  bc^  wie  wir  fo  eben  gefeiert  ^aben,  affe  ©iffe- 
rcntialquofienten  non  y unter  bem  nten  in  bem  nietfadjen 
«punfte  einerlei  2öertb  behalfen,  ganj  wie  in  (5.)  ge* 
fd;toffen  wirb,  ba^ 


■> 
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(p)  = o,  (p)=^o . 

V*v  \^/ 

5öa  aber&i’e  cr(Ie  SMfferenfiatgteid^ung  uSerl^flUpf: 

(i)  + (t)S  ° ’ 

unb  = o i|t;  fo  ^af  mon  in  biefem  SaHe  ganj  tvie  in 
bemecflcnj 

fo  ba0  aifö  in  bciben  gädch  bie  bie(fad()en  PunUe  ffdßig  * 
ouf  giei4>c  3Irf  gefurtben  werben.  Ob  bie  einjeinen  ^weige 
fidb  ^neiben  ober  berü|ren,  crgiebt  (icb  nnmlffelbar  bei  betf 
SSefiintmurtg  ber  2dge  ber  S3erü^renben  ber  einjeinen  ^weige 
(5.),  inbem  im  teßfern  ^aHe  bie  ©leidtjung,  burc()  wel(^e 
bepimmf  wirb,  bfo^  fo  »iele  einanbcr  gleiche,  int 
erjien  bdgegen  fo  biele  »erf4)iebenc  SBurjeln  ,^aben  Wirb> 
ölo  bie  Drbnungsfja^i  be6  oielfa^jen  ^^unffeo  Sin^eifert 
enf^ölf. 

9Sie(fa4?e  fünfte  bet  jweifett  ?Irf  fönnen  in  Befonberit 
gdllen  au4»  in  @pifjen  übergeben,  über  beren  UnterfeBeU 
bung  ber  5lrf.  Oviicffel^rpunff  na^jufe^en  i|?. 

12.  o^ne  Solcul  errettet  leicht,  ba^.überl^aupf 
hur  erfl  eine  2inie  beo  (^  + 1)^««  ©rabeo  einen  nfadbeit 
5>unft  ^aben  fann.  ®enn  feilte  fcbon  eine  £inie  bce;  nfett 
©rabeo  einen  nfacben  ^unft  ^aben;  fo  benfe  mon  ftd^  ■ 
burcB  benfelben  unb  irgenb  einen  onbern  ^unff  ber  ©ur»c 
eine  getobe  2inie  gejogen , wel4>eö  offenbar  immer  mogli0 
ifij  fo  würbe  biefe  gerobe  2inle,  bo  in  bem  nfodjen  fünfte 
ng'^eige  bet  ©ur»e  jufommenfommen,  leitete  offenbar 
'eigentlich  in  n + 1 fünften  fdmeibcn,  wetd)eö  befaHnftich 
nicht  mbglidh  i|l  (Ärummc  2inie.  27.).  .S’eih  .Äegelfd>nitC 
alfo  fann  einen  ^oppelpunft  haben , fonbern  nur  erf!  ein» 
Sinie  beei  britten  ©rabe«.  2Iu8!  bet  allgemeinen  ©leichung 

u = A + B*  + Cy  + + Exy  + Fy’  =3  o 

ber  Ä'egelfdhntff« 

B + 2D*  + Ey  + (G  + Ex  + 2Fy)  ^ = 0 . 
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§0(9(1^  jur  Seflimmung  bec  »ietfadben  fünfte: 

' B + 2Dx  + Ey  = o , C -f*  + 2Fy  = o ; 

_ 2BF  — CE  2CD  — BE 

* ~ 4DF  — E=  ’ ^ ~ 4DF  — E=  ’ 

®iefe  Iffiert^e  genügen  aber  ber  ©(el4>ung  u = o nid&f,  1 
wetebfß  fogtfi^  er^ellef,  wenn  man  für  bie  Soefjtcienfen, 
um  eine  weitläufige  ollgemeine  Ötedbnung  ju  »ermeiben, 
einfache  beflimmte  933crt^e  fe^r.  ©eljt  man  j.  S5.  alle 
©oeffte ienten  = 1 ; fo  if?  bie  ©leidbung  t 

u = l+  x + y + x2  + xy  + y^  = o, 

unb  für  x un^  y er^ült  man  mittelfi  öbiget  Formeln  bfe 
SBettbe  x = — y = — 4^.  5llfo  mü^te 

fe^n,  weldbeö  ungereimt  ijT. 

13.  3Iuf  ,bie  in  (5.  amSnbe)  erwübn^e  ©dbwierigs 
feit  bei  ben  S5erubrenben  in  »ielfadbcn  ^^unften  fcl;cint 
juerfl  9v  0 1 1 e geflogen  ju  fepn.  ©r  glaubt e babei  bie  neue 
CKe^^nung  bet5  Unenbli4?en  unjureidbenb  ju  finben,  unb 
machte  feine  SOiefbobe  in  bem  Journal  des  Sfavans. 
Avril.  1702.  befannt.  3)iefen2luffa^  beonfwortete  ©au* 
rin,  unb  jeigte,  bap  ber  3lrt.  163.  ber  Analyse  des  in- 
^finiment  petits  (par  de  l’Hospital)  binreiche,  bie  S5e* 
rübrenben  in  ben  f^jwierigen  fällen  ju  jieben.  Söeiter 
»erfolgte  ©nur in  biefen  ©egenftanb  in  brei  'Jlbbanblun* 
gen  in  ben  Mem.  de  l’Acad.  de  Paris.  17^16.  p.  59. 
275.  1723.  p.  222.  unter  bem  titelt  Re'marques  sur 
un  cas  singulier  du  probleme  des  tangentes.  2lm 
au6fübrlid?)len  i(l  bie£ebre  »on  ben  »ielfa^jen  ^unftetf  be^ 
banbeit  in  ber  Introduction  ä l’Analyse  des  lignes 
courbes  par  Gramer.  Chap.X.XIII.  ©inigeSfoitimf 
ou^  in  ber  Introductio  in  Analysin  Infinitorum. 
T.  II.  §.  295  — 303.  »or.  9Beber©ramer  noch  ßu* 
her  bebienen  jich  ber  5Differentialredbnung.  3^re  SOles 
tboben  grünben  pdh  ganj  ouf  bie  SSerwanblung  ber  ©oor= 
binaten.  ©ine  befonbere  ©dbrift  über  bie  2Inwenbung  ber 
©ifferentialrechnung  auf  biefen  “ibeil  ber  b6bern©eomefrie 
ift:  G.  H.  Bortz  de  rationibus  regularuni,  quas 

calculus  diflFerentialis  in  constituendis  punctis  cur- 
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‘«varum  multiplicibus  et  subtangentlbus  in  iis  aÜ 
haecpuncta  ducendis  offert.  Lips.  1769.  Ufber  bie 
bielfa^en  unb  conjugirten  (points  multiples  invisi- 
bles)  fünfte  bec  i'inicn  ber  »ifrtc«  Drbnung  f.  m.  jwet 
befonbtre  ^Ib^anblungcn  bon  S5rag«  = ?ongne  in  bcn 
Me'm.  de  l’Acad.  de  Paris.  1730.  p.  363.  1731.  p.  10. 
5Iudb  Camus  sur  les  tangentes  des  points  com- 
muns  .ä  plusieurs  branches  d’iine  inenie  courbe. 
Me'm.  de  Paris.  1747.  p.  272.  finbet  man 

ond)  in  ben  neuern  SBerfen  über  l^b^ere  ^Inott^jis,  befon= 
beref  in  jLacroix  Traite'  du  calc.  dilF.  et  int.  Ed.  2. 
T.  I.  $.  187.  sqq.  unb  bcffen  Trait^  e'lem.  du  calc. 
diff.  et  int.  Ed.  2.  p.  104.  2lud?  f>  ni.  Karsten 
Mathesis  theoretica  elem.  atqiie  sublimior.  Rost. 
1760.  p.  921.  sqq.  propere  ^lusfü^rlicbfeil  gefiattel 
^ier  ber  ^aum  nid^t. 

SSlclfdd^CÖ  cinci*  0r5pc  Ai|leine©r60c,n)eldbc 
(nt(Ieb6  wenn  man  ju  ber  ©rc^e  A'eine  ober  mehrere  an^ 
bere  i^c  gleiche  hinäubenft.  5)enft  man  fich  n ber  A gleit^e 
@rö0en  mit  einanber  Bereinigt;  fo  erhalt  man  bao  nfache 
Bon  A,  »Belcbee!  burch  nA  bejeichnet  wirb.  A felbfi  Ijei^t  • 
bie  BerBielfältigte  @r6^c.  ®ae(  QSielfadhe  leine? 
©röpe  ifi  mit  berfelben  immer  Bon  einerlei  2lrt.  ' • < 

SSieIfac(;cg  emc^  SSerf>\ltni(fc^,  f.  iöerhait* 

nip  ( 14,). 

S$ielfad)e§,  flcuif!eö  e 

f.  gemeinfdhaftlicher  (9.). 

Jfbe  Bon  Bier  geraben  Sinien  in  einer 
©bene,  ober  Bon  Bier  23ogen  auf  ber  Oberfläche  einer 
JKugel  eingefcbloffene  §igur.  Die  befonbern  2lrten  beö 
93ierecfß.;  Parallelogramm  unb  ‘Jrapejium  f.  m.  in  befon* 
bern  2lrtifeln.  ©in  in  ober  um  einen  Äreio  befdbriebenea 
96icrecf  h<i0tein  ein=  ober  umgffdbciebeneo  Sßierecf. 

SDierecf,  um  ober  in  weites  jtch  ein  i^reio  befchrei: 
ben  läßt,  centrifch  nach  ben  ©den  ober  no(t 
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t»cn  0fifen.  ©n  09(lem  »eit  »tet  gerab«tt  Stnien,  > 
wie  AC,  CE,  AD,  BE  (Fig.  133.) 
feen,  nennt  man  ein  »oKfiänbige«  SÖiererf,  bejfcn 
©iqgonaten  BD,  CF,  AE  ftn»,  inbem  jebeß  93ierecf  Int 
gen6^n(id?en  0tnne  nur  )n>ei  diagonalen  ^at.  die  ^e: 
veebnung  ber  ©eiten  unb  SEBinfel  ber  SDiercefe  ou«  gegebes 
nen  ©tuefen  f.  nt.  int  5lrf.  ? cigonömetrie  V. 

1.  §Är  bie  ^ongrueni  bet  ?9icrerfe  gelten  folgenbe 
©ebingungen. 

a)  SBenn  gße  »iec  ©eiten  unb  ein  SBinfel  gegenfeitig 
glei^  (tnb.  denn  finb  B,  1^  (Fig.  134.)  bie  glcieben 
Sßinfel;  fb  folgt  Icicbt  bie  Songruenj  ber  dreieefe  ABC, 
EFG,  njorauß  AC  =:=  EG,  alfo  au^  //ACD  =.^iEGH, 
unb  folglich  offenbar  bie  Sßieteefe  congtuent. 

b)  *2Bcnn  brei  ©eiten  unb  bic  beiben  eingefdblojfenen 
?ffiinfet  gegenfeitig  gleich  |inb.  Sffiirb  fc^t  leicht  burch  baß 
Slufeinanberlegctt  bewiefen, 

c)  2Benn  brei  ©elfen  unb  bie  beiben  anllegenben  SGBin» 
fei  gleich  f»nb.  ©inb  AB,  BC,  CD  unb  EF,  FG,  GH 
bie  glei(hen  ©eiten ; fo  falle  man  bie  ^erpenblfet  BK,  CL, 
BP,  FM,  GN,  FO.  dann  crl)eHet  leicht,  bag  bie  dreU 
tcfeABK,  EFMunbCLD,  GNU  congnient  finb.  5llfo 
BK  = FM,  CL  = GN,  woraus  CP  =:  GQ.  §olg* 
Ud)  ^BCP  = JFG(^.  ölun  f(^>lie^t  man  lei(hf  r bie 
SBinfel  ber  Sßiereefe  bei  B,  P unb  c;  G gteid;,  bje  Sßier=  ' 
tefe  alfo  congruenf  ftnb. 

d)  SBenn  jwei  jufommenffoßenbe  ©eiten  unb  brei 
(alfo  oUe  »ier)  2ßinfel  einanber  glei^  (inb.  ©inb  AB, 
BC  unb  FE,  FG  bie  glei(hen  ©eiten,  fo  jie^e  man  AC, 
EG,  unb  beweife  bie  Songruenj  ber  dreierfe  ABC,  FEG, 
tmbACD,  EGH,  welches  feine  ©chwietigfeit 

e)  SSJenn  jwei  gegcnüberliegenb'e  ©eiten,  unb  brei 
(alfo  oHe  vier)  SBinfel  gleich  (tnb.  ©inb  BC,  FG,  unb 
AD,  EH  bie  gleichen  ©eiten;  fo  »erlängerc  mon  bie  am 
bern  ©eiten,  bis  fie  f?<h  in  R,  8 f^jneiben;  fo  iflcs  leicht, 
bie  Songruenj  ber  dreieefe  BRC,  FSG  unb  ARD,  ESH 

beweifen , woraus  fogleich  bie  ^ongruenj  ber  iSiereefe 
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fofgf.  ©Inb  flbtr  bfe  ©e<ff n AB , GD  unb  EF , GH 
parallel;  fo  fann  man  öffenbar  ben  ©eiten  BC,  FG  un= 
enblidb  »tele  Jagen  geben,  fo  ba^  fie  fidb  immer  gieicf?  bkU 
ben,  nnb  bie  S^ierecfe  böcb  ni4>t  congruent  finb, 

* 

f)  9Benn  brei  ©eiten,  ein  eingcfcbtoffener  unb  ein  aitf 
tiefen  fötgenbcr  anliegenber  SfBinfet  gegenfcitig  gteidb  jlnb,  ' 
unb  wenn  jugleicb  bie  S)iagona(c  burdb  ben  anliegenben 
^infet  fieiner  ifl,  alö  bie  ©eite  jwifdben  ben  beiben  un= 
befiimmten  SöJinfetn.  Sßirb  fe^r  U\Q)t  burdb  bie  £on= . 
gruenj  ber  SDreiecfe  bcwiefen,  wenn  man  bie  ben  gege= 
ben?n  eingef4?io|fenen  SSSihfein  gegcnöberjie^enben  S)iago« 
Ualcn  iiei)f. 

g)  SBenn  brei  ©eiten,  ein  anfiegenber  unb  ber  biefem 
gegenüberftebenbe  eingefd;ioffene  Siöinfel  gfeidb  jlnb,  unb 
jugleid)  bie  diagonale  bnrd?  bie  beiben  unbefiimmten  SEBin- 
fet  gröfer  ifi,  alö  bie  gegebene  ©eite  an  bem  anliegenben 
SSinfel.  SßJirb  eben  fo  lektf  auö  ber  Congruenj  ber  !J>reis 
(tfe  bewiefen,.  wenn  man  bie  genannte  5)iagonale  5teb(. 

S)urcb  jebe  ber  in  biefen  ©5^cn  angegebenen  fünf 
©tücfe  wirb  alfo  ein  Söierecf  beffimmt.  ©on(l  giebf  eg 
immer  jwei  23ierccfe,  wo»on  man  fi4>  jebem  (ei^f 
yberjeugen  wirb.  . 

2.  3)ie  meifien  metfwürbigen  Gigenfd)af^ten  haben  bie 
centrifben  Sßiereefe.  5”*^  <^ß^  SDieteefe  gilt  ber  »on  (Eus 
ler ’gefunbene  intereffante  ©aij,  bap  bie  ©umme  ber 
öuabrate  ber  vier  ©eiten  immer  ber  ©utnme  ber  Qua» 
brate  ber  beiben  diagonalen  nebft  bem  uietfadben  Ouabrat« 
ber  bie  SOiittelpnnfte  bet  diagonalen  uerbinbenben  Jinie. 
gleidb  ifi.  3fi  namlicb  im  dreieef  ABC  (Fig.  135.)  , 
AD  = DG.,  nnb  BD  gejogen;  fo  füße  tag  ^erpeu: 
bifel  BE  auf  AG.  S)onn  ifl  (dreieef.  19.  20. ) AB» 
^ AD»  + BD»  + 2AD  .DE/  BC*  = CD»  +' 
BD*  — 2CD.de,  woraug,  wegen  AD  =rr  CD , wenn 
man  abbkt,  ftcb  leicbf  ergiebt:  AB*  + BC*  = 2AD* 
+ 2BD*:  ©ep  nun  im  Sßiereef  ABCD  (Fig.  136.) 

DE  = BE,  AK  ='CF;  fo  ii<h«  man  AE,  CK.  dann 
ifl  AB*  + AD»  = 2AE*  + 2DE»,  BC»  + CD»  = 

P 
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2CE*  + 2DE^,  AB»  + AD»  + BC»  + CD»  = 

2 (AE»  + CE»)  + 4DE»  =:4AF»  +4fE»+4DE» 
= (2AF)»  + (2DE)»  + 4fE»  = AC»  + DB»  + 
4fe».  ^araöetogramm  i(!  FE  = o.  2Itfo  AB» 
+.AD^  + BC»  + CD»  = AC»  + BD».  9JJ.  f.,u6ec 
bicfen  and)  eine  2lb^ant)(ung  »pn  ©.  2B.  kr  äfft 
in  ben  Nov.  Comm.  Petrop.  I.  •, 

3.  QSerbinbef  mon  bte  3Wi«e(p»nffe  ber  ©eiten  eineei 
SBierecfp  ABCD  (Fig.  137.)  biirdb  gerabe  £inieit;  fo  if{ 
leidet  geigen  ,'bä0  bie  enf|le^enbe  5'Snr  EFGH  ein  fei= 
nem  5l^ti:’fnin^alte  nad)  fo  großes  ^arafleiogromm 
als  bas  gegebene  Sßierecf  i|l. 

, 4.  ®ie  ©iimme  ber  üuabrafe  ber  15iagonafen  eine« 

jeben  SÖiorecfs  i(l  ber  bpppelfcn  ©umme  ber  0HQbrafe  ber, 
bie  9)iittetpiinfte  ber  ©egenj'eifen  nerbinbenben,  geraben 
Linien  EF,  GH  gleid).  S>a  EFGH  ein  ^araßeiogramm 
ifi  (3  );  fo  ifi  EF*  + GH»  = EG»  + GF»  + FH» 
+ EH»  (2.)  = 2EG»  + 2GF».  2lber  offenbar  EG 
= i-BD,,  GF  = ^AC,  2EG»  =1-BD»,  2GF»  = 
^AC».  2ilfo  EF»  + GH»  =^AC»  + |BD»,  AC» 
+ BD»  = 2)eF»  + GH»j. 

5.  3ff  m bie  2inie,  ivetdbc  bie  tOJiffen  ber  Siagonafen 
»erbinbef;  fo  ij?  AB»  + BC»  + CD»  + AD»  = AC» 
+ BD»  + 4m»  (2.)  =2EF»  + 2GH»+4m»  (4.). 
2lbbirf  man  auf  beiden  ©eiten  AC»  + BD»  = 2ef»  + 

2 GH»  (4.);  fo  eri)ä[f  man  AB»  + BC»  + CD»  + AD» 
+ AC»  + BD»  =4|eF»  + GH»  + m»|. 

6.  ©inbK,  L bie  50iitfefpunftc  bet  ®iogona(en;  fo  ■ 
erl&effet  fe^r  leid)f,  bap  J;k,  LF  beibe  mit  AB,  EL  unb 
KF  beide  mit  CD  paraflet  find,  unb  folgiidb  EKFL  ein 
^arafleiogramm  ifi.  2llfo  i|t  EF»  + KL»  = ek»  + 
FK»  + LF»  + EL»  (2.)  = 2k;f»  + 2EK»=-|^CD» 
+ iAB».  - 2Ufo  AB»  + CD»  ==  2EF»  + 2KL»  = 

2 j EF»  + ni»  j , fo  baß  a(fo  in  jedem  Sßiereef  bie  ©umme 
ber  öuabrate  jmcier  ©egenfeiten  ber  hoppelten  ©umme 
der  üuabrate  bet  bie  SWittcIpunfte  ber  beiden  ©iogonalen 
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unb  ber,  Beiben  anbtrn  ©«genfeiten  berBinbenben  getraben 
i'tnien  gleich  i(f. 

7.  ©e^f  mon  BD  = d,  AC  = d'  (Fig.  138.)  unb 
fäßf  Die  ^erpenbiEcl  AE,  CF;  fo  i(i  AE  = AG. sin«, 

CF  = CG.sin«,  ^/ABD  = -^AG.d  sin  «,  z/BCD 
= -^CG  . ,d'sin«  , woraus!  burdb  2Ibbition  ABCD 
=:-idd'sina.  §oiglidB  »er^afton  jid)  SÖierecfe,  beren. 
diagonalen,  gegen  einanber  gtei(^  geneigt  finb,  wie  bie 
^robufte  tl)rer  diagonalen,  ober,  wenn  jie  in  i^reifc  Be= 
fd)rieben  finb,  tvfe  bie  ©ummen  ber  ^robucte  i^rcr@egen»  . 
feiten  (itreis*.  44.). 

, da  sin«  für  « = 90“  ein  tOiarimum  wirb;  fo  ifi  ' 
unter  ollen  Söierecfen  mit  glei^jen  diagonalen  bas;  am 
gr60ten,  in  welchem  bie  diagonalen|etnen  red;ten  26infcl 
cinfcbliefen,  ©onfi  finb  äße  55ierecfc  mit  gleidf)en  unb 
gleid;  geneigten  diagonalen  einanber  gleich. 

SBifl  man  ein  ^^araßelogramm  berjeid;nen,  bas!  einem 
Sßiereefe  gleich  »fi^  »nb  gleid;c  diagonalen  mit  bemfelben' 
hat;  fp  loffe  man  fich  bie  beiben  diagonalen  unter  bemfeh 
Ben  ?ffiinfel  wie  im  Söierecf  fo  fchneiben,  ba^  fie  fich  ge* 
genfeitig  hnlbiren. 

diefer  @a^  fd;eint  bon  9v  ober  ball  herjunShfen. 

8.  3ft  ber  SBinfet  A (Fig.  139.)  ein  redhter;  fo  er: 
heHet  leicht,  bag  für  DB  =r  Ka*  + d^  ==  n , ber  3**=’ 
halt  bcs  SSieredo  = 

4.  ad  + ^ T (b  + c +n)(c  + n — b)(b  + n — c)(b+c  — n) 

ifl  (dreieef.  34.).  3fi  A fein  rechter  SGBinfel;  fo  mup  ’ 
»nan  in  biefer  formet  ^ ad  sin  A fiatf  -^ad,  unb 

n = cos  A , ' 

wobei  alfo  noch *A  gegeben  fepn  muß,  feljen. 

9.  die  ©umme  ber  ©egenwinfel  jebcsf  eingefd;riebea 
nen  ebenen  Sßieredo  betragt  jwei  Diechfe,  unb  um  ein  ebei 
ncs!  Sßiereef ,'  in  weldhem  bie  ©ummen  ber  ©egenwinfcl 
jwei  Dtechte  betrogen , I5ßt  immer  ein  itreis  befhrei* 
ben  (.Äreig.  22.  23.).  gum  23eweifc  eines  analogen 
fehr  merfwurbigen  @oh«ö  über  bos  fphürifche  einge? 
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f^rieBene  SWerecf  finb  fofgenöe  tJorUufige  S^ftw^fungeti 
nof(>ig. 

10.  3m  cin^efi^jneBenm  eBenen  QJimcf  ABCD  (Fig. 
140.)  jjl  A + C = 180®,  sin  A = sin  C,  cos  A = 
— cosC/  3i: -jadsin  A,  = -l-bcsin  A.  SUfo^ 
wenn  wir  ben  Söicrccfß  bur4)  V bejei^ncn,. 

V = l(ad  + bc)sinA.  3IBec  (‘^rtgon 0 mcttie. 7.) 

ai+d»— a»  b’  + c’— 


co»A  = ' 


2 a d 


-r  coaC  = 


2bc 


(psA 


\vorau«t  nadB  einigen  teidBfen  CKebucdoneti: 

„ bcCa=  4-  d»)  -4-  ad(b=  + c>  > 

^ ° ~ a'd  -t-  bq  ' • 

(ah  4-  cd)(ac  4-  ]?d) 

. ad  4-  bc  ^ ^ 

— a^  ~^b^  — 4-  d». 

iTfäd”^  bc  1 ^ 

• . . A fb  + cV  — (a — d)*- 

2«aiA‘  = l-co,A  = + ' 

(a4"b4-c  — rd)(b  + c4'd  — a} 

2 ( qd  4-  bc  ) ^ ' 

...  . , . (a4-d)’  — (b  — c^’ 

■ 2coalA’-l  4-  cosA=  ^,(,a4-bc)  ■ 

V (a+c4-d  — b ) ( a + b 4- d — c ■) 

~ ^ 2(hd4-bc) 

sin  A = 2 sin  4 A cos  4- A = 

y(b  4-  c 4^  — a)  (a  + c + d — b;j(  a 4-b  + d— c ) (a  + b4-c— d)  _ 
" ' / 2 (ad  4-  bc) 

©e^t  man  nun  a + b + c + d = 2sj  fo  credit  man 
mitfcifl  öeö  Obigen  (ei4)t 

V = r(«-.a)(s-b)(.-c)(s-d)  » 


woraus  ft(J)  (ogleidb  bie  gotmel  für  ben  3«M^ 

ccfs  aus  feinen  brci  ©eiten  (“^tigonometrie.  19.) 

ergiebt^  wenn  mon  d ==  q feßt^  • 

S)er  Dvabius  r baS  um  bas  SSierecf  BefdjrieBenen  .^reU 
fes  iji  äugleidB  ber  piabius  bcs  um  bas  S)reied  ABD  be? 
fd)debenen  .ÄreifeS.  2I(fo  r = (‘Trigonometrie. 
21.).  ^oigtic^  r •= 

|~r(a,b  4r  c4)(a,c  4.  IjdJCad  4-  bc), 
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rc  4 + 'cd  )'(  6c  + hd  )(ad  + bc  T 

' I (*  — a)^»  — b,)(s  — c)(s  — d) 

V = (ab-j-cd)(ac  + bd/(a4  + bc),  , 

GnfwicfcU  man  bag  ^töbuff 

(ab  + cd)(ac  + bd)^ad  + bc)  , 

nnb 


fti  + b*  + c»  + d»  = 

•—  + — +—  +!—  =s  • 

ä»  T bi  ' <J2  TidJ  • 


a^ 


fo  man  lel4)t; 


.KabcdZa»  +(abcd)’.^-V 

^ — if 1 tlL  • ! 

(s  — a)  (s  — b)  (i  — c)  (s  — d) 

boö  ?55ierecf  jugteid)  ccnfrlf(^>  nac[?  bcn  (^eiren,  fo  bag 
gcl)  immlic^j  au4?  ein  Äreiö  in  bajfcl()e  befdircibcn  (5gf ; fo 
wirb  tei^f  crl^cfien,  bag  bie  ©ummen  ^er  ©egenfeifen  gleich 
gnb , b.  a + c = b + d tg.  3)ice(  gleb.f, 

V = Tabcd  , ( 

T = iy' 2ai  + abedi'^  , 

11.  ©ep  nun  ABCD  (Fig.  140.)  ein  fpl^ärif^e^/  in 
einen  f (einem  jlreio  befd;rlebene£!/  Sßiereef;  fo  gnb,  ben 
.^»atbmeffcc  ber  Äugel  = 1 gefegt,  bie  ©eiten  unb  einie 
35iägona(c  beö  entfprcd;enben  ©e()nent){erecf£5=s2sin^aj, 
? sin  4b,  2sin^c,  2sin^d,  2sin^d.  2Ufo  für 

sinia  sin^b  4*  s>n4-c  »in-^d  = P , 
sin  4a  sin  4c  + sin  4b  sin  4d  = Q , 
sin  4»  sin4d+  sin^b  sin^c  = R , 


na4>  (9.) 


sin  43*  = 


K 


5Ibec  (Trigonometrie.  58.) 

cos  3 — cos  a-  epsd 


cosA  = 


sin  a sin  d 

§o(g(id>  nad;  einigen  (eidiffn  Dyebuetionen,  baSsin^^A* 
==  1 — cosA,  2cos-|^A*  = 1 + cosA  ijl: 

sin  43*  — sin4(  a — d )* 


sin  = 


sin  a sin  d 

...  sin4(a  + d1*  — sin  43* 

COS4A-  = TTT ; 

* sin  a sin  d ♦ 
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t>fm  33orlgen  wfrb  bcr  »on  sin  atfa 

= — sioiCa  — d)’ 

sinj^a  sinid.X  + sin-^b  sin  4c.  Y 

— - ^ r-^  « 

für 

X = sin  4b-  4-  sin4-c’  — sin4-(a  — d)’  , 

Y = sin4a4  + sin4d-  — süi4(a  — d)-  . ' 

(SntwicfeU  man  nun  sin.J.(a  — d)*;  fo  crbälf  man 

Y - - sin  4a’  siu4d’  -f-  sin  4a’  sin^d’ 

>4*  S sin 4a  cos |d  cos 4a  sin 4d  >< 

= 2sin  4a  SÜ144  CP^T  C 1 

©C^t  man  aber  sin  a sin  d , 

= 4siu4a  sin4d  cos  4a  cos4d  ; ^ 

fp  crl^üU  man  sini-Az 

X -j-  2 sin  4b  sin 4c  cos4(a  — d) 

4Rcos4a  cos4d 

®er  3ü^er  biefe'g  ^rudb«  t|!  = ' 

sin  4b’  sin  4c’’  — sin4(a  — d)’ 

+ 2 sin  4b  sin  4o  cos  4 C a — d ) 

==  co$4Ca — d)’  4"  2sin4b  sin4c  0054.^0— d), 

— sin  4b’  — sin 4c’)  , 

5Iber  1 — sin  — sin  ic*. 

= 1 — sin  4b’  — sin  4c’ 

4-  sin  4b’  sin  4c’  — sin  4b’  sin  4c^ 

= (1  — sin4b’ ) (1  — sin4c’) 

— sin  4b’  sin  4c’ 

= coj4^'  cos4c’  — sin4b’  sin4c’  . 

obiger  ^ü^ier"' 

= I cos4  (a  — d)  4-  sin?*’  sin?c’  J’ 

— cos  4b’  cos 4c’ 

s=  |co$4(a — d)  + cos4(b  — c)l 
,|cos4(a  — d)  — cos4(b  + c)| 

= 4cos4(a-f  b — c — ;d)  cos^^a  — b + c — d) 

. sinJ.(a  4- b c — d)  sin^  ( — a -f- b -i- c -f- d)  . 

5o(giid(>/r  wenn  man  biefeis  ?>robuct  bnr4>  4S  bejeicljnet: 

. s 

Rcos4acos4d 

eine  ganj  äl^nli,ii;e  üted^nung  ^rt)üi(  man,  wenn  man 
baft  <proDuct  ^ 


Digitized  by  Google 


SSicrccf. 


877 


cos|(a  + b +•  c + d)  coi |(— a 4- b 4- c — d)- 
sin4(a — b + c + d J fini( a + b — c + d) 


==  T fe^ft 


T, ' 

feos^A»  = ir—r- — TÄ  • 
^ Kco5  4a  oos^cl 


man  nun  refpecfine  c,  d 
unt»  bejeict>nef  bie  ^robucfe 


"Sf 


, b für  a,  b,  c,  d, 


unb 


cos  J(  — a — b + c + d)  cos^(a  — b + c — d) 
. sini(a  + b — c+d)  sin^(a  — b + c + d) 


‘ co«4(  a + 1»4- c + d)  cos  i (a  — b — c + d ) 

.sini(a  + b+c  — d)  sini(  — a + b+c  + d) 

bur(^)S',  T';  fo  tmrb 

sin-il-C*  = ;v f » cosiC’  = -g — . 

Kcos^b  cos  4c  ^ Rcos^b  cos  4c 

iSejeidf^net  man  mm  ferner  bic  ^robucfe 

cos4(a  + b 4- c + d ) cos-J(a+ b — c — d) 

.cos4(a  — b4-c— d)cosJ(  — a4-b4-c--d) 

unb 

sin4(  — a 4-b4- c4- d)  sini(a— b 4- c+.d)  ’ • 

. sin  J ( a 4- b — c 4- d ) sin  4 ( a + b 4- c — d ) 

bur4>  bic  ©mnrne  ' ' ' ; ‘ 

sini(  — a4- b 4- c 4- d)  sin  J (a  4- b 4- c — d j ^ ^ 

+' sini  (a  — b + c 4-  d)  sin4(a  4- b— c4- d) 

bur4>  J,  fo  wie  bie  S)ijferenj  , ' 

cos;J(  a4- b 4- c4- d)  cosj  ( — a 4- b 4- c— d)  ' • 

— cos4(a4-b  — c — d)  cos4(a  — b 4- c — d)  * 

burd^  unb  bao  ^robuct  ^ ' 

, cos 4a  cos 4b  coS4c  cos4d 

burd^L.;  fo  er^äit  man  nad^  fe^r  befannden  goniomedrU 
f^en  Formeln:  ..  . 

.in4(A4-C)  = ^/^f , ' . 

cos4(a 4-  ~ 

€0  ijl  aber  (©oniometcic.  27.): 

J=  4|cos4(a  — d)  — cos4(b  4- c )| 

4- 41cosi(b  — c)  — cos4(a  + d)|  '< 

= sin  4®  *“>  + **“  **“  ^ > * ' 


Digitized  by  Google 


878 


SSiewcf. 


^ = 4|coi4(b  + c)  + eos4(a4-d)t  / 

— 41co*+(a  — dj  co*4(b  — c)| 

, = ■ — lin^-a  lin^d  — sin^b  sin^c  = — R * 

sin4(A  + C)  = f^,,co54(A+C)  = -^^. 

;S“,  L finb  aber  offenbar  fpmmettifdji 
»on  a,  b,  c,  d,  tvobH  ju  bemerfen,  bo0  ber  Sofinu« 
ft(b  nicht  änbert;  toenn  man  ben  SQtnfel  negativ  nimmt« 
3)aher  i|i  auch 

sin|(B  + D)  = cos4(B  + D)  = . 

tS(fo  l^at  man 

«in4(A  + C)  = sin4(B  +Dj  j 
cos4(A+  C)  = cot^^B  + D)  i 

®emna4>  aud(j 

tang4(A^)  = tang4(B  + D)  , 

woraue!,  ba  offenbar  fern  5HJinfel  beß  SDicrecfß  180^, 
oifo  Weber  A -i-  C,  noch  B + D > 360“,  ober  «weber 
^(A  + C),  noch  T(ß  + D)  > ISO“  i|I,  fogicidb  folgt, 
ba^  A + C = B + D.  UUfo  finb  in  jebem  fpbarifchen, 
in  einen  f (einem  itugetfreiß  befchricbenen,  SDiereefe  bic 
©ummen  ber  ©egenwinfcl  eindnber  gleid).  9)1.  f.  eine 
Slb^anbiung  »on  ^epetl,  weichem  ber  ©a^  anjugebören 
fcheint,  in  ben  Act.  Petrop.  1782.,  unb  »on  ©ue's 
nau  b’2Iumont  in  ben  Annales  de  Math.  T.  Xll. 
1822.  über  biefen  ©egenfianb.  Steterer  erwüh»t  2 e p e l i ö 
mit  feinem  SBorte. 


0 

12.  ©e§fmana+ b + c+dr=2s  unbs  — d = s'^ 
fö  eri)ült  man  nach  bem  95ori)ergebenben  für  ein^A, 
cos^A,  tangAA  (ficht  foigenbe  2lu8brücfc: 


tang^A 


C05jC(t'  — b)  cos|(t*  — c)  sin-V(j  — a)  sin4(«  — d) 
( sin  4a  sin4d  + sin  J b sin  4c  ) cos  4a  cos^  d 
cos4(s'  — a)  cosjs  sin4(s  — b ) sin  4(  s — c) 
( sin  4a  sin  4d  4- sin  4b  sin  4c  ) cos  4a  cos4d 
cos4(s'  — b)  cos4(s'  — c ) sin 4 ( » — » ) sin4(s  — d) 
cos4(s'  — a)  COS4S  sin4(s  — b)  sin4(*  — c) 


s 


> 


mittelff  we(dber  jich  a(fo  jeber  SBinfei  beß  eingefhriebenm 
fphürifchen  SÖierecfß  burdb  bie  »ier  ©eiten  finben  (aßt. 


Digilized  by  Google 


879 


1 3.  Slimmf  man  b«n  fp^arir4>cn  Dcf anft n öI« 
bfit  re(^)fen  2Binfct  atö  2BinfeI*€inl^eif;  fo  folgt,  wctm  • 
man  feie  beo  95i«recf«  burd^>  F bejeid^nef,  aud  c i» 
goitometcie  (91.)  baß  i 

F = A + B + C + D — 4, 

»obti  man  nur  baB  Sßteferf  burtb  eine  !Diagohotc  in 
5wei  ©reiecfe  jerlegt  bcnfen  muß.  2)a  aber  (11.)  A + C 
=r!:B  + D4ßj  fo  iji  A + B + C +D  = 2(A  + C), 
oifo 

F = 2fA  + G)  4,  = 4(A  + C)  — 1 . 

So(gtid)  sin^F  = — cos4(A  H-  C)^  cos  ^F  = 
sin^(A  + C),'t»orautf 

rsin4(s  — a)  5in4-(»  — b)  sin-^(t  — c)  sin4(s— -d) 
cos^a  cos^b  cos  cos^d 

coi^F  = 

' y'cojAs  cos -i!- ( s' — a ) cos4(»'— B)  cos-5.(s'  — c) 

I cos|a  cos 4. b cos 4^ c cos^d 

tang^F  = ^ , 

rsin4(s  — a)  sin 4 ( « — b)  siti4(.s  — c)  sin  j-,(s  — d) 

cos^s  cos4(s'  — a ) lOos  4 (*’ -~b)  cos4(,s'  — o)  * ' 

§ür  d = o*  wirb  s'  = s,  unb  bie  Formel  ge^f  ojfenbar  - 
in  bie  ‘Trigonometrie  (99.)  gefunbenc  formet  für 
beti  fpi)drifd)en  Sreiecfß  über,  fo  baß  alfo  biefe, 

non  t u i n e r gefunbene,  formet  ßd>  aud?  fcbon  ouo  ber 
2lb^anblung  2 e p e i( B (1 1 .)  erglebt,  unb  alfo  eigentlidb  2e^». 
terem  ongebbrt.  ü)i.  »crgl.  auch  S5u  jengeiger  in  ber 
^eitfcbrift  für  2lßronomic.  VI.  1818.  0.327. 

14.  3)ag  eingefd)riebene  ebene  Sßierecf  l^af  außer  ber 
©leld?^eit  ber  0ummen  ber  ©egcnwinfel  no4>  mehrere  ^ 
onberc  merfwürbige  .ßigenfd^aften,  vorüber  mir  no4> 
Cinigeo  mitt^eilen. 

SBenn  man  bie  üußern  ober  innern  SBinfel  irgenb  eine« 
CDterecfo  l)a(birt;  fo  fcbließen  bie  ^albirenben  l^inien  ein 
Sßierecf  ein,  um  mel^eg  ßcb  ein  ^reiö  befcbreiben  läßt, 
’iDa  bie  0umme  ber  äußern  äßinfel  4R  beträgt  (iSicletf. 
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4.);  fd  ifl  (Fig.  1‘4I.)  X + y + X +9  = 2R. 
2Iber  x + y + x'  + y'  + B'  + D'  = 4R.  21(fo 
B'  + D'  = 2 R , unb  fotglicb  au^  A'  + C' = 2 R.  2>{c 
©ummc  ber  tnnern2Binfe(  einecs  Söierccfs  beträgt  ebenfattö 
4 R.  21lfo  ifl  (Fig.  142.)  x"  + y/'  + x " + y’"  = 2 R. 
2lbet  x"  + y"  + x'"  + y"'  + A"  + C''  = 4R.  2l(fo 
A"  + C"  = 2 R = B"  + D".  S)ic  ©eiten  ber  QSier* 
ccfe  A'B'C'P'  unb  A"B"C"D"  (Fig..  142.)  -fleben  auf  ^ 
einanbet  fenfre(J)t.  35enn  eß  ifl  offenbar  x'  + y"  ( Fig. ' 
142.)  =.|-.2R  = R.  2Iii^  ifl augenbficffi^)  fior,  ba^ 
l'ebe  ©pi^e  Der  SSierecfe  A'ß'C'D',  A"ß"C"D"  von  je 
Drei  ©eiten  beß  93iererfß  AliCD  gfei^  weit  entfernt  ifl. 

15.  ®aß  in  einem  na^  bert  ©eiten  centrifcben  S3ier= 
ecfc  Die  ©ummen  ber  ©egenfeiten  gteid)  ftnb,  fällt  fogleicb 

. in  bie  2lugen.  ' Umgefel)rt  fann  man  aber  au(^  be^oupten; 
ba^  flcb  in  jebeß  Sßierecf  ABCD  (Fig.  143.),  in  welchem 
bie  ©ummen  ber  ©egenfeiten  gleich  flnb,  ein  jvreiß  be= 
f(f)reiben  lä^t.  .^albirt  man  bie  ?SJinfe(  beiC,  D;  fo  ifl 
flar,  ba§  bie  bon  bem  ©ur(f)f(jbnittßpunftc  H ber  ^albU 
tcnben  i'inien  auf  bie  ©eiten  gefällten  ^erpenbifel  HE, 
HF,  HGeinanbergleicf)  flnb,  unbba^  CE  = CF,  GD  = 
FD,  CE  + GD  = CD.  2llfo  no^  bet  Sßoraußfeljung 
oud?  BC  + AD  — CE  — GD  = BE  + .AG  = AB  + 

' CD  — CD  = AB.  ©ep  nun  HK  fenfre^Jf  auf  AB, 
unb  HK^HE,  HK  ^ HG,  wobei  ju  bemerfen,  baß 
HE  = HG.  2llf0  auc^  HK^  > HE 2,  BH*  — HK2< 
BH2  — HE2,  BK=»  <BE2,  BK  < BE,  unb  eben  fo 
AK  < AG.  2Ufo  BK  + AK  < BE  + AG  , AB  < 
Be  + AG,  ba  bocb  AB  = BE  + AG.  2llfo  muß  HK 
= HE  ==  HG  = HF  fepn. 

16.  SRocb  einen  ber  merfwürbigßen  ©ä^c  »omSßiererf 
wollen  wir  nach  einer' SOlet()obe  beweifen,  welche  ^on* 
celet  mit  außgcjeicfjnetem  ©rfolg  in  feinem  trefßicben 
SGBerfe:  Traite  des  proprie'te's  projectives 
des  figures.  Paris.  1822.  ouf  »iele  geometrifcbe 
Unterfucbungen  angewanbt  f>at,  um  jugleid^  bei  biefer  ©es 
legen^eit  bon  biefer  50letl)obc  einen  23egriff  ju  geben. 
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ii.  5ÜC  eine  gewiffc  (gbene  ofes  ^rd/ectiönseBenc 
unb  einen  ^unff  ale  (Zentrum  ber  ^ro/eefion  tjerfle^f 
manunferber  ojecfion  einer^igurbienon  benSDureb: 
f(t'ni«£;pnnfeen  bec  »on  bem  Sentrnm  ber  ^ro;ection  nad? 
dflen  fünften  in  bem  Umfange  ber  gegebenen  §igur  gejo= 
genen  geroben  Linien  mit  ber  ^^rojectioneebene  ouf  berfeti 
ben  gebilbete  §igur. 

18.  SBenn  jmei  ober  me^rete  g^rabe  2in(en  AB,  A'B', 
ü.  f.  f.  fid)  in  einem  fünfte  P fdbneiben;  fo  l<l0f  ji(d( 
immer  eine  (Ebene  unb  ein  Senfrum  ber  ^röjecfion  ftnben, 
für  wetd?e  bie  sprojcffiönen  aller  gegebenen  Sinien  einanber 
paradet  ftnb.  Ölimmt  man  näm.lidb  irgenb  einen  ^unft 
«jeteber  in  feiner  ber  Sbenen  liegt,  in  meicben  je  s»ei  ber 
gegebenen  Linien  liegen,  jiebf^P,  unb  nimmt  bie  ^ro^ 
jectionsebene  mit  biefer  Sinie  paradet;  fo  |tnb  bie  S)urd)s 
febnitte  ber  Sbenen  ^ABP,  5^A'B'P,  u.  f.  f.  mit  ber 
^rojectionöebene,  b.  i.  bie  ^rojeffionen  ber  gegebenen 
Sinien>  offenbar  ade  mit  ^P,  fotgtidb  unter  einanber 
poradet. 

19.  ©inb  umgefebrt  in  irgenb  einem  $alle  bie  ^rö« 
jtetionen  einiger  geraben  Linien  unter  einonber  paradet;  fd 
mülfenbiefe  geraben  Sinien  j?cb  in  einem  fünfte  fdjneii 
ben,  ober  einanber  paradet  fei;n,  b.  i.  in  unenbticber  Snti 
fernung  jufammentanfen.  5)le  gegebenen  Sinien  fepen 
Aß,  \'K,  A"ß'',  A'"B'^',  u.f.f.,  unb  ab,  a'b',  a"b", 
a'"b"',  u.  f.  f.  ihre  ^rojectionen.  2)a6  Senfrum  ber 
^rojection  fep  ^rgehb  jmei  ber  gegebenen  Sinien/ 
j.  33.  AB  unb  A'ß',  mögen  ficb  in  K fdmeiben;  fo  tiegen 
ab,  a'b'  in  ben  Sbenen  ^ABK/  ^A'ß'K,  beren  gemein^ 
febafttidjer  Durebfebnitt  ijl,  unb  ab,  a'b' tiegen  fetb(l 
in  einer  Sbene,  ber  ^rojectiönsebene.  ©^nitte  nun 
biefe  Sbene  bie  <pK  in  einem  gewiffen  fünfte ; fo  mü0^ 
ten  offenbar  auch  ab,  a b' in  biefem  fünfte  jufammeni 
taufen,  ba  fle  bod;  paradet  fepn  foden;  Sttfo  muß  bie 
Sbene  ber  Sinien  ab,  a'b',  unb  fotgtid)  biefe  Sinien  fetb(f/ 
rtilf  paradet  fepn.  K fann  hierbei  aud)  unenbtid)  weif 
entfernt  gebaebf  werben.  SBüre  nun  K'  ber  S>urd?fd»niff 
bon  A'B',  A"ß"  j fo  ßnb  wie  vorher  a'b'/  a"b"  bet  Sinie 

V.  iStff 
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^K'  parallel.  216<c  a'b'  fann  nur  ben  belben  Jlniett 
^K,  ^K'  parallel  fepn,  wenn  enfweber  K unb  k'  jufom» 
menfaÖen,  ober  beibc  unenbli^)  »eir  entfernt  jinb,  b.  i. 
wenn  AB,  A'B' , A"B"  tn  e t n e m fünfte  fcfjneiben, 
ober  unter  einanber  parallel  |inb.  S33ie  man  weiter  ge^en 
fann>  erbeßet  leicht. 

20.  @inb  bic  ^rojectioheti  ber  2lnien  AB , A'B'  unb 
CD,  C'D'  (Fig.  144.)  einanber  paraßel;  fo  jeigf  ber  ' 
toorfiergebenbe  25eweio,  baß  bie  iprojertionoebene  ben  2i= 
nien  ^Kunb  ^L,  alfo  bet  (Ebene  ^KL  paraßel  iß. 
Sflimmtman  nun  in  KL  no(^irgenb  einen  (punftM;  fo  iß 
bie  ^tojectionoebene  alfo  auß?  bet  2inie  paraßel,  unb 
folglieb  ßnb  auch  bie  <projertionen  jeber  jwei  in  M , b.  i. 

in  irgenb  einem  fünfte  non  KL,  ßeb  febneibenben  gera^ 
ben  2inien  einanber  paraßel  (18.). 

21.  Umgefebrt  folgt  öaß,  wenn  bie  ^roi 

jectionen  ber  2inien  AB,  A'B';  CD,  C'D';  EF,  E'F' 
einanber  paraßel  ßnb,  bie  fünfte  K,  L,  M in  einer 
geraben  2inic  liegen.  0cbneibe  nämlidb  KL  bie  £bene 
FE<p  in  irgenb  einem  <Punfte  (Ebene  jiebc 

man  MM'R",  unb  wißfübrlicb  im  Dvaume  bie  EinieM'F/"; 
fo  ßnb  bie  ^ro;ectionen  f'e",  f'"e'"  einanber  paraßel(20.). 
(Die  'Projectionen  »on  FE  unb  F"E"  faßen  aber  oßenbar 
jufammen.  2llfo  ßnb  auch  fe,  f'"e'"  einanber  paraßel,  fo 
wie  na6  ber  Sßoraußfeijnng  and)  fe,  f'e'.  §olglid)  ßnb 
fe,  f'e',  f"'e'"  einanber  paraßel,  unb  FE,  F'E',  F'"E'" 
fdmeiben  ßd}  bemnacb  in  einem  punfte  (19^),  b.  t. 

M unb  M'  mußen  jufarnmenfaflen. 

22*  ©inb  bemnod)  bie  pro/ectionen  ber  Einiert  AB, 
210;  A'B',  2l'0';  A"B",  2l"0";  u.  f.  f.  einanber  pa= 
roßel;  fo  miißen  je  brei  i^rer  ©ur^fdnuttopunfte , alfo 
aße  'Surdßdjnittepunfte,  in  einer  geraben  i'inie  liegen. 

23.  .^at  man  mm  irgenb  ein  Sßiereef  ABCD  (Fig. 
145*),  beßen  ©eiten  ßd?  in  E,  F fd)neiben;  fo  fann 
leicßt  ein  Zentrum  unb  eine  (Ebene  gefunben  werben,  auf 
welcher  bie  Projection  beß  Sßiereefs  ein  paraßelogramm 
iß.  (Den  5}iiitclpunft  ber  Projection  P neljme  man  wiß= 
fül)rlid>,  unb  bie  Projectionßebene  paraßel  mit  pEF;  fo 
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jtnb  bie  ^rojccthmti  ab,  cd  unb  ac,  bd,  tvenn  tvit*  bie 
^rojVcfionen  immer  burd()  bie  enrfpred)enben  fieinen  25ucb* 
ffaben  bejeiebnett , einanber  poraüel  (IS.)/  olfb  abcd  ein 
^araffefogramm. 

’24.  ^erin  bie  in  B mitlfi'ifjr(id>  gefbeiffe  Jinie  AC 
(Fig.  146.)  gegeben  i(?;  fo  fi*  immer  ein  ^ 

finben,  für  me(d;en  bie  SBirifel  <pAC,  ßg)C  einanbet? 
gteicb  pnb.  50?an  errichte  ( Fig.  147.)  ouf  AC  burd;  A 
bo«  ^erpenbifel  AD,  halbire  JJC  in  E,  errichte  burd)  E 
ouf  AC  ein  ^erpenbifet,  unb  fchneibe  bapbe  aiig  B mit 
bem  0?abiiig  AE  in  F,  meldhes  offenbar  immer  mbgiid)  ifl. 
Sefebreibtmem  nim  eine!  Fmit  AE  alg^vcibing  einen  .^reig; 
fo  wirb  biefer  AD  in  G berühren,  unb  burch  B,  C gehen; 
fluch  »^irb  ber  über  BC  iiegenbe^Ibfchnitt  immer  ber  größere, 
imb  folglich  ber  in  ihm  enthaltene  2ölnfel  x ein  fpiijeC 
' fepn.  'irügt  man  biefen  2Binfel  nn  AC  an ; fo  mup  A^ 
ben  Mveis  immer  in  ^ fchneiben,  ba  x < 90<^  iß,,  unb 
eg  iß  X = g>AC  = ß'l'C. 

25.  ©ep  nun  ein  in  einen  j?reig  befdjriebeneg  S5ierecf 
gegeben;  fo  läßt  ßch  immer  eine  (?bene  ßnben, 'auf  weichet 
bie  «ßrojeefion  ber  gigur  ein  iVreig  unb  ein  eingefchriebes 
neg  3ved;tecf  iß.  Söon  0(Fig.  148.)  fälle  man  auf  FE 
bag  ^'erpenbifel M'MN>  unb  beßimme  ^ fo,  baß  ^M'N 
= N^M  iß  (24.).  ®enft  man  ßd)  nun  bie  (£bene  beg 
©reieefg  ^M'M  auf  ber  (Ebene  beg  gegebenen  ävreifegüber 
MM'  fenfrechf,  nimmt  ^ alg  SOlittelpunft  ber  ^roferfiort 
an>  befdjreibt  mit  ^ alg  ©piße  unb  bem  gegebenen  Greife 
alg  ©runbfläche  einen  J^egel,  unb  fchneibet  benfelben  bur^ 
eine  mit  ^FE  paraüele  (Ebene;  fo  iß  bag  Sßerlangfe  ge* 
fchehen.  ©a  nämlich/  »wenn  mm'  ber  ©urchfehnitt  ber 
^rojectiengebene  mit  ber  (Ebene  beg  25reiecfg  ^f)M'M  iß, 
^ = y = z >ß;  fo  iß  ber  .^egelfchnitt  ein  SBechfelfcfanitt. 
2llfö  ein  Äreig  (.^egel.  8.  )i  2)ie  ^rojection  beg  SSier* 
ecfg  iß  ein  in  biefen  ätreig  befchricbeneg  Q)araHelogramm 
(23.).  gölglid)  ein  9»echtecfi 

26.  ©ehr  leicht  erheüet  nun,  baß,  wenn  abcd  (FiV^ 
149.)  ein  Ovedjtecf  iß,  bag  umfd>riebenc  Sßiereef  a'b'c'd' 
ein  ^aranclogramm  iß,  unb  bie  diagonalen  beiber 

' Mtt  2 
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rallefögranime  tm  SOliffetpunffe  b««S  ^reif<8  bui?^f(|)KeU 
be».  S)enn  es  ifi  x = x' , y = y' , p = p',  q = q' 

( r c i s.  30. ).  '2lber , wie  Ieid)t  aus  bec  Songruenj  bet 
©reiecfe  unb  bcr  D^atuf  bes  Üvecbfecfs  fotgf,  x'  = y'  = 
p'  q'.  Ullfö  X = y = p =r:  q.  5ol0ti<^>  finb  b'cd, 
d'ab  jwet  congrucnte  unb  gieicbfdbenflige  ^reierfe.  5lifo 
ad'  =r  bd'  = cb'  = db',  fo  wie  auf  ä^nlict>e  3lrf  aa' 

;=  bc' — : cc' = da',  folglich  a'b^  = c'd',  b'c' zs: 
a'd',  unb  bemnacb  a'b'c'd'  ein  ^Parallelogramm.  ^ 
berSurcbfcbnittspunft  ber  JJiogonalenbesDvecbtecfs  abcd; 
fo  er;^eflef  U\6)t,  baß  oa  = ob  = oc  = od,  alfo  o 
bcr  ?9Ji(fetpunft  bes  ilreifes  ijl.  3ie^t  man  b'o,  d'oj 
fo  ßnb,  wegen  b'd  = b'c,  od  = oc  unb  ad'  = bd', 
öa  = ob , bie  2inien  b'o , d'o  auf  cd , ab  fenfredbt,  alfo 
bcibe  mit  bc  parallel,  unb  fallen  folglich  in  eine  ges 
rabc  2inie  jufammen.  Gben  fo  a'o  unb  c'ö. 

I 

27.  ©ei)  nun  ABGD  (Fig.  l50.)  ein  eingefchriebe* 
ttes,  unb  A'B'C'D' bas  entfpred>enbeumgefchriebene35ierccf.  ' 
SOian  benfe  ßch  einen  i?egel,  beffen  ©pilje  ^ iß,  unb 
eine  ^rojectionsebene  »on  ber  0efchaffenheif,  baß  bie  i|)ros 
jeefion  bes  gegebenen  j?reifes  ein  Ä’reis,  bie  ^rojeefion  bon 
ABCD  ein  Sicebteef  abcd  (Fig.  149.)  (25.),  alfo  bie  ^ro* 
jection  bon  A'B'C'D'  ein  Parallelogramm  a'b'c'd'  iß.  S)a 
ac;  bd,  a'c',  b'd  ßch  itt  einem  ^Punfte  fefmeiben  (26.); 
fo  fdhneiben  ß(^)  bie  (Ebenen  ^AC,  pBD,  pA'C',  ^B'D', 
welßje  ade  bie  (fPunfte  o,  p mit  einanber  gemein  haben, 
in  einer  geraben  fiinie  ^o,  folgliß»  bie '^Diagonalen  AC, 
BD,  A'C',  B'D'  ojfenbar  in  einem  punfte  O.  (Die 
hier  (Diagonalen  eines  eingefc^riebenen  SSiereefs,  unb  eines 
«m  ben  Äreis  befdhriebenen,  beßen  23erührungspunfte  bie 
©pi^en  jenes  ßnb,  febneiben  ßch  alfo  immer  in  einem 
(punfte.  (Da  bie  (projectionen  ad,  bc,  b'd';  ab, 
cd,  a'c  parallel  ßnb;  fo  fchneiben  ßch  AD,  BC,  B'D'; 
AB,  CD,  A'C'  in  einem  fünfte  (19.).  (Da  ferner 
ab,  cd;  bc,  ad;  a'b',  cd';  b'c',  a'd'  einanber  pa= 
raßel  ßnb;  fo  miißen  bie  nier  5Durdbfd?nittspunfte  bec 
©egenfeiten  ber  beiben  Sßiereefe  in  einer  geraben  i'inie 
liegen  (22.)  (5 ransberfale.  34.).  3^gemanbur4^ 
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ß,  <y;  a,  y S5eri1^rent'e;  fo  würben  bfefe  oudb  bcn  Sinim 
ab,  cd,  a'c;  ad,  bc,  b'd' parattet  fepn.  Iou= 

fen  bie  bur4)  bie  ®urdi)f(t)niff0punfte  bcr  Siagonalen  beö 
umgef(^)nebenen  SÖiererfs  (Fig.  150.)  mit  bem  .Greife 
geflogenen SSerü^renben  mit  beranbern2)iagonaIcbeg  umge* 
fibriebenen  Sßierecfo  unb  ben  gieidfUegenben  ©egcnfeiten 
bc6  eingeftbriebenen  QSierecfg  in  einem  ^5unfte  jufom^ 
men  (19.). 

©a  man,  wie  aug  ber  ©nfj^el^ung  bec  itegclfcbniffe 
fo^leid)  foigt,  jebcn  i^egelfcbnitt  als  9)rojcctiott  eines 
Ärcifeg  betrad;ten  fann;  fo  gilt  aßes  2(Jorbergebenbe  and) 

, für  jeben  i?egelfd)nitt,  in  unb  um  weld>en  auf  bie  obige 
^rt  SSierecfe  bcfcbrieben  finb. 

28.  ^oncclet  b<>t  50ietbobe  ju  großer  ^ßge= 
meinbeit  erbeben.  2Bie  fruchtbar  fie  i|l , mögen  nod)  fo(= 
genbe  <£ü^e  jeigen.  9)ian  habe  j.  S5.  ba«  eingefcbriebene 
0€^secf  ABCDEF  (Fig.  ii9. ),  bepn  ©egenfeiten  ficb 
in  c,  a,  b fcbneiben.  SÖ^an  nehme  ^ fo  an,  bo0,  wenn 
man  bie  ^projectionsebenc  mit  '^ca  paraCet  (egt,  bie  ^Vo- 
jection  be«  gegebenen  ^reifes  ein  ifreis , unb  in  ber  ^ro= 
iection  a'b'c'd'e'f  (Fig.  151.)  bes  0e<b0ecfS  bie  ©eiten 
f e',  b'c  unb  e'd’>  a'b'  einanber  paraüel  werben  (18.  25.). 

©aber  tji  x irr  y,  !®og.  b'c'  + SBog.  cd'  = Söog.  e'f 
+ Öog.a  F.  2lber  auch  v = w,  25og.  a'f  + 25og.  a'b'  = 

^og.  e'd'  + Söog.  cd^  21bbirt  man  nun  auf  beiben  ©ei= 
ten,  unb  bebt  auf;  fo  wirb  S3og.  b'c'  + S&og.  a'b'  z=;  ' . 

23og.  e'F  + S5og.  e'd' , p = q,  c'd'  parallet  a'f.  golg» 
lieb  finb aud)  bie  <projectionen  twn  CD,  AF  (Fig.  39.) 
einanber  paraßel.  2Ufo  liegen  c,  a,  b (Fig.  39.)  i« 
einer  gerabenSinie  (22.)-  anberer  einfadber  be- 
weis beö  merfwürbigen  Hexagrammuni  mysticui» 
(^iranßuetfale.  35.). 

2^9.  ©inb  (Fig.  152.)  »on  brei  in  geraber  2inie  (ie* 
genben  fünften  A,  B,  G fe^ß  SSerübrenbe  an  einen  5?reis 
gejogen;  fo  fcbneiben  ficb  p'p”  in  einem 

fünfte.  SOlan  benfe  fidb^  welches  no4>.  bem  Obigen  im-- 
mer  julüffig  i)l , «inen  Äeget  mit  ber  ©pi^c  unb  eine 
ber^ABC  parallele  ©bene,  fo  bafibie  (Pro/ertion  unferer 
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§<3uc  ein  Är«i«  »irb ; fo  (Inb  bie  ^coi>ctionen  ber  2t«ifn 
Aru',  Am";  Bn',  Bn";  Cp',  Cp"  etnnnber  parollet 
(18.),  unb  betübren  bie  'Projection  b'eg  gegebenen  Greife«. 
2Ufo  gel)en  bie  ^rojectionen  ber  i'inien  m'm",  n’n",  pp" 
alle  buccb  bcn  SOlittelpnnff  ber  <projection  beet  gegebenen 
Streifes,  unb  fd;neiben  ficb  fplglidb , fo  wie  bemnad?  aud> 
bie  Linien  m'm",  n'n",  p'p"  felbfl  in  einem  fünfte. 
Uebrigenö  erl)ellcf , bci^  bicfer  0ajj  für  jebe  'ilnjabl  in  ge- 
raDer  i^inic  liegenbet  ^^»unfte  A,  B,  C,  u.  f.  f.  gilt.  ®et  • 
^emeiö  bleibt  immer  bcrfelbe.  , / 

30.  iÖef^rcibt  man  nun  burcb  bie  0pi(5en  eineß  einge» 
fdjriebenen  ©cd^ßecfß  AIK:dkf  (Fi«.  153.)  ein  0ecbsecf 
abcdef  um  ben  Äreiö;  fo  läjjt  ftcb  leidet  jcigen,  ba^  bie 
diagonalen bee  leljtcrnfld) immer  in  einem  'punftefdnieü 
ben.  55ctrad}tet  man  nämlicb  bie  ?Sicrecfe  BCEF,  besh; 
fo  folgt  au6  (!27.)  unmittelbar  umgefebrt,  ba^  Tin',  nn"33e= 
rübrenbe  |uib.  (Eben  fo  |lnb  mm',  mm",  pp',  pp" 
^crü()renbe,  mo  m',  m",  p' , p"  äbnlid?  liegenbe  -fünfte 
wie  n' , n" , in  ber  §igur  ober  nicht  nerjeichnet  finb  da 
nun  m,  n,  p in  einer  geraben  i’inie  liegen  (28.);  fo 
fd)neiben  n'n" , m'm",  p'p",  b.  i.  be,  ad,  cf,  bie  brei ' 
diagonalen  beo  umfd>ricbenen  ©ecboecfo,  jld)  iif  einem 
fünfte,  der  ©rpnber  biefeß  0a^eß  i|l  ^riand}on 
(Journal  de  l’e'cole  polytech.  T.  VI.  Ca-, 
hier  13.  Corres p.  sur  l’e'cole  pol.  T.  II. 
p.  387.,  mo  aud;  noch  mand;e  Solgerungen  porfommen.) 

31.  SBenn’AC/  A'c';  Bc,  B'C' (Fig.  154-.)'para0el 
finb,  unb  eine  foldje  Sage  haben,  baj?  AA',  BB',  CC'  in 
einem  fünfte  S jufammenlaufen ; fo  finb  audh  AB, 
A'B'  paraßcl.  denn  SA: SA'  = SC: SC',  SB: SB'  = 
SC : SC'.  2ltfo  SA : SA'  = SB : SB' , unb  folglid)  AB, 
A'B'  paraßcl.  0inD  nun  überhaupt  jroei  dreierfe  ABC, 
Ä'B'C'  (Fig.  155.)  fo  gelegt,  ba^  bie  burd?  ihr«  ölfith» 
namigen  ©pi^en  gezogenen  Sinien  in  einem  fünfte  ju* 
fammenlaufcn;  .fo  liegen  bie  brei  durchfchnittopunfte  m, 
n,  p öon  je  jmei  gleichnamigen  Sßinfeln  gegenuberliegens 
ben  0eiten  in  einer  geraben  Sinie.  ÜKan  nehme  irgenb 
einen  üliittelpunft  ^ bet  3^rojection  an/r  jiehe  ^m,  l))n, 
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neunte  He  ^coiecfiongebene  mif  ^mn  paraffef  on;  fo  (Inb 
ble  ^rHcctionen  ac,  a'c';  bc;  b'c' bec  etitfpredbenben 
X jnien  einonber  parallct  (18,).  SofgH*  no^)  bem  Q5or* 
berge^icnben  oueb  ab,  a'b'.  ©eianocb  liegen  m,  n,  p 
in  einer  geraten  Xinic  (22.),  5)1.  f.  Desargues, 

Traite  de  perspective.  Paris.  1648.  Ser- 
'Yois  Solutions  peu  connues  de  diffe- 
rens  problemcs  de  Ge'om.  Metz.  1 804. 
2lnbere  »ielfa^je  2lmrenbungen  ber  ^ro;ectio*. 

«en  f.  m.  bei  nee  (et  o.  o.  0, 

«Olebrere  Cigenfebaften  be$  Sßiereefs  f.-m.  nodb  in  bem 
^rf.  ^5tan6»erfalc, 

©vepe/  f.  ^otpnomium, 

Yirginum  regula,  f.  SKegeb  “ib(- IV.  ©.264^ 

9S(CVUn(J  wirb  bei  altern  beutfebtn  ©d)riftfle(Iern 
jmveilen  |latt  beg  je^t  gemöbniiiben  2{u8brucf5  üuabratur 
gebrauebt.  ?)ie  Ueberfd;rift  »on  2lrcbiniebeg  ©ebrift 
über  bie  üuabrafur  ber  ^arabe(  überfeijt  j.  S.  3- 
©türm  in  feiner  beutfeben  Ueberfe^ung  ber  9üerfe  beg 
griedbifcb.en  ©cometerg  (2lr(bimebie  iiunjlbücber.  Olürn- 
bcrg.1670.):  „2ßon  ber  ^arabelpierung.''  Zu- 
weilen bebcufet  biefeg  .^unfiwort  ober  audb  uberbaupt  ein 
93ierecf,  wie  5.  23.  ungleiche  ober  ungefd;icfte  Söierung 
jlatt  '^rapejium.  @.  ^ropejium, 

Sfufgabe  / f.  glorentinifcbe  2lufgabe. 

^oEfommene  ober  »ollfianbige  Zahl  (n. 
perfectus)  i(i  eine  Zahl  r weldje  ber  ©umme  i^rer  oli» 
quoten..^b«‘i^  *1^'  wie  j.  25.  6 = 1 + 2 + 3, 

28  = 1 + 2 + 4 + 7 + 14,  3enad;bem  eine  Z^bi 
größer  oberfleiner  i|l,alg  bie  ©umme  il)rcr  aliquoten '^beile, 
bei^t  (ie  eine  mangelhafte  (n.  d'eficiens)  ober  übers 
fd)teßenbc  Z<^bl  («•  abundans)j  er(lete  aud>  eine  ' 
tin»o((fommene, 

aSolljianbige  Z«bl<u  i«  finben,  lebtt  fd?on  ©uc  Hb  cg 
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SSoUfommcne  ^a^l. 

* s 

(IX.  36.).  man  fo  niefe  nen  bet,0nfieUah 

/,jlefig  nerboppctte  ^abUn,  bis;  bcren  ©umm<  eine  ^rim= 
„ jqI)1  i(l;  fo  i(I  tQ8  ^coouct  aus  tiefer  Summe  in  tic 
//leijte  jener  ^abien  eine  poilfommene  ®^>er  in 

unferer  aritbmetifeben  Sprache:  0umme  ter 

geomeui/cben ^rogrefpon  1,  2,  4,  8,  ...  2",  welche 
— 2"^*  — 1,  eine  ^rimjablj  fo  ip  (2"+‘  — 1).2“ 
eine  noilfpmmene  3^b(-  '35a  nämlich  nad)  ter  Einnahme 
2 **+1  — 1 unö  auch  2 eine ^'rimjabl  iP;  fo  ip  C^btiiec 
einer  3cjbl*  15.)  tie  Summe  ter ‘ibeüer  bee  ^Votucf« 
(2"+i  — 1).2";  tie  (Einheit  unt  tiefe  f«li>p 
eingefchioffen , 

(2»*  — 1)>  — 1 2n*‘—  i 
“ 2n**  — 1 — 1 ^ ■ 2—1 

_ ( 2”*'  — 1 — 1 ) (2"»»  — 1 + 1 •)  2"»  — 1 
^nti  — I *2  — r 

= 2^*^  , (2"*‘ 1 ) , 

§o(g(ip)  tie  Summe  ter  aliquoten  wobei  tie 

feibp  ousgefdjiopen  werten  mup, 

= 2"U.  — 1)  — 2“.(2"*‘  — 1 ) ==  2». . (2""  — i;  , 

ter  3ab*  felbp  gteid),  wie  ees  fepn  mup.  Sßießeidbf  giebf 
eei  noch  ontere  formen  »oüfommener  '.Hus  ter 

^uc(itif4)en  §orm  ergeben  pch  fotgente : 

( 2>  — 1 ) . 2 = 6 ^ 

(2’  — 1).2^  =28 
(2>  — 1).2*  =406 
(2’  — 1 ).2«  = 8128 
(2‘>  — 1).  2“  = 33550336 
(2*’  — 1).  2“  = 8589869056 
(2‘»  — l).2‘*  = 137438691328 
( 2M  — 1 ) . 2»  “ = 2305843008139952128  . 

®er  p)afer  50tetfenne,  weiter  jur  Cnttccfung  bet 
€igenf(^aften  ter  ©d^arfpnn  befap,  giebt 

(Cogitata  phys.  mathem.  Praef.  $.  XIX.)  noch 

(267— 1). 206,  (2127_1).2‘26^  (2*6’— 1).2*66 

gio  »oßfommene  ^abien  an.  — 1 ^rimiabh 

wie  pe  e£f.nad)'Suterd  unt  SB.  i^rafto  Dve^nungen 
fepn  foß;  fo  ip  ouch  (2*^  — l).2*o  eine  »oflfommene 
öf(  pnb  twn  Schriftpeßecn  »oflfom= 
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SSorauj^fclung. 

mene  geJ^atfcn  worben,  bte  e«  ni(3|)f  ftnb.  ^»eitBronner 
(Hist.  Maihes.  p.  755.)  glebt  130816  unb  209612H 
olß  »oöfömmene  on.  5)ic  erfie  i|l  = (2®  — 1).28 

=p  256.511,  \>it  anbcre  = (2*  * — 1 ) . 2^0  = 
1024 , 2047.  2lber  meber  5 1 1 — 7 . 73 , nod)  2047  = 
23 . 89  i(t  eine  ^rimjabt.  2lucb  fcfeon  950.  it  r o f t (Comm. 
Petrop.  T,  VII.  p.  7.)  ^at  bicfe,  unb  mel^rere  andere, 
^al)(cn  als  falfd)  bejei’djncf.  9)t.  f.  aud)  ©rüfonö 
. cntbuttte  Räubereien  unb  ©ebetmniffe  bet  'ijlrlt^m.  25er(in. 
1796.  “ibl.  I.  @.  86.  ü)i.  ©.  '.^anfcb  (Theorla 
Arithmetices  novis  a se  inventis  aucta.  Vindob. 
1739.  ) mgcbf  ^>en  §e^lfd)tu9,  bap  alle  ^a^len  non  bec 
Sorm  2'"+^  —1  <primja^len  fei;en,  wenn  nur  ii  +'l  eine 
^rimja^t  i|I , welc^eg  fcbon  för  n = 10  nicht  niefir  ein» 
trifft,  ba  2M  — 1 =r  2047  = 23.89  i|I,  ein  ^rrt^um, 
ben  fchon  SGBinOh^iin  (De  num.  perf.  Nov.  Comm. 
Petrop.  T.  II.  p.  68. ) wioerlegt  ^at.  2lud;  bec  Jper* 
ouogeber  ber  jweiten  ^lusgabe  non,9£ßolf?  mattem. 
Seflcon  unb  ^Petrus  ©unge  (Numerorum  mysteria. 
Lut.  Paris.  1618.)  l)aben  fatfcbe  »ollfomniene 
SRod?  gehören  Joan.  Boroscii  Apologia 

pro  Aristotele  et  Euclide  contra  Petrum  Ramura 
et  alios  de  mimeris  perfectis.  Dantisci.  1652.  4.., 

■ woöon  eine  anbere  2lu8gabe  unter  etwas  anberm  ^.itei 
(Arnst.  1699.)  JKöjlnec  in  ben  geom.  ©amml.  II. 

416.  anfu^ct.  2lu(h  in  Lucas  de  ßurgo, 
Sancti  Sepulchri  summa  de  Arithmetica  Geo- 
metria  Proportion!  e Proportionalita  ftnben  ftd>  gtcidh 
(u  2(nfange  affocf^jrlften,  ^te  noHfommenen  jy 

fnben, 

V 

SSoIumcn  tjl  bas  9)?aa^  bes  9faumcs,  wel4)tn 
ein  itörpcr  einnimmt. 

Valuta  clelumbata  bei^t  juweilen  bie  öuabra= 
Irijc.  0.  U.  21.  Heilhronner  Historia  Mathes. 
p.  154. 

SSomu^fe^ung  ober  Hypo th  esis,  f.  Thesis. 
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fffia^rfc^cinlicIfciWrcc^nung. 


I 

9Bal)lfaß  ober  w i (t f lU c 1 1 (t)  2 r © a § if?  ein ©aft, 
in  »cldjennion  nMÜfübi'Udjen  Sinrici^tuuäen,  Scjfict>nun» 
gen  unö  bergt. , wie  j.  Sß.  »on  beu  bei  bem  Sängen  - nnb 
SEBinfetinaa|je  üblic^jcn  <£intbei(ungen  unb  2?cjeictjnungen, 
Sfia(t»rid)f  gegeben  wirb.  S)ie  Söenennung  i|l  übrigenö  ni^f 
fet;r  in  ©ebrnuct)  gefpmmen. 

SBaBre  SBur^eln  einer  ©ieid^ung , f.  @(eu 

(^ung  (15.). 

2Bar)rf(f)einnd)er  5ef)Ier,  f.  5Ba^rfc|jeinti(|>= 

fPitercdpnung  (89.). 

SBaf)vfcf)et  nl  tcf)f  eit^re($nuii)5  (Ars  conjectan-  - 
cli.  Calcul  des  probabilite's. ) t|l  bie  SBiffenfcbaft  »on 
bec  Q3ered;nung  bec  mnt^emarifcben  9CBat)rfd>einli(bfeit. 

1.  X)le  mat^emarifd^e  SBabr fcbeinticbf elf 
ober  (probabitifaf  -eineo  ©reigniffeo  wirb  be|iinnnt 
burcb  bao  Sßert)älfni0  bcr  '2Injabl  bcr  biefem  ©reigniffe 
gunjiigen  S^De,  b.  i.  ber  ^aße/  wetdbe  bafletbe  wirfli^  ' 
^erbeifüt;ren , ju  ber  ?tn3at)t  atter  m6g(id>en  ^äße , »orano= 
gefegt,  bo0  aße  §äße  gteicb  mögtid;  finb;  ober,  wai 
baffclbe  i(t,  bie  mofbemafifdje  SÜJat)rfd)elntidbfeit  cinee! 
©reignifleo  wirb , unter  berfelben  SSorguofeijnng , bärge* 
fießt  burd)  einen  ^tud)  r befjen  bie  21nja^t  ber  bem 
©reignijfc  gunfiigen  ^äße,  unb  beflen  Olenner  bie  ?Inja()( 
aßer  mögtidben  gäße  i(T.  ©o  ifi  j.  35-  bie  2Babrfd)einlid)* 
feit,  mit  einem  gewöf)ntid)en  fed;ofeifigen  SEBurfel  eine 
bejiimmfe  2lnjabt  »ow klugen  ju  werfen,  = -|^,  ba  bie 
2Injabt  ber  biefem  ©rcigniffe  günfiigen  gäfle  = 1 , bie 
3lnjabl  oßer  ni6gtid;en  gäße  = 6 i(i.  SOiif  5wei  3Bilr» 
fein,  bie  wir  burd)  A , B bejeidbnen  woßen,  finb  offenbar 
folget^e  oerfdjiebene  2ßurfe  möglidb: 
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A. 

B. 

A. 

B.] 

A. 

u 

A. 

IJ 

A. 

B. 

A. 

B. 
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"T 

1 
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T" 

"T 
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1 
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3 

1 

4 

2 

4 

3 

4 

4 

4 

5 

4 

6 

4 

1 

5 

2 

5 

3 

5 

4 

5 

1 5 

5 

6 

5 

1 

6 

2 

6 

1 3 

6 

4 

6 

1 5 

6 

6 

6 

5l(fo  i(!  bic  5Iitja^t  aßcr'mößn(^)cn  SBürfc  = 36,  ®ie 
9ßa^rfcbein{ict)feit,  mit  jmei  Stßurfcln  1 unb  2-  ju  werfen,’  , 
i|^  ^ bic  3üa^rfct)cintidbfeif , mit  jwei  2Bür= 

fein  einen  ^afd;  ju  werfen,  = ^ = 4.;  bic  2Ba^rfcbein» 
ii(t)feif  ober,  mit  jwei  2önrfcln  einen  be|limmten  9^afc^>  ^ 

JU  werfen,  = 

« 

2.  ^ejeiebnen  wir  a(fo  uberbnuiJf  bie  2lnjabl  ber  einem 
(£rcigniffe  günjii^en  §düe  bureb  n , bic  2lnjabt  aöer  m6g= 
lieben  gdfle  bureb  N , unb  bie  mafbemotifdbe  3ßabrf(b«in» 
U4?feit  bee  Sreigniffee  bureb  "''"j  f»  ijt  , 

n 

wobei  aber,  wie  |id)  »on  felbft  »erflcbt,  »orauogefeßt  wer* 
ben  muß,  ba^  fltte  SdUc  an  |lcb  gleich  möglich  |lnb.  3® 
größer  bie  ^Injabt  bet  gunpigen  5düe  im  Söerbdltnip  5u 
her  2lnjabl  aßet  Säße  ift,  bcjlo  größer  i|?  w,  unb  befto 
gröber  i|l  in  ber  “^b^if  tmeb  bie  5Babrfd)einlicbfcit,  ba^  bag 
in  Üvebe  (lebenbe  (Ereignis  wirflicb  eintreffen  wirb.  Sie 
matbematifebe  2Babrfcbeinlicbfeit  ijl  baß  befiimmte  9)?aab 
beffen,  wag  mon  im  gemeinen  Veben  2ßabrf4)einKd>feit 
nennt. 

3,  S)ie  ganje  ©ebwierigfeit  in  ber  2ebre  »on  ber  Se* 
redbnung  ber  2ßabrfcbeinlid)feit  fommt,  wie  man  aug  ber 
fo  eben  gegebenen  Definition  fiebt,  auf  bie  .©efiimmung 
ber  2lnjobl  afler  einem  gewiffen  (Sreigniffe  günjiigen , unb 
ber  Ülnjabl  aüer  möglidjen  S^ße,  weld?e  bei  biefem  ^reig^ 
niffe  überbaupf  eintreten  fönnen,  jurücf,  eine  Sefiim= 
mung,  bieinberlb^t  häufig  beträ(btl«d)en  ©djwierigfefc 
t ten  unterworfen  ifi.  Die  combinatorifi^e  2lnali;fig  leiflet 
babei  nortrefflicb«  Dienfte,  unb  wir  finb  berechtigt,  ,bie= 
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fctbc  l^ier  aus  feen  gewt&mffen  2lrfif-e(n  blefeö  2B6rf«s 
bud;g  ol6  b?fannf  »orau^jnfoßcn.  (Eigcnfttcb  unterfdjeiöet 
man  aber  jwet  'Wirten  ber  3öo^cfcbeinlicbf«if.  (ecb 

nämtid)  bie  'Jfnjatjt  oder  mbglijben  fowo^t ; alg  oud?  ber 
günpigen  §aüe  auf  rein  mijfenfdwfrlicbem  SBege,  au«5 
0rünben  beoion|lrirter  ©aije  bejttmme.n;  fo  nennt 

man  bie  entfprcdjrnbe  5ißa^rfd)cinlicbfwt  2Ba^rfd)ein= 
Uc^feit  aus  0rünben  ober  ?Ißa^rfcbeiniid?f cif 
a priori,  unb  nur  biefe  ?lrt  bcr  2öa^rf(^ein(id)feit  gc* 
^prt  in  ben  itreis  bicfer  erjTen  2lbf()eilung  unfers  2ß6rtcr= 
budbs.  Sebft  es  aber  bei  ber  ermäbnten  S3e|Kmmung  an 
fidb-Crn  Dvegeln,  (tat c beren  man  (Erfahrungen  ju  ^ülfe  neh> 
inen  mu^,  fo  erhalt  mon  eine  2ßahrf(^einti(bfeif 
aus  23eobacbtung  ober  9GBa hrfdjeinticbf eit  a 
posteriori,  noobon  nur  in  ben  fotgenben  Slbtheiiungen 
biefes  SBerfeS  ausfiihriicb  gehanbetf  werben  fann,  obgieidb 
gu^  fcbon,  ber  Ueber^ebt  wegen,  in  biefem  2lrtifcl  0ini* 
ges  über  biefen  wid^tigen  ©egen|?anb  beigebrad)t  iwerbe« 
fod.  ©ie  25c(iimmung  ber  2i}ahrfd»cinlid>feit  a poste- 
riori i)l  betio  lieberer,  je  größer  bie^lnjabl  ber  jum©rutibc 
gelegten  S^eobaebtungen  iji,  »brausgefeijt,  baß  alle  mit 
möglid^ß  größter  ©enauigfeit  angeßeHt  ßnb.  ^ütte  j.  ö. , 
bie  Erfahrung  gelehrt,  baß  non  lüO  gleich  gut  gebauten, 
gleich  gut  ausgerüßeten  ©d>iffen,  weld)e  ju .einer  gcwi||ett 
^abresjeit  »on  2lmßerbam  na^  Petersburg  feegelten,  5 
©d)iffbru(b  gelitten  haben;  fo  iß  bie  5SJahrfcbeinli(bfeit, 
baß  ein  ^^iff ^ weldjes  um  biefelbe  ^ahrctsjfit 

nach  Petersburg  feegeln  foH,  berunglüefen  werbe,  = 

= ^,  unb  biefe  probabilität  muß  fo  lange  beibehalten 
werben,  bis  neuere  wieberholte  Erfahrungen  eine  onbere 
beßimmen.  3)ies  iß  ein  einfaches  23eifpiel  einer  55}ahr* 
fcheinli^feit  a posteriori. 

4.  2fß  ” = N (2.),  fo  wirb  w =rc  1 , unb  in  bie= 
fern  §alle  fagt  man,  csfe9@ewißheit  »orh^nben.  3)k 
Einheit  iß  glfo  bas  ©pmboi  ber  ©ewißheit.  £)i<  2ln.<iahl 
ber  gunßigcn  ^üUe  iß  hier  ber  2lnjahl  aller  mögli^en  ^üde 
gleid) , unb  bas  in  Diebe  ßehenbe  Ereigniß  muß  alfo  noth- 
wenbig  elntrejfen,  immer  unter  ber  Sßorausfe^ung , baß 
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flCf«  ^allc  m6glici()  fnb.  '3fi  w =r=  4,  fo  tifmif  nltm 
bas  (Srcignt^  jweiffl{)aff;  i(l  w > ^,  fo  ^ei^t  es 
fd)(e*f^m  im  getneitien  J^cben  wa^rfdbcinii^,  unö  iin= 
wa^rfd>e«nl«4)/ wenn  w < 4.  IjTi  , 

5.  2Bas  ber  SBafirfdieinlicfefeif  eines  (Ereigniffes  ^uc 
©eroipbeit  ^ei^t  bie  Srgiin^nng  ber  SUabr* 

febei n (iebfei f ober  bie  enfgegengefeijfe  2i3ai;r= 
fcbein(id}feir,  Weitbe  in  ber  golgi  immer  bnreb  be* 
jeid;net  werben  jbff/  fo  ba^  atfo 

w + Wj  = 1 , ’ 


unb  es  ifi  foigtldb,  ba  N — n offenbar  bie  2lnjabf  ber  bem 
(£reigiii|fe  ungunfligert  Salle  ifl,  bie  2Sabrfd;ein= 
liebfeit  für  bas  [Ridifeintreffen  beffelben.  ©c^en  wib 

TfcT  


n = m ; fo  i|b  immer 

n + m=  N,w=-^ 

m 

’ .T‘  ~ N ’ 

W 4 «r,  = ^ 

+ - = 1 * 
-Tn 

__  n 

m 

W — f 

« + m 

W , Ä3  — , 

. n + m 

^«weilen  if?  es  leidster/  flcitt  bie  SBabrfcbeinlitbfeif 
eines  Sreigniffes  unmittelbar  jit  bejlirnmen/  feine  entge^ 
gengefeijfe  2öabrfd)^inlicbfeit  auf^ufueben. 

' 6.  Sßort  ber  bisher  betrdd?teten, -ober  ber  ab  fo  luten, 

2ßabrfd;einlid)feit  ift  »erfbieben  bie  relalioe.  ©pie= 
len  j.  jwei  ^erfonen  mit  jwei  3ßürfcln  unter  bet  33es 
bingung  mit  einanoer,  baß,  inbem  oDe  übrigen  gaHe  Uns 
beachtet  bleiben,  ber  erfle  gewinnen  foll,  wenn  er  7,  ber 
jweife,  wenn  er  4 wirft;  fo  fann  man  fragen,  Weld;o 
SBabrfcbeinlidbfeit  jeber  ©pieter  ju  gewinnen  habe.  9fJacb 
bet  “Tabelle  in  (1.)  fann  mit  jwei  ?Jßürfeln  7 ouf  6,  4 
auf  3 »erfdbifbene  ^rten  geworfen  werben.  $)aber  iff, 
weil  alle  übrigen  Sülle  uhbeadbtet  bleiben,  bie  ?lnjal;l  oHet  . 
mbgticben  Sülle  = 9,  bie  2öahrfd?cinlid)feit  bes  erffen  ' 
©pielers  alfo  = bie  bes  jweiten  ^ 

uhb  ibfe  SSBabrfcbeinli^feiten  ju  gewinnen  bcrfalfen  ficb 
= 2:1.  3(^  überhoupt  bie  ^In^abl  aller  mbglicben  Süfle, 
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SSÖo^rf(^einU(^fciföred()nun3. 

wie  immer,  ==  N,  btc  3fn5a]^(  bcr  einen  ?Irf  t»on  ^äffen 
unter  biefen  = n , bie  iJInjo^l  ber  onbern  'iirt  = n";  fo 
i(l , inbem  alle  iibrigen  §afle  unbcrucffi^tigt  bleiben , bic 
SGBa^rfc^jeinlicbfeit  für  bae  (Eintreten  eines  §aff«  ber  erjlen 
5lrt 

^ n' 

' ' n ' -j-  ’ 

unb  bie  3Bnbrfcbcin(id)feif  für  bas  Eintreten  eines  §ailes 
ber  jweiten  '2Irt  unter  bcrfelben  Sebingung 


n'  + 

S)ies  ftnb  bie  rctatiren  2öal^rfc(?cinlid)feiten.  X>ie'  abfo= 
luten  5>3a()rfd)cinlid)feiten  in  ^ejug  auf  bie  beiben  '3lrten 
non  güflen  finb: 


?Hfö 

n'  n' : N ’ _ 

, n'-fn"  ( n : N ) -f-  ( n " : N)-  ’ 

n"  n" : N w" 

’ n -|-n"  (u':N)  + (»’  :N)  w'  + w"  ’ 

fö  ba0  folgli^  bie  relatine  S33a^rf(^eintid}feif  für  baS  Ein^ 
treten  eines  §a£[es  ber  einen  ober  onbern 'ilrf  erbatten  wirb, 
wenn  man  bie  cntfpredpenbe  abfotutc  2ßabrfcbeinlidbfeit 
burd)  bie  ©umme  bcr  abfoiuten  3ßabrfd)cintid;feiten  beibet 
Wirten  biüibirt. 

7.  25orjügti6  i(l  jwifcben  cinfad>rc  unb  jufami 
mengefe^ter  2Babrfd?einlicfefcit  ju  untcrfcbeiben,  je* 
nad)bem  nur  ein  Ercigni^,  ober  mebrcre  in  25etrad)t 
fommen.  > 3«  leijtcrcr  ii^e^iebung  jlnb  wieber  mehrere 
§ülle  ju  unterfcbeiben,  bie  wir  nai^  ber  Oveibe  burcbgeben 
woHen. 

8.  ©ei;  5unüd)jl  bie  i^Jröbabiiitüf  ju  beflimmen,  bo0 
unter  mebrern  Ereigni|fen  irgenb  ein  unbejlimmtcs  berfeU 
ben  eintreffe. 

®ie  ?Injabi  affet  mbgticben  §affe  fe^  = N,  bie  SOJem 
gen  ber  ben  einjelnen  Ereigni|fen  günjiigen  §üffe  fe^en 
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n 


n , n , n , 


«nb  i^re  «miernctt  gjcobabUh 

fdfen  w',  w",  w'",  W" , .... ; fo  if? 


w' 


n' 


n . ,, 

= N.  w 


— w"" 
N ’ 


h"" 
N ’ 


®lc  affer  gunfügen  Satte/  irt  Sejüg  auf  bie  »ocac* 
legte  Ulufgabe,  ijt  =r  ^ 

n = n'  4.  n”  + n'"  + n"  ' + 

unb  bcmnacb  bie  5S3af)rf(beinttcl)feif  für  bag  Eintreffen 
irgenb  eines  ber  gegebenen  Ereignifle 


w = - = 


+ n"  + + n" 

N“ 


+ 


— 4-  ^1-  X ” X """  _L 


5Ufo  W = w'  + w"  + w'"  + W"  + b,  I.  bie 

2öal)rfcbeinlidbfcit  für  bas  Eintreffen  irgenb  eines  ber  ge* 
gebenen  Ereigniffe  ifl  ber  @umme  ber  ‘Probabilitdten  bet 
einjetnen  Ereigniffe  gleich* 

20üt  einem  SBurfet  eine  befü’mmte  2lu5ahl  t)on  ?lugen 
ouf  ben  erflen  SCöurf  ju  werfen  if|  cic  SBahrfcheinli^/fejc 
= 2llfö  bie  2Bahrfd;einlichfeit,  irgenb  eine  unbe* 
fiimmfe  Slnja^l  »on  Gingen  auf  ben  erften  SSBurf  ju  werfen, 

==-5-  + i + i + -5-  + v + v = v==l/  b.  i.  ©e» 
wiphfit/  'vie  eg  auch  ffh” 

S>ie  Söohrfdheinlidhfeit,  mit  iwei^Butfeln  7 ju  werfen, 
*1^  ^ "3^  unb  bie  2Bahrfd;ein(id)fcit , 8 ju  werfen, 
= ttt*  ift  bie  2öahrfd;einlid}feit,  7 ober  8 ju 

werfen,  ==A  + 2)ie  2ßahrfcheinlid)feit, 

9 JU  werfen,  if?  = ^.  '2llfo  bie  SiBabrfcfaeinlichfeit, 
7,  8 ober  9 ju  werfen,  = 

®ic  2ßal)rfd)ein(id?feit,  8 ober  9 ju  werfen,  bagegen  = 

,s  _L  .4  0 I 

Trr  T TiT — Tö  — T‘ 

@ei;en  w,  w',  w",  w'",  ...  wieber  bie  2öabrfchein* 
lidjfeiten  für  bag  Eintreffen  nerfchiebener  Ereigniffe, 
ober  fer)  bie  2Baf)rfcheinli(hfeit,  bap  feineg  biefer  Ereigniffe 
eintrifftj  fo  ifi  immer 

w + w 4-  w"  4-  w " 4-  — 4-  w,  = 1 . 

©ennbie  2Bohrfd>einlidhfeit,  baß  irgenb  eineg  ber  gege« 
benen  Ereigniffe  eintrifft,  ifl  nach  hem  Obigen 
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I ^ 

= w 4"  "t“  ^ ' 4*  •f’  • • • • j ' ' 

unbbie  SBa'^rf^einli^fdt,  baji  fdncß  fintrifff,  tiaij)  ber 
SÖoraiiöfe^ung  = . §0(9(1^  bie  2Bar)rf4)finncb= 

feit,  baf  tntwebec  eines  obec  feines  eintrifft,  na^)  bem 
Obigen  • ■ 

= w 4-  w'  + w''  + w"  4-  i • • • 4"  • 

- 3n  biefem  §atte  ffnbef  ober  offenbot  ©eroi^^df  |latf;  ünb 
es  i(f  olfo  (4.) 

w 4-  w'  4-  4-  + •■•  4"  '^1  = !• 

®ies  i(l  eine  Srweifernng  bes  ^tincips  »on  ben  enf* 
gegengefe^ten  5Ißa^rfcbeinli(l;f eiten  (5.). 

9.  0inb  wieber  w' , w ' , 'if"* , w"" , . . . bie  SBo^ts 
f6einlicbfeiten  mehrerer  einjeinen  (greigniffe;  fö  fonn  mon 
nad),bec  Sßobrfcbeinlidbffit  fragen,  bop  oDc  biefe  €reig= 
nitfe  sufammentrefen.  SBerfen  j.  ©.  5wei  ^erfonen  ju* 
gteiiib  ouS  einem  2Öed)er  jebe  jwei  ?3Böffel  auf  ben 'iifd)} 
fo  fonn  man  no^  ber  5H3obrf^einlicbfeit  fragen,  bop  bie 
eine  8 , bie  onbere  9 klugen  werfe; 

gjjanbabe  juerji  btof  jwei  ^reigniffe,  beren  SBo^r* 
f4)einlid;fciten 


fepen.  35ie  ^Injo^i  otler  mbgtidben  gaffe  in  23ejng  auf  bos 
erffe  (greigni^  iji  = N',  in  23ejug  auf  bos  jweite  =N". 
3ebeb  ber  erfien  göffc  fonn  mit  jebem  ber  jweiten  gdffe 
5ufQmmcntreffen , unb  in  23ejiig  auf  bas  ^ufamnientreffen 
Beiber  Sreignijfe  ijf  otfo  bie  '^Injatjl  oHcr  mögticBen  gMc 
ölfenbar  = N'N",  unb  auf  biefcibe  '31rt  in  berfelben  93e* 
jiebung  bie  3InäQl;lber  günffigen  gdffe  = n'n",  bie  2Babr'= 
fcBeinlid)feit  olfp,  bof  beiDe  Sreignijfe  jufammentreffcrt 
werben,  = > 

n'n''  ii'  n"  , „ 

' ^ “ mr  ” N''N"  “ " ‘ 

Äommt  nodb  ein  brittes  (Ereignip  B‘nju,  beffeh  ^roBdbi=’ 
Utat  = w'"  ijl;  fo  fonn  man  bos  3ufeinimenfre|fen  ber 
beiben  erffen  (Sreigniffc  o(s  ein  cinjelnes  Sreigni^,  beffen 
^robobilitot  = w'w"  i|t,  onfe^en,  unb  bie  ^^rbbabilitat. 
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ba§  ofle  br<{  (Erefgnlfle  jufatnmen  elnfcefen  roecben,  i|l 
alfo/  wie  »or^er,  = 

, w = w'w"  . w"'  = w W"  . ' 

©0  wdfer  gel^ent»  mon  tci’cbf/  bo0  bfe  ^roboBf» 

Utät  für  ba«  «Ute  in  Diebe  jie^enben  €r* 

elgniffe  =r 

w = wVV"w"''w'""  , 

b.  i.  bem  ^robuefe  ber  ^Jrobabilirüfen  aller  einjelnett  ®r» 
eigniffe  glei^j  Ijl. 

3n  25e}ug  auf  obiges  S3eifplel  (inb  bie  beiben  ^roba* 
bilifüfen  = .3%-,  unb  = ^ = -^;  otfo  bie  ^robabilifäf 
für  bas  jufammengefc^fe  (Ereignis,  ,b..i.  bas  3ufammen»’ 
treffen  beiber  (Ereigniffe,  = ^.^^  ==  -54^. 

2Benn  A,  B jeber  jttjci,  C einen  SBürfel  auf  ben 
^ifeb  wirft;  fo  i(l  bie  ^abrfdbeinlidbfeit,  baß  A einen 


10.  9Birb  eine  unb  biefelbe  .^anbtung  mehrere  9)?afc 
Wieberbott;  ,fo  fann  man  nach  ber  SEBabrfcbeinii^felt  fräs 
gen,  baß  bie  (Eretgniffe,  beren  SBabrfcbeinlidbfeiten  w', 
w",  w'",  y"",  ßnb,  b*nfer  einanber  eintreten. 


®ie  ^njabl  aller  möglichen  gölle  fep  = N,  unb 


N’ 


n 

~N* 


n 

’ N 


(Olan  habe  juerß  nur  jwei  (Ereigniffe,  bie  blnftf  einanber 
eintreten  foüen;  fo  iß  bie  IHnjabl  aller  möglichen  $atle, 
bas  jweife  (Ereigniß  mag  bor  ober  naß>  bem  erßen  eintres 
ten,  offenbar  = NN  = N*,  na^  ber  2ebre  bon  ben 
Sßariationen.  ( 0.  biefen  3lrtifel. ) nun  ferner  jeber 
bem  jioeiten  (Ereigniffe  günßige  §all  hinter  jebem  einjetnen, 
bem  erßen  günßigen,  §aße  eintreten  fann;  fo  iß  bie  5ltt* 
jabl  ber  für  bas  auf  einanber  folgenbe  (Eintreten  beiber 
(Ereigniße  günßigen  $üße  = n'n  , unb  folglich  bie  ge» 
fueßte  äßabrfchtinli^feit  = 


W 


.^ommt  no4>  ein  brittes  (Ereigniß  bin)u;  fo  iß  nach  ber 

V.  2lt 
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2e^re  »dit  ben  Sßariötione,n  bi«  ^nja^t  allec  mSglid&en  5^(1« 
z=N5 , unb,  ba  jeber  ber  bcm  briffcn  Creigniffe  günfiU  . 
gen  Säße  hinter  jebem  einjelnen  berSdfle,  in  wefdjen  baö 
erfle  «nb  jweite  (Ereignis  auf  einanber  folgen,  eintrefen 
fann,  bie  'Jlnja^t  ber  günfiigen  gäße  = n'n"n"'j  alfo  bie 
gefu(i|?te  2Ba^rf(^ein(t^feif  = 

— rjj  • 

3jl  bie  5Inja'^I  ber  gegebenen  Creigniffe  = xj  fo  f(t>iie^( 
man  l^ierau«!  leidet,  baß  überl^aupt 

n'n"n'"n""  .... 

/ wr=- — , 

ober  w w'w''w"'w’''' 

bere  berSrilcbe,  but(^  »elcbe  bie  einjelnen  2Ba^rf(|jeins 
lidbfeiten  bargejfeßt  merben,  »icßeidbf  aufgehoben;  fo  er* 
heßet  leiebt,  baß  (entere  0(ei^ung  benno^  ri(btig  bleibt. 

S)ie  SBahrfdbeinlidbfeit,  boß  ein  Sreigniß,  beffen 
2Bahrfdbeinli(t>feit  = w’  = ^ iß,  xmol  hinter  einanber 
«intrifft,  iß  == 


SO^it  einem  SBiitfet  ein  ju  werfen,  iß  bie  2Bahr* 
fcheinlidjfeit  = ^.  2)ie  2Bahrf(^einlid;feit,  mit  einem 
Sßürfel  xmai  hinter  einanber  ein  lUo  ju  werfen , iß  = 

®ie  95Bahrfd>einiidbfeit,  mit  jwei  SBörfeln  jwei  ÜJ?ai 
hinter  einanber  jwet  Slugen  ju  werfen,  .iß  = 

= nTrc* 

S)ie  9£Bohrf(heinlid?feit,  mit  jwei  SSBürfeln  einen  ^af(h 
ju  werfen,  iß  = .3!^  = 4..  S3iermat  hin^tf  einanber 
mit  jwei  SBürfeln  einen  ipafdh  ju  werfen,  iß  alfo  bie 
2Bahrfd?einlid)feit  = (^)*  »iermat  hin» 

fer  einanber  einen  beßimmten  ^af^,  j.  25.  jwei  ©e^jfen, 
au  werfen,  = = -nrrWff- 

11.  SBirb  ein  unb  biefelbe  Jg)anblung  awei  9)lat  »er* 
richtet,  unb 
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finb,  Inbenf  N ble  5lnja^t  aller  mögli^Jen  ^äHc  6eje{(l?nef, 
ble  2Ba^rf<l)e(nli^fcifen  st»ekr  Creignifle;  fo  fönnfe  mait 
ou(^  na^  bet  2Ba^rf(^einll4)fe«f  frogen,  bap  entweber  baes 
crjle  (Ereigniß  eintrifff,  ober,  trenn  biee  ni^Jt  ber  §a(I 
wäre,  bann  bodi?  bao  jweife  einftifff. 

®ie  SBa^rfd&cinlidljfeif,  baß  bag  crße  (Ereigniß  ein* 
trifft,  iß  = w';  alfo  bie  9CBaf>rf4)einlicbfcif,  baß  biefeß 
Creigniß  ni^f  eintrifft,  = 1 — w'  (5.).  ^olglicb  bic 
2Bal)rfcbeinlidbfeif,  baß  ba«  erße  ©reigniß  nidbf,  aber  bann 
bao  jweifc  eintrifft , = ( 1 — w')  w"  (IO.),  ©emnocb 
bie  ^a^rfdbeinli^feit,  baß  entweber  bas  erße  (Ercigniß' 
eintrifft,  ober  biefee  Sreigniß  nicht,  bann  aber  bog  jweite 
erfolgt,  = w'  + (1  — w')w"  (8.).  3ß  alfo  w bie 
gefugte  ^robabilität ; fo  iß 

W = w'  + w"  — w'^w" 

= 1 — l+w"+w'  — w'w" 

= 1 — (1  — w")  + w'(l  — w") 

E=  1 — ( 1 — w' ) ( 1 — w" ) , 

b.  t.  bie  gefuß>t<  SBahrfdheinlichfeit  iß  be'e  (Ergänjung  ber 
aus  ben  entgegengefe^ten  SSJabrfcbeinli^Peiten  ber  beiben 
(Ereigniße  jufammcngefe^ten  2Baf)rf(beiniichfeit  gleich. 

®ie  5Eßahrf4>einli^feit,  mit  jwei2Burfelnaufben  erßen 
SBurf  9 klugen,  ober,  wenn  bieg  nicht  geßhieht,  auf  ben 
jweiten  SCBurf  8 2lugen  ju  werfen,  iß 

= 1 - (1  -^)(l  - 3%) 

— 1 — 8 ^1—4  f,i 

« 1 9 

— TT  • 

12.  .^at  man  brei  Sreigniße , beren  ^robabilitäten 


ßnb;  fo  fann  man  nach  ber  5ßahrfcheinlidhf eit  fragen,  baß 
entweber  bog  erße  (Ereigniß  eintrifft,  ober,  wenn  bieg  ni(ht 
•ber  Satt  wäre,  bog  jweite  erfolgt,  ober,  wenn  auch  bieg 
ni(ht  ber  Sott  wäre,  hoch  bog  britte  eintrißt.  ©e^t  man 

V = 1 — (1  — w')(l  — w")  ; 

fo  erhellet  lei4>t,  wie  vorher,  baß 

w = 1 — (1  t)(1  •—  V")  . 

Stlt  bic  3Bahrfcheinlichfeit,  mit  jwei  SBürfeln  im  erßen 

211  2 
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SBurfe  7,  ober,  töenn  bieo  ni^f  elnfrffff,  tm  jweifen 
SÖ3urfe  7,  ober,  wenn  au(^  bieo  eintreffen  feilte,  "" 
bo4>  tm  britfcn  5ö3urfe  7 ju  werfen , tfi 

^ = 1 — (1  — ÄHt  — jt)  =-|t! 

— t — (1  — iV)  — ■?tV  * 

(Eben  fo  fe^e  man  bei  oicr  (Ereigniffcn  auf  ä^ntid^e  3Irt  wie 
vorder 

V = 1 — ( 1 — w' ) ( 1 — w" ) , ^ ' 

t’  = 1 — (1— t)(1—  w'" ) , ' 

w = l— (1  — — w"")  , 

unb  bei  fÄnfen : , 

’ T=1  — (t  — W*)(t'^w”), 

v'  ='  1 — ( 1 — V ) ( t — w'"  ) , 
v"  = 1 — (1  - v')(l  — w"")  , 
w = 1 — (1  — v")(l  — w ) 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

13.  Sf^gtman,  um  nodb  ein  Söelfpiel  ju  bem  SSort 
l^erge^enben  ju  g?ben , nadb  bcr  2ßa^rf(l)einlicbfeif , mit 
einem  ‘^^aler  in  jwei  dürfen  wenigfieno  einmal  ÜHünj 
(0cbrift  ober  croix)  ju  werfen;  fo  wirft  man  entweber 
bas  erfie  9)?al  9)iunj,  ober  bas  erj?e  SDiai  nidbt  üKünj  unb 
bann  bas  jweite  9}?alS0iönj,  ober  enbiieb  bas  erfle  ÜJiai 
ni(bt  ÜJiün)  unb  bann  au(l)  bas  jweite  £!)2a(  Unmün} 
(2Bapen;  pile. ).  3)ie2Babrfdbeinlid)feif,  bas  erfieSOiat 
SOlunj  ju  werfen,  i|l  = ^;  bie  9ßabrfcbeinlicbfeit,  baS 
erfie  SOial  nicht  ÜHUnj  ju  werfen,  i(l  ebenfalls  — unb 
eben  fo  ifl  bie  5öabrfcbeinlicbfeit,  bas  jweite  SOial  SJlünj 
JU  werfen,  = Solglidb  i(l  bie  5ffiobrfcbeiniicbfeit,  bas 
erfie  SOial  nidbt  SOiünj,  aber  bas  jweite  ü)ia(  SOiiinj  ju 
werfen,  =4*-j  = t (lO-)e  unb  bemnadb  bie  SBabr*  > 
fcbeinli^feit,  baß  öberfiaupf -eins  biefer  beiben  (Ereigniffe 
eintrefft,  b.  b*  bie  SGBabrf^einlicbfeit,  in  einem  ber  beiben 
2Bürfe  ÜWunj  ju  werfen,  = ^ i = 1^  (8.).  Un* 
mittelbor  giebt  bies  auch  bie  Sormel  in  (11.): 

w = 1 - (1  - w')(i  - w")  ='  1 _ (1  - 4)(i  - 4) 

eben  biefes  crbält  man  audb  burdb  ^Tufjäbfuus  5«®^* 
S)ie  perfebiebenen  Säüeßnb  nümiieb:  bas  erfie  S9ial  EDitinj, 
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, SBa^rf(^etnlic^fe(Wrec^oun3. 

batf  jweife  SOlal  SWünj;  bo«  ecfJe  ÜWal  SSHüns,  boijweife 
9)?ol  llnmünj ; bcis  «rffe  SOiot  Unmilnj,  bas  jweifc  9WaI 
SKönj;  bag  «rffe  SÖlat  UnmünS/  bag  jweite  ÜBat  Unmün}. 
5Ufo  jinb  öbfrbaupt  4 Sdlle  inÖ3H(^),  unb  3 berfelbeii  |]nb 
günflig,  bie  SBa^rf4)ejnljd|>ftif  oifo  = -J. 

. 5)’3It€tllb«rt  (Opusculesinathematiques.  T. II. 
p.  20.)  i)at  fjdb  bei  biefer  an  fidb  ganj  feiebfen  Sfuf^abe 
geirrt,  inbem  er  bie  gefu(^)te  2Ba^rfdbein(icbfeit  nur 
finbef.  X>enn,  fagt  er,  trifft  man  bag  erjle  SÖJai  SOIiinj, 
fo  i(l  bag  0piel  geenbet,  trifft  man  aber  bag  er|?e  SOIat 
Ünmunj,  fo  muf  noch  jum  jweiten  ÜHale  geworfen  wer* 
ben,  in  Weldjem  enfweber  SOiiinj  ober  Unmiinj  fattt,  fov 
ba^  alfo  nur  3 §Me  mögiid;,  2 gunfiig  jtnb,  bie  ^a^r» 
fd)ein(id;feit  a(fo  = ■§•  i(I.  ^Han  über|Tei)t  (eicbr,  mit  bem 
Obigen  »ergüdben , bag  ^fi^ige  biefer  @d)iu^art.  SPor* 
juglicb  liegt  ber  3'^rtbum  barin , bog  b’3Ilembert  oUen 
brei  §aHen  gleite  SOiöglicbf eit  beilegt  (0.  Laplace 
Theorie  des  prpbabilite's,  Trois.  e'dit.  p.  VIL ). 
SDIon  gel)t  aber  biftemg,  wie  bebutfam  man  bei  fragen 
ber  2ßal)rfcbeinli^feifgredbnung  fepn  mug.  lieber  bag 
0piel:  ÜKünj  unb  Unmünj  (0d>rift  unb  Sßapen;  croix 
ou  pile)  f.  m.  auch  einen  2luffa^  »on  Lambert  in  bem 
3lrd;itt  ber  ÜÄatbematif  pon  ^iolx^burg,  .^eftdO, 
0.  216,  > 

14.  €in  ju  erworfenber  ungewiffer  ©ewinn  ifl  offen» 
bar  bego  groger , ober  fiat  Pielmebr  bego  me^r  SG^ertb,  i'c 
grbger  bie  ju  gewin.nenbe  0umme,  unb  je  gröger  bie 
Uöabrgbeinlicbf eit  ig,  if)n  ju  erhalten.  0inb  bie  SBa^r» 
fcbeinlicbfeiten  gleich,  fo  gehen  bie  ju  erwarfenben  @e= 
winne  ofenbar  in  gerabem  Söerhdlfnig  ber  ju  gewiunenben 
0ummen,  unb  eben  fo  gehen  bei  gleichen  0ummen  bie  ju 
erwartenben  ©ewinne  in  gerabem  95erhdltnig  ber  SäJahr» 

' fdjeinlichfeiten,  ge  ju  erhalten.  0inb  alfo  für  bie  0um» 
men  unb  ^ahtghtinlid^feiten 

( , l' , S-,  SV,  w',  w’ 

bie  iu  eripartenben  ©ewinne  g,  g'/  g ’j  fo  ig 

g:g"  = w:w',  g":g  =»;»’,  ' 
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\ 

\ 

worauö  bur^) 

g:g' = swü'w'  . 

@e^f  man.  nun  föc  s'  = 1 unb  w’  = 1 aud|>  g'  = 1 ; 
fo  erl;ätf  man 

g = »w  , . 

b.  1^.  bie  ©c60e  be«  ju  erwarfenben  ©eminne«  i(l  bem 
buct«  oug  ber  ju  gewinnenben  0umme  in  bie  äßa^rfcbein* 
ii^feit,  jie  ju  ermatten,  giei^z  ben  bei  einer  @umme 
= 1 mit  bet  ©e»i0i)eir,  fie  ju  erhalten,  }u  envotfenben 
©cwinn  olö  ©in^eit  angenommen. 

®aß  ^robucf  sw  nennt  man  in  ber  S£Baf)rf(jbeinn(^)* 
feltore4>nung  bie  maf^ ematif^Je  4>offnung  ober 
bie  ©rwgrtung  (sors,  lucrum).  55ie  eigentiicbe^ 
©ebeufung  biefeo  2Iuobru(fo  eti)eflet  auö  bem  SDor^erges 
l^enben. 

15.  ber  ju  erwartenbe  ©eminn  »on  mel^rern 

©reignijfen  ob  ; fo  ermatt  mon  i^n,  trenn  bie  ju  crmarfens 
bc  @umme  mit  ber  2Ba^rf4)einlid)feif,  )le  ju  ermatten,  bei 
jebem  einjelnen  ©reigniffe  muttipiicirt  wirbz  unb  bie  ehts 
jetnen  ^robncfe  jufammenabbirt  werben.  @inb  bie  ju 
erwarfenben  ©ummen  nnb  bie  entfprccbenben  ^robabilü 
täten  s,  w ; s' , w' ; s" , w" ; s'" , w'" ; u.  f.  f.j  fo  i(l 
bie  mat^ematifcbe  .^Öffnung 

= «w  eV  -f-  s"w"  + »'"w"'  + • • • • 

©pietcn  j.  ©.  A unb  B SOZunj  unb  Unmunj  unter  ber 
©cbingung,  bag  A jwci '^ttjotcr  erhält , wenn  er  ouf  ben 
erjien  2öurf  9Kiinj  trifft , unb  filnf '^^aier,  wenn  er  nur 
erfl  bao  jwcite  2Wal  SJiänj  wirft,  fo  bo0  aber  bao  ©piet 
oto  geenbigt  ongefc^en  würbe,  wenn  A fcbon  bao  erfte 
9KaI  gewönne;  fo  i|lbie  583oi)rfi^)einU(f)feit,  baef  erfie  SÖiai 
9)lün,i  JU  werfen , =i,  unb  bie  2ßabrfd)ein(idbfeit,  ba« 
erfie  9)?at  ni(^t,  aber  bog  jwcite  SOiot  SOiunj  ju  werfen, 
' = -^  . ^ = 4-  ( 10. ).  Sotsli^  ijl  bie  ©rwartung  beg 
A=2.i+ 5.1-  = 2i. 

©oH  aber  bog  ©piel  nur  erji  beim  jweiten  3Burfe  ge* 
enbigt  fepn , fo  bo0  nämlicb  A (bwo^t  beim  erfien  atg  oudb 
beim  jweiten  SßJurfe  ben  feflgefe^ten©ewinn  erhält,  wenn 
er  5)iuni  trifft;  fo  (inbbeibe  Sßiirfe  offenbar  alg  jwei  gonj 
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t)erf(^)iebene0p{e(e  ju  b<fract)fett^  b«  bfc  frfie  gar  feinen 
Ginflu0  auf  ben  jweifen  \)at,  unb  ble  2Bal^rf4)einndbfeit 
ift  foigii^)  in  beiben  gaden  :?=  bie  (Srworfung  gtfo 

2.4-  + 5 . — 3 -j. 

, 16.  Söertufi  wirb  alei  negari»er©ewinn  befrad^fef,  upb 

«iö  foicbet  in  bie  Dveibnung  eingefu^rf.  ©od  A 2 
gewinnen,  wenn  ec  bag  er(ie  SKai  tOKmj  wirft,  unb 
11  ?blr.  verlieren,  wenn  er  bas  jweite9)?al  Unmünj  wirft, 
fo  baf  aber  ba«  ©piel  oI«  beenbigt  angefeijen  wirb,  wepn 
A beim  ec^en  SJlale  gewinnt;  fo  ijt  bi?  3Babrf(beinli4>feit, 
bag  erjle  SOiat  ODlunj  ju  werfen,  = ^,  unb,  eg  nicht  }u 
werfen,  ebenfadg  = -i.  2)ie  2Babrfibeinti(bfeit , bag 
jweite  9}ial  Unmunj  ju  werfen,  i|f  = ^;  alfo  bie  Sßabr* 
fcbeinii^jfeit,  bag  erfte  SO^al  ni^jtSHunj,  unb  bag  jweite 
SJKal  Unnninj  ju  werfen,  — ( 10.  Soiglicb  bie  Srs 

Wortung  beg  A = 2.^  — 11  .J  = — 1-|,  bie  f?(b  ober 
hier  inbteSurcbt  nerwänbeit,  1-|  J“  »früeren.  SEöirb 
nur  einmal  geworfen,  unb  unter  ber  58ebingung  gefpielt, 
boß  "a  2 ‘5btr.  gewinnt,  wenn  er  9J?unj,  2 ti)tc.  »erliect,  . 
trenn  er  Unmünj  wirft;  fo  ^j^  feine  ©rwartung,=  2.-^ 

— 2.-i  = o,  b.  b-/  '«r  M tben  fo  riefe  .^Öffnung, 
2'5blf-  ä“  gewinnen,  alg  2'l^iv.,  ju  vertieren,  wie  ftci)^ 
audb  »on  felbjl  rerfiebt. 

17.  ®ie  (ich  mtg  ben  eben  erläuterten  Dtegefn  jur  Se^  i 
fiimmung  ber  matbematif(^>en  J^ojfnung  ergebenben  Dteful» 
tote  fäieinen  juweilen  bem,  wog  ber  gefunbe  ÜWenfcbenrers 
ftonb  lebet,  JU  wiberfpred;en,  welcbeg  juerjl  an  einem 
Probleme  bepboebtet  worben  id,  weldtcg  im  3<^be^  1^13  . 

bem  Xperrn ron  «Kontmort  »on  SRicolog  S^etnoulli 
porgelegt  würbe  (Es'say  d’Analyse  sur  les  jeux  de 
hazard.  2.  ed.  Paris.  1713.  402.),  unb  uad;bec 

»orjüglicb  bureb  Daniel  ©ernoulfi’g  Sebanblung 
unter  bem  Dlamen  ^e'tergburger  Problem  in  ber 
©efd?id)te  ber  2ßabrf4»einlicbfeitgred;nung  berühmt  gewor= 
ben  ifi.  5ßir  woden  baffelbe  b‘ee  »»lee  fotgenber  gorm 
betro(bten : 

A unb  B fpielcn  tOiünj  unb  Unmünj  (©ebrift  unb 
SEBapen)  unter  ber  Söebingung,  ba^  A bem  B jwei  £)u= 


Diutiiz:  • uy  Google 


904 
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cafeit  glebf,  wenn  ber  erjle  2Burf  SOlünj  i(!,  blet  ©uca* 
ten,  wenn  er(l  ber  jweUe  S®urf  ^dnj  ijl/  a(bf  5)ucafen, 
wenn  er(l  bec  briete  98urf  9J)än}  ifl/  unb  fo  fort  bi$  jum 
Uten  28mfe.  SSJie  gro^  ifi  bie  (Erwartung  »on  B,  nnb 
was  fonij  atfo  B am  Slnfange  bees  0plele  fe^cn? 

0e(limmt  man  bie  fS^abrfcbeinii^feiten  nadb  ber  Dvegel 
ber  jufommengefeftten  S®a^rfcbeinU4>feit  in  (10.)/  unb 
bie  (Erwartung  beo  B rta(b  ^5.);  fo  ermatt  man  fe^>r  lei4>f 
för  leitete  folgenben  ^uobrucf: 

4,2  + i.4  + i.8  + *.16  + i.2» 

b.  I.  = 9.  • jDie  SEBa^rf(t>ein(i4>feit,  baß  in  feinem  bec 
n SBürfe  SRßnj  fällt/  ifl  = unb  eo  f4>eint  alfO;  baß 
obige  Dvei^e  eigentlid()  no^  um  ein  ©lieb  ju  vermehren  fep". 
S)a  aber  bann  B auch  9]i<^to  er^lt;  fo  iß  bas  no(^  beiju« 
fögepbe  ©(ieb  = i.o  z=  o.  Sßjir  erwähnen  bieS/  wenn 

es  ß(|>  auch  f^on  bon  fetbß  »erßebt/  wegen  bcs  gotgentj^n. 
3ß  alfo  bie  ^nja^l  ber  einjetnen  ©piele  fe^r  yoß  ober  gar 
unenbiii^) ; fo  fönnte  B oucb  eine  fe^r  große  ober  eine  un> 
enblidbe  @umme  wagen.  SBirb  bies  ober  wo^l  ein  auß> 
nur  einigermaßen  oerßänbiger  ©pieler  t^un,  unb  ßimmt 
obiges  Dlefulfot  aucb  nur  irnSntfernteßenmit  bem,  was  ber 
gefunbe  Sßerßanb  augenblicfticb  te^rt/  uberein?  ©ewiß 
ö^iemonb  wirb  bei  einem  folcben  ©piele  aucßnur  eine  fleine 
©umme  wagen. 

18.  ©leerere  ÜKat^ematifer/  j,  ©.  ©uffon;  ©ra» 
mer/  Fontaine/  ©eguelin  (Me'm.  de  Berlin, 
1767.),  2i(bttuf>ec9  (©etraßjtungen  über  einige  9Jle= 
t'^oben,  eine  gewiß?  ©cbwierigf eit  in  ber  ©eredbnung  ber 
SBJabrfcbtinliebfeit  beim  ©piete  ju  ^eben.  ©bttingen 
1770.),  borjügtici)  ober  ©oniel  ©ernoutli  in  ber 
9Ib^anb(ung;  Specimen  theoriae  novae  de  mensura 
sortis  (Comm.  Petrop.  T-V.  p,  175.),  bon  wetdber 
ßcb  aud)  ein  furjer  ?(usiuginbem.^amburgif4)en9)?agajin, 
©b.1.5. 1747,  ©.  73.  beßnbet,  i^aben  bie©efeitigung  ber 
erwähnten  ©ebwierigfeit  berfuiibf.  Sälir  woffen  ^ier  mbg* 
ticbß  furj  ©ernoulli’s  “ibeorie  borjüglic^  nod>  2as 
place  (a.  a.  0. p.  432. ) erläutern, 
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• 19.  ®ec  SBerfl^  einer  @umme  ©efbeß  fonn  in  ber 
£92at^emati!  B(o^  nodB  i^rec  obfo(ufen  ©r6§e  beurt^eitt 
werben,  o^ne  Oviicfftcbf  auf  baß  befonbere  3nferej|<  bet 
^erfan,  wetdbe  jene  @umme  befiljf,  ober  nidbt  beji^t. 

aber  j.  SS.  ein  ‘^^ater  für  3«u>anben , beffen  95etm6* 
gen  ficb  auf  ^unberf  ^^a(et  beläuft,  einen  weit  grbfern 
SEBert^  l^abenniu^,  ol5  für  einen  SOliHionair,  wirb  »on 
Oliemanb  bejweifelt.  ^Die«  l^ot  barouf  geführt,  jwif^jen 
bem  p^^fif.cben  unb  morotifcben  ^ert^e  einer  ©um* 
tue  ©elbeß  ju  unterfcbeiben,  inbem  man  unter  jenem  ben 
abfoluten  aSert^  berfetben  oi^ne  Dvucfji^t  auf  ba$  befon* 
bere  ^nte^effe  ber  ^erfon,  wel4>e  biefe  ©umme  bc|]^  ober 
nicht  befiljt,  unter  biejVm  aber  ihren  SBerth  in  ©ejug  auf 
ihren  abfoluten  2öerth  unb  jugleidh  mit  Qtücffidht  auf  baö 
befonbere  ^nterejfe  ber  ^erfon,  welche  biefe  ©umme  befi^t 
ober  nidht  befiijt,  »ergeht,  ©ogleidh  bietet  aber  hier 
bie^ragebar,  wie  man  ben  von  taufenberlei  ^Dingen  ab* 
hängenben  moralifchen  2Berth  einer  ©umme  ©elbeö  beur* 
theilen  fönne,  unb  ees  fäflt  lei(ht  in  bie  5Iugen , baf,  ott* 
gemeine  Siegeln  hierzu  ju  geben,  unmöglich  i|t/  ba  bie  3«^ 
tereffen  bet  einjelnen  ^erfonen  fo  unenblich  »erfi^iebcn  fihb. 
3nbe^  hat  fotgenbe  Jpppothefe  SDanicl  ©ernoulli’ß 
ben  nieifien  Seifall  gefunben,  unb  fcheint  ftch  in  b<p  ^h<** 
ouch  ber  (Erfahrung  am  beflen  anjufchlie^en: 

„3)er  moralifdhe  ober  relatipe  3Berth  einer  unenblidh 
„fleinen  ©umme  fiehf  in  gerabemSerhältniffe  ihreo  abfo* 
„luten  SÖJerthees,  unb  in  umgefehrtem  Serhältniffe  beö 
„ganjen  Sermögencs  ber  babei  intereffirten  ^erfori." 

' 25  e r n 0 u 1 1 i bemer Pt  jugleidh,  baf  jeber  SKenfch,  audh 

bet  ärmffe,  na^)  ben  gemeinen  gegriffen,  ein  gewiffeö 
aSermögen  beft^e,  weld;eo  bei  ben  meijien  aHerbingß  in 
ihrem  Slei^e  begehe.  SSBer  bur^  25etteln  fein  2eben  fri(Tet, 
unb  baburch  jährlidh  10  SDucaten  erwirbt,  fagt  ©er» 
noulli,  wirb  nid)t  50  ®ucafen  annehmen,  unter  bet 
©ebtngung,  auf  jene  2lrt,  unb  ouf  jebe  anbere,  feinXeben 
}u  frijlen,  aSerjid)t  jii  leifien.  ^Ifo  jebet  SOienfch  h®< 
gewiffeo  aSermögen ; nur  ber  fo  eben  Por  4>unget  ©ter» 
benbe  hat  abfolut  ni(ht«. 
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> Dßa^rfc^einlt<^!eitöre(^nund. 

20.  S5ejtl4>nef  nun  x ben  obfotufen  y bcn 

r<(afi»en  ober  moratifc^en  2Berf^  einer  ©umme  ©etbeo, 
unb  X erleibet  eine  unenb(i(6  Keine  S6eränberung,  bie  burcb 
Sx  ausgebrucft  wirb/  fo  brücft  2a place,  bem  obigen 
principe  geniü^,  ben  relativen  SBert^  von  Bx  allgemein 

bur4>  ^/,'wo  k eine  ©onjlanfe  bejei(^jnef,  auo.  IDieo 
ijl  folgtidt?  bie  SSeranberung  bep  moralifc^en  SEBert^e« , fo 
baß  alfo  öy  = worau«  burd(> 

y k lognx  + lognh  , 

wenn  wir  bie  wiflFö^rlidbe  ©onjlanfe  burd()  lognh  au«» 
brücfen.  S)iefe  ©onjlanfe  müßte  burd|)  einen  SBert^  von 
y,  welcher  einem  gegebenen  SEBert^e  von  x entfpri4)t,  be» 
fiimmf  werben. 

2lu«  bem  in  (19.)  Semerften  erl^ellef,  baß  man  x 
unb  y nie  = o,  au^  nie  negativ,  fenen  fann,  ba  jeber 
SERenfcb;  felbß  ber  ©ettler  unb  ©c(?ulbner,  fo  lange  er  fein 
2eben  frißet,  ein  gewiffe«  SDermbgen  ^at,  ober  wenigßen« 
. al«  ein  fol4)e«  l^abenb  ju  betracl^ten  iß. 

21.  ©ep  nun  a ba«  p^pßfdbe  ober  abfolute  (19.)  5ßer» 

mögen  einer  ^erfon  A,  mit  ber  Jöoßnung,  baß  baßelbe  eine 
ber  Sßerünberungen  «,  a,  a , ä" , , welcl?e  au4> 

null  ober  negativ  fepn  fönnen,  erleiben  werbe,  unb  bie 
5Ba^rfd^einliß)feiten,  baß  bicfe  Söerünberungen  ßatt  ßnben, 
fepen  refpective  w,  w',  w",  w'",  .... , wo  w + w' 
+ w"  + -w'"  + ....  = 1 ju  fe^en  iß,  wie  au«  ber  in 
(17.)  wegen  be«  ber  Svei^e  eigentlidb  nocß  beijufügenben 
©liebe«  beigebrad[)ten  Semerfung,  ba  obige  QSerünberungen 
aud^  = o fepn  fönnen,  unb  ou«.bem  in  (8.)  am  ©nbc 
S5ewiefenen  errettet. 

S)a«  motalifd[;e  Sßermögen  be«  A fann  olfo , ba  ba« 
. pl^pßfß>e  a + «,  a’+  a , a + a" , ....  Werben  fann, 
na'^  (20.)  übergel^enin: 

k logn  (a+«) + ^ogD  h,  k logn  (a+o')  + logn  h,k  logn  (a-fo'O  +logn  h,.„ 

unb  baß  ba«  moralif4>e  Sßermögen  einen  biefer  5ßert^c  er» 
Ijalten  werbe , baju  ßnb  bie  S5Ja^rfci?einli4>feiten  w,  w', 
w"/ ....  vor^anben. 
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S)ie  ©ummc 

y=  w ) klogn  (a'f'»)  4' 

'4-  w'  1 k logn  ( a 4-  »' ) 4*  ^ogn  h | 

4-  w"  |klogn(a4-a")  4-  lognhj 

4"  w'"  I k logn  ( a 4"  <*'"  ) 4"  1*  I 

• + 

= kw,logn(a4'a)  4-  kw'.logn(a4- o')4*^^''^"*J°g”(®+“”)  + ••• 
4“  ( w4-w'4-w' 4*'^”’  + 

= kw . logn  (a4-o)  4-  • log”  (*+“’)  4"  1^ • log”  4"  •••  4"  log”  h 

nennt  S3ernoutti  mensura  sortis,  unb  £ap(ace 
(a.  a.  D.  p.  433.)  f(ti(e^t()in  fortune  morale.  2Im 
fc^icflidbflen  f(^eint  une  J)et  IJluöbrucf:  erwartete»  mo* 
roüfc^e»  Sßermögen,  ben  wir  im  ^olgenben  beibe= 
Italien  wollen/  ba  moratifdbe»  Sllermbgen,  o^ne  S5eifag, 
nodb  bem  Söor^ergel^enben  eigentlidb  f^ion  etwa»  anbereß 
bebeutet.  Söcjeidbnen  wir  nun  bo»  bem  p^pftfi^ien  S^ers 
mbgen  a,  ober  bem  erwarteten  moratifiben  5Derm6gen  Y/ 
entfpre^enbe  erwartete  p^pfifcbe  SUermbgeu  buriJ^ 
Xj  fo  i(inad>  (20.) 

• Y 3=  klognX  4*  lognh  , 

«nb  folgUc^)/  wenn  man  bcibe  2Iu6briSrfe  Pon  Y elnanbet 
gleich  fe^t,  na4>  leidster  Diebuction: 
logn  X = wlogif(a4-“)  4'W’logii  (a4-a')4'"'^”' log”  (84"“”)  4"  •••  » 

X ==  (a4-«)w,  (a4-o')w'.  (ä4-«")w",  (a4-«"')w"' .... 

ein  2lu6bru(f  für  bao  bem  phpfif^^ien  ^öermbgen  a ent= 
fpredhenbe  e r w a r t e t c phpjif<ie  SÖermbgen.  Sie  Siffe= 
renj  X — a nennt  2aplare  espe'rance  morale,  b.  i. 
moralif(^e  Jpoffnung,  beren  2lu5briicf  alfo 

(a4-o)w.(a4-a')w'.(a4-a'')''".ta4-o"’)w"' 

i|i.  Set  2Iu6brucf  ber  matherootifchen  J^ojfnung  i|l  (15.) 

aw  4"  4*  o”w"  4"  4"  " • • 

Sie  beflänbige  @r60e  k,  weldhe  Japlace  beifügt,  Pet^ 
fchiPinbet , wie  ju  erwarten  war. 

22.  £ntwicfelt  man  X— a nadh  ^otenjen  Pon  «,  a, 
a" ,-a" , .... , unb  behält  blo^  bie  er(ien  ^otenjcn  biefet 
©rößen  bei;  fo  erhält  man 

X _ a 3=  eiWivr'iv'’iv'"  » . . , . 

4^  .....  • — a • 
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5Ibft 

‘ W + w' -4-w''  + w'"  1,  w+w'  + w'+w'"  + ...  — t =3  O , 

2Hfo  ' 

X — ’a  = <rw4-o'w'-|-«''w"  + o'"w"'  + ••» 

+ 

' WO  olle  fotgenbm  ©Heber  «,  ....  In  1^61^ernS)ts 

menfionen  als  bie  erffen  entgolten.  S)ie  moralif(^e  .^off* 
nung  nähert  fic|^  olfo  ber  motl)emafif(bcn  br(lo  me^t/  ie 
fleiner  a,  a , a",  ...  jinb/  unb  beibe  finb  einonber  gtcicb 
ju  feijeit,  wenn  biefe  ©rb^en  olo  unenbli4)  fUin  angenom> 
men  werben. 

23.  ©ernoullf  bringt  no(^>  »erf(^)iebene  2lnwenbun» 
gen  feiner  ©ä^e  bei,  unb  2optace  be^ro(^)^ef  biefelben 
unter  oHgemelnern  @cft^tßpunft«n.  J^ier  begnügen  wir 
ung  mit  nocbfic^enben  ©emerfungen. 

21u6  ben  obigen  gormetn  erhellet  j.  35.,  bo0  jebeg 
nudb  nodb  fo  gleite  ©piel  bocb  Immer  im  3HIgemeinen  mit 
9]o(^)t^eil  »erfnüpft  i|i.  S)og  pt)p0f^)e  93erm6gen  eines 
jeben  »on  jwei  ©pielern  fei;  100  ^ucoten,  jeber  feße  50 
^Ducoten,  unb  für /eben  fep  bie  3Bof)rfd;cin(lcbfeit,  juge* 
Winnen,  =-^.  3n  biefem Sode  ifl  a = 100,  « = 50, 

/ eir\  /// 1 f < 

a = — üU/  a = o,  w 

w"  3=  w"'  = ....  — o,  golgli^  bie  morolifdpe 
nung  eines  ;eben  ©piclers 

= (100  + 50)^.(100  — 50  — lOQ 

= r 50. 150  — 100  = 86,60  — 100  = — 13,4 

b.  1^.  jeber  mu0  fürsten , 13,4  ©ucoten  ju  Perfieren.  2 o> 
place  jeigt  bies  in  allgemeinen  Formeln. 

24.  S)oS  p^90fdbe  SUermögen  eines  itaufmonns  fep 
= a,  (£r  erwartet  eine  gewijfe  ©umme  s über  9Jleer, 
unb  bie  9Sa^rfcbeinlid>Feit,  ba0  ein  ©cbiff  Pon  gleid)ec  Se= 
fcbaffen^elt  im  4>afen  feines  SSobnorts  einlüuft , ijl  nad> 
ben  33eobo(i)tungen  = w.  S®eld>es  iß  bie  morolifcbe 
J^ojfnung  bes  jtaufmonns? 

©ie  2Babrf(beinlid)f eit,  ba0  bos  ©dbiff  nidbf  int  , 
J5)afen  einlüuft,  i(l  = 1 w,  unb  folglich,  ba  in  bie;  * 
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fern  5ölle  ba«  P^vftfc&e  Sötrmögen  feine  QSeränberung  er* 
leibet,  bie  moraliji^e  Hoffnung 

— (a  + »)’»^.a‘-»  — a . 

S)ag  erwartete  merallfi^c  S5erm6gen  fetbfl  i(f 

= kw  logn  ( a-|-c)  + k(  1 — • w)logna  logn h . 

©c^tman,  o^ne  bcr  ^Ittgemein^eit  ju  fcbaben,  ba«5 
f4>e  2ßerm6gen  a ^ 1 ; fo  wirb  bie  moralifd^e  J^offnung 

= (1  + ,)W  _ 1 , 

unb  baö  erwartete  moralifd[je  Sßermögeit 
^ kw  logn  ( 1 4*  * ) + lognh  . 

3Iffecurirt  ber  Kaufmann  ba«  ©dbiff,  fö  fann  er,  ba  ' 
bie  SBa^rfcbeiniidpfeit,  bag  bae  @d?ijf  untergeben  wirb, 
= 1 — w i(i,  an  ^ie  5Iflecuranj  = ©efellftbaft  nur (1  — wj  e 
bejahten.  Slffecurirt  er  ni^t,  fo  ifi  ba«  erwartete  mora» 
tif(^>c  Sßerniögen,  wie  wir  fdbon  gefeben  haben, 

:=c  kw  logn  ( 1 4- « ) 4"  h ; 

affecurirt  er  aber,  fo  i(l  bao  erwartete  moratif^ie  93er*'- 
mbgen 

= klogn|l-j-ff — (1  — w)»|  4- lognh 
=x  klogn(l4-«w)  4-  lognh. 

®a  nun  w ein  e^ter  25ru4>  ifl',  fo  i|l 

vrflg  v/Oe 

I 4-  1 4"*  ’ 

i r yfPi  " 

J l + tvr  J 1 -\-t  * 
fc,  {.  Iogn(14-*w)  > wlogn(14-«)  • 

Solgtidb  ifl  ba«  erwartete  moralif(^>e  93erm6gen  be«  .Äauf* 
mann«  in  bem  ^ade,  wo  er  affecurirt,  grbfer  a(«  in  bem 
Satte,  wo  er  nicht  affecurirt,  nbrau«gefe^t,  ba^  ec  nidbf 
mehr  at«  (I — w)c  an  bie  '21ffecuranj:@efettfdbaft  be* 
jablt.  (Ec  wirb  alfo  in  einem  folchen  Saß«  »«•(  SSortbeil 
für  fidb  affecuriren. 

©ott  ber  .Kaufmann  überhaupt  (1 — w)c  + v jah» 
len;  fo  ifl  fein  erwartete«  moralif^e«  S3ermögen,  wenn 
er  affecurirt , 

c=i  klogn|14.«^(l— w)«— v|  4*  lognh 
=3  klogn  (1  — r4-»w)  4-  logn  h . 

3n  bem  Satte,  wo  ber  .Kaufmann  weber  93octhell  no^ 
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5lbec 

w4-w'4-w"  + w'"  -f  1 , w4-w'+w"+w'"  + — 1 =3  o , 

2Ufo 

X — a = ow  + o'w'  + «''w"  + a"w"’  + .,,, 

+ 

' WO  oHe  fotgenbm  ©lieber «,  a" , . in  i^6^ern 
wenftonen  alg  bie  erffen  entgolten.  ®ie  moralifcbe  4>off* 
nung  nd^erf  fict>  otfo  bet  mof^emofifct>en  bejio  me^r,  i'e 
fteiner  a,  a , a , ftnb/  unb  beibe  (inb  einanber  g(ei6 
}u  feijen,  wenn  bief«  ©r^fen  a(d  unenbU4>  flein  angenom* 
wen  werben. 

23.  ©ernouUi  bringt  nodb  »erfc^jiebene  2inwenbun» 
,gen“^ feiner  bei,  unb  Saplace  betrautet  biefelben 

unter  atigemeinern  ©eficbtopunften.  .^ier  begnügen  wir 
uno  mit  no^^flc^cnben  ©emerfungen. 

. 2lug  bcn  obigen  Formeln  erhellet  j.  25.,  bop  jebets 
öudb  nodb  fo  gleiche  ©piet  bpdb  immer  im  Slßgemeinen  mit 
öld^tbeil  »erfnüpft  ifl.  ©aO  pbpftfdbe  S3erm6gen  eine« 
leben  »on  jwei  ©pielern  fei;  100  $)ucafen,  /eber  fe^e  50 
®ucaten,  unb  für  jeben  fei;  bie  2ßabrfdbcinlid?feit,  juge* 
Winnen,  =4--  3”  ^ = 100,  ö = 50, 

a'  = — 50,  a" z=:^a"‘ z=z  ...  =:  o,  wrzr^,  w'=:i, 
w"  =:  w'"  ==....  — o,  So^9li(^>  bie  moralifebe  .^of? ' 
nung  einep  /eben  ©pielero 

= (100  + 50  )’f.(  100  — 50)^  — lOQ 
= y 50.150  — 100  = 86,60  — 100  = — 13,4 

b.  b-  /*ö<f  für4>fen , 13,4  'Ducofen  ju  »erlieren,  2 o» 
ploce  jeigt  bieo  in  oflgemeinen  gormeln. 

24.  Do«  pb«?nf^>e  5^Jerm6gen  eineo  .^oufmonnö  fet; 
= a,  ©r  etwortef  eine  gercijfe  ©umme  e über  SOleer, 
unb  bie  SBobrfcbeinlicbFeit,  bo0  ein  ©ebiffwon  gleicher  öe= 
fchajfcnheit  im  f«in«<*  Sßohnorto  einlauft,  i(l  md) 
ben  ©eobo^fungen  = w.  Speiche«  ifl  bie  morolifche 
J^ojfnung  beg  Äoufmonng? 

©ie  SBohrfcheinlidhfcit,  bo0  bog  ©dhijf  nidht  im  , 
^lofen  einlüuft,  i|l  = 1 w,  unb  folglich,  bo  in  bie--  ’ 
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/ ■ , 

fern  §affe  bag  pl^pftf(^>e  S9<cm6gen  feine  QSerinberung  er* 
leibet,  bie  motalifi^e  Hoffnung 

==  (a  + e)’*.  a‘~*'  — a . 

3)06  erttHtrfefe  moraUf(^?e  95erm6gen  felbff  i(f 

= kwlogn  (a+e)  + k(l  — w)logna  + lognh  . 

@e^t  man,  o^ne  bcr  ?IHgemein^eif  j«  fi^jciben,  baö  pl^pft* 
f<be  9ßerm6gen  a :=  1 ; fo  wirb  bie  moraUfd[je  Jg)ojfnung 

= (1  + «)W  _ 1 , 

unb  batJ  erwartete  moralifd^e  Sßermogcn 
s=  kvrlogn(l-f()  + Jognh  . 

SIffecurirt  ber  ^oufmann  bo6  @(bi|f;  fö  fonn  er,  ba 
bie  SBa^rfd>ein(i*feit,  ba0  ba«  ©d?i|f  untergeben  wirb, 
= 1 — w i(i,  an  ^te  Slffecuranj  = ©efeQfcbaft  nur  (1  — w)  e 
bejablen.  Sljfecurirt  er  nicht,  fo  i|i  bag  erwartete  mora* 
Uf(^e  93erni6gen,  wie  wir  fdbon  gefeben  haben, 

:=  kwlogn  (1+*)  + lognh  ; 

affecurirt  er  aber,  fo  ifl  bag  erwortete  moralifdbe  95er*'- 
mögen 

= klognjl-f»— (1  — w)ff{  + lognh 
= klogn(l+»w)  + lognh. 

®a  nun  w ein  e^iter  23rudb  ijl',  fo  ijl 


1 + 1 +»  ’ 

7w^ff  P vrpt  ■ , 

1 + «w  J 1 -4-«  ’ 

b.  t.  logn(l-|-*w)  > wlogn(l-|-»)  , 

Solglidb  ifl  bag  erwartete  moralifdie  93erm6gen  beg  ^auf» 
manng  in  bem  §alle,  wo  er  affecurirt,  größer  alg  in  bem 
Säße,  wo  er  nicht  offecurirt , obrauggefe^t,  baf  er  nicht  ' 
mehr  olg  (1 — w)e  an  bie  '2lffecuranj  = ©efeDfchaft  be* 
jablt.  ©r  wirb  alfo  in  einem  fhlchen  §afle  mit  95ortbeil 
für  fidh  affecuriren. 

©oß  ber  Kaufmann  überhaupt  (1 — w)c  + v jab* 
len;  fo  ifl  fein  erwarteteg  moralij^eg  95erm6gen,  wenft 
er  affecurirt, 

=*  klognt  1+«— (t  — w)»  — v)  -l*  logoh 
=2  klogn  ( 1 — r-)-«w)  -f-  log“  k • 

3n,  bem  Soße,  wo  her  Kaufmann  weber  95ortbeil  nodh 
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aHa^fl^eit  auö  ber  5lffecuranj  j5ge,  raufte,  raie  fogtcj^J 
erl^cflef, 

kwlogn(l+f)  + lognh  = klogn(l  — v + w)  + lognh  , 
wlogn(  1+»)  = logn(l— v + »w)  , 

1 — v + »w=(*  + » 

V = 1 “ (*  + *)" 

fepn,  unb  WO«  ber  itaufmann  alfo  ^ödjfens  on  bie  5Ifles 
curanjs  ©efeflfcboft  jaulen  fönnte,  wäre 

= (t  — w)»  + 1 + «w  — (1  + *)’' 

c=  1 + * — 

= (i+0|i  - • 

@o!I  ec  me^r  jaf)ten , fo  jie^t  ec  moranf(^)en  9(lad(jt]^eif, 
foll  er  weniger  jaulen,  moralif4>en  Sßort^eit  aue  ber 
5lffecuronj. 

• 3|l  j-  23.  f = 10(XX),  w = unb  ba«  SSermS* 

gen  be5  iCaufmonns  = a ; fo  i(l  bag,  wag  er  ^64>(leng 

an  bie  0efeOf4>aft  jaulen  fonn, 

= |‘  + f “(^ +f)’"l  •“ 

s=a  + * — (»  + »)’’' • a‘— 

a + 10000  — (a  + 10000)^^.  a’»  , 

®a  ber,  wetdjer  weniger  im  Söermögcn  l^af,  offenBor  niel^r 
tlrfa(b  B^t , iii  ajfecuriren , fo  fann  man  nun  oud)  fragen, 
wie  viel  ber  Kaufmann  minbefeng  im  ^erni6gen  Baben 
rauf,  wenn  ec  bie  'Jlffecuranj  mit  S5ortBeU  unterloffen  foll, 
inbem  bie  ©efeßfdjaft  einen  bejtimmteh  ^reig,  j. 

800  forbert.  ^ieg  giebt  bie  ©lei^^ung: 

a + 10000  — ( a + 10000  . a*  = 800  , 

ao 

r ( a + 10000  )*».  a = a + 9200  , 

(a  + 10000)'». a = (a  + 9200)’»  , 

oug  weldber  Sernoulli  nabe  a ==  5043  fnbef.  .^af 
ber  Kaufmann  mehr  im  25ermögen,  fo  fann  er  bie  5lffes 
curanj  unterlaffei^,  l)at  er  weniger,  fo  muf  er  affecurirem 
©ben  fo  fann  man  auch  fragen,  wieoiel  bie  ^(ffecuranjc 
©efeOfcfaft  minbeffeng  im  iSermbgen  Baben  muf,  wofern 
fe  bie  obige  5ljfecuranj  mit  800  ^B^c  anbiefen  ©e^ 
X bog  gefüllte  Söerrabgen.  23ietet  fie  bie  3ljfecuranj  on. 
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fol^atfie,  trenn  baß  ©4>iff  m’d&f  rerungtürff,  wofür  bfe 
SäJa^rfcbelnlid^feif  ^ i(l,  baß  ^erm6gen  x + 800;  rec^  - 
unglücff  aber  baß  0dbi’tf^  wofür  bi’e  SBa^rfcbeinric^)feif 
^ ifl,  fo  j|?  i^r  QSermögen  x + 800  — 10000  = 

X — 9200.  2Ilfo  iß,  wenn  bie  Slfferuranj  jn  @fanbc 
Fommf,  baß  erwartete  nioralifcbe  Vermögen  ber  ©efcß: 
fc&aft 

(x  + 800)^.  (X  — 9200)’^  . 

Äommt  bie  2I|fecuranä  nicht  ju  @tanbe,  fo  i(l  baß  SSerniS* 
gen  = x.  ©etjtnwn  beibeß  gleich;  fo  erhält  man  bie 
©lei^ung 

(X  4-  800)*».  (X  — 9200)  = x*o  , 

worauß  25ernoulli  x nahc  = 14243  finbef.  35iefeß 
93erm6gen  niu§  bie  ©efellf4)aft  minbeflenß  haben,  wenn 
fic  bie  obige  Slfjccuranj  mit  800  “^hlf.  eingehen  foll.  Jg)af 
(tetreniger,  fo  ijl  eß  Unre(ht,  ß^  in  biefe  ©peculation 
einjulaffen. 

25.  .lehren  wir  nun  wieber  ju  bem  ^eterßburger 
Problem  jurücf.  ©ep  a baß  ?öermögen  ron  B,  unb  x 
baß,  waß  er  am  2lnfange  beß  ©piclß  fegt,  fo  be|Tgt  er, 
wenn  SWünj  beim  cr|?cn  2Burf  fällt,, a — x + 2;  wenn 
eß  beim  jweiten  fällt,  a — x + 2* ; wenn  eß  beim  britten 
fäat,  a — X + 23;  unb  enblidh,  wenn  eß  beim  nten 
fällt,  a — X + 2".  gällt  aber  9}Iünj  in  feinem  ber  n 

SEBurfe,  wofür  bie  9Bahrf4)einlidhfeit  ==  ijl  (9. )',  fo 
bejigt  B nur  a — x.  ®aß  erwartete  moralifdhe  93erm6gen 
' beßB  i(l  alfo  nodh  hem  SSorhergehenben,  ba-| , ^,  ~ , 
h f "k  einjeinen  SSBahrfdheinlidhfeiten  finb, 

=s  ^ k logn  (a  — X + 2)  4-  ^ k logn  (a:wx+2»)  4.  Ik  logn  (a-x4-2» ) 4- ... 

.,.4-  lklogtt(a-x4-2»)  4.  Iklogn(a-x)  4.  lognh  , 

J)aß  moralifche  Söermägen  ror  bem  ©piel  i(l 

= klogna  4*  lognh  . 

©ollen  fidh  nun  bie  Umflänbe  beß  ©pielerß  nicht  änbern, 
fo  mu0  Söeibeß  cinanber  gteidh  gefegt  werben,  worauß  man 
leicht  bie  ©teidhung 


Digitized  by  Google 


912 


SEBa^c^ittUc^fcitö^^nung. 


.2” 


(a-x+2'j^.(a  — *+2’f  ••••(“-*+2")  " . (a  - *r  = 

©e^f  man  mU  Xaptace  a— x=a', 

fo  »icb 

1 i 1 i 

(a'  + 2)  ^ . (a'  + 2>  )^“  • • • (a'+2")^“  • a"^“  = a , 

1 1 1 L,  4-J (-  — 

2\T  /'  2’\^  A I S-'V“  .2  ■^2»'*"'’^2»^2»_ 

0+t)  -0+y  - 

2lbec 


unb 


2Kfo 


11  11  2»**  ‘2,1  t 

4-+i  + -+  5:+!?;=  -rziT  + 2^  - ‘ ’ 
— = = t + 4 = 1 + «*  • 

a'  * a 


(l+2.a)^.(t  + 2>.o)^'...(l  + 2».»)^'*  = l + «** 


35ic  Sacfo«"  auf  bcr  linfen  0eife  nehmen  tmm«  ab,  unb 
nähern  (i^atfobec  (Sin^etf  fortwa^renb  alß©can}e;  fccnn, 

um  fii  ju  überjeugen,  baf ' 

± __i_ 

(1+2*. >(i+2'*‘*«)' 

iff,  «l^ebc  man  auf'beibcn  ©eiten  auf  bie  ^otenj  2*+*, 

roobur(^  man  erhalt  t 

. ( 1 + 2i . o )*  > 1 + 2‘*‘  • « . 

1 4.  2it‘  . o + 2»‘ . o’  > 1 ^ 2l»'  . a , 

iwei^Iußbrücfe,  beren  Ungieicbbfif  iU  2Iugen 

faßt.  2Ilfo  werben  bie  gactoren  immer  fleiner,  unb 
nähern  ji(^  , ba  e offe'nbor  immer  ol8  pojTfiu  onjufebett 
iß,  ber  (Einheit  immer  met)r  unb  met)r,  je  grb^et  n Ij?. 
SRimmt  man  a(fo  an,  baß  baß  ©piel  in’ß  llnenblicße  fort-- 
gefegt  werbe,  fo  fann  man  für  ein  gegebene«  a baß  p 
fucbte  X immer  burcb  Logarithmen  ohne  große 
feit  berechnen,  wenn  man  nur  eine  hintünglicbe  2lnj^l 
»on  Sactoren  }u  .^)üife  nimmt,  gür  a'  — — 

0,01  ßnbet  Lapiace  a = 107,89,  x — 7,89,  fo  boß 
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f£ßo^rf(^emli(^feitör(d^nung. 

otfo  3emonb,  btt  nur  107,89  am  Anfänge  beö  @pie(g  fm 
5ßf r mögen  ^af,  b(o0  7,89  fe^en.borf.  §üt  a'  = 200, 
a = 0,(X)5  ftnbef  Saplace  a = 208,78 , x = 8,78, 
fobagalfoB,  wenn  er  am  2lnfange  beö©piet6  nur  208,78 
tm  95ermögen  l^at,  btop  8,78  wagen  barf. 

^e8  mag  an  biefem  Orte  genug  fepn  über  bic  Sel^re 
t>on  ber  moralif4>en  Jpojfnung.  3n  ber  gotge  werben  wir 
immer  bioß  bie  maf^emaflfcbe  Hoffnung  berücfftcbfigen, 
bei  ben  Seifpieten,  bie  wir  aus  ber  Seted?nung  ber  ^al^r* 
f4)einti(^feir  bei  einigen  ©pieien  ^erne^men  werben.  93or» 
juglicb  f.  m.  über  bie  moratif^e  .^Öffnung  Sapiace's 
öfters  angeführtes  3Bert  a.  a.,D. 

26.  (Eine  SSette  fann  im  2I0fgemeine»  angefehett 
werben  als  ein  SSertrag  jweier  ^artheien,  beren  eine  baS 
©efcbehen  einer,  bie  anbere  bas  ©efi^jehen  einer  anbem 
befiimmt  mögii^en  Gegebenheit  behauptet,  unb  barauf 
eine  gewiffe  ©etbfumme , ober  etwas  berfelben  2Iequi»a(ens 
tes,  bie  SDlife,  oerpfönbet,  fo  ba0  biejenige  ^arthei, 
beren  Gehauptung  }utrifft , bie  von  ber  anbern  ausgefeijte 
©eibfumme  erhält.  3n  ben  meijien  §ällen  behauptet  jebodb 
bie  eine  ^arthei  bas  ©ef(^jehen , bie  onbere  bas  9^ii(^>tge* 
f(^ehen  ein  unb  berfelben  Gegebenheit,  wel^?es  wir  eine 
äßette  im  engem  ©in ne  nennen  wollen. 

©oll  eine  SEBette  rcdhtmä^ig  unb  auf  vernünftige  2lrf 
angefieüt  fepn,  fo  müjfen  bie  SOlifen  wie  bie  2Bahr» 
f^>einli(^>feiten  berjenigen  ©reignijfe  verhalten,  auf  welche 
jie  verpfanbet  werben.  Gejeichnen  wir  alfo  bie  SBlifen 
but(b  m unb  m' , bic  G5abcfchcinli(hfciten  ber  entfprechen* 
ben  (Ereigniffe  bur(b  w unb  V , fo  mup  fepn  m : m'  = 
wtw'  ober  m\v'  = m'w.  .®a  nun  bie  erfie  ?)arfhei  bie 
5Bahrf(beinli(hf eit  w,  bie  SOüfe  m',  bie  jweite  ^arthet 
bagegen  bie  SSBahrfcheinlichfeit  w'  hat,  bie  9Bife  m ju  ge* 
Winnen;  fo  fann  man  auch  fügen,  ba^  bei  einet  re^Jtmäßu 
gen  2Bet(e  bie  matbematifchen  .^Öffnungen  ber  beiben  2Bef* 
tenben  einanbet  gleidh  fepn  müjfen  ( 14.). 

Gei  einet  SGBette  im  engem  ©inne  ijl  immer  w'  = 
1— w,  unb  folglich  m(l — w)  = mV,  alfo 

V. 
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, m(l — ^w)  /I  N 

m = — i ’ =3  m ( 1 ) , 

w V w / 

, tt>ot)ur(l>  t»le  SOlife  bec  swcifen  ^ort()ci . gefunbett  wirb, 
nxnn  bie  ber  er|lcn  fejtgefe^f  worben  ijt.  Set  einer  SBefte 

im  weitern  ©inne  i(l  über^oupf  m'  = m . bei  einer 

SSetfe  im  engem  ©tnne  bie  ^Inja^l  ber  ber  erfien  ^ortl^ei 
gunjtigen  gatte  =^,  bie  'Slnja^i  ber  ber  jweiten  gön^i« 

gen  = y j fo  i(i  w = w'  = unb  folglich 

*m:m'  = w:w'  = ^:r  , 

b.  bie  ?9iifen  muffen  (tdb  wie  bie  SWengen  bet  ben  ent* 
fpredbenben  Sreigniffen  gönftigen  gätte  »erhalten. 

27.  2tto4>  ^ben  wir  ben  ©Inn  einer  Üveget  beim©piei 
iu  erläutern,  weiche  man  bie  ‘X^eiiungoreget  nennt. 

'S>ie  ©acbe  wirb  an  fotgenbem  Seifpieie  jtcb  bbflig  beutli(|> 
madbcn  toffen. 

3wei  ©piefer  (egen  einen  (Sinfa^  unter  ber  Sebingung 
jufammen,  ba^  berfctbe  bem  geübten  fotte,  we((ber  juerfl 
brei  (partbien  gewonnen  baten  wirb.  3)ie  2Babrf(^»ein* 
(i^feit  eines  (eben  ©pieters , eine  ^artbie  ju  gewinnen, 
fep  = •§•.  ^a^bem  ber  er^e  jwei,  ber  anbere  eine  ^ar^ 
tbie  gewonnen  bat , trennen  ftcb  bie  beioen  ©pieler.  ©g 
fragt  (i4^  nun , wie  nie(  einem  (eben  bon  bem  (Einfa^e 
gebühre. 

X)aS  ^rincip,  weldbes  man  bei  '^beitungen  biefer  2Irf 
offenbar  mit  bem  meiflen  Ovecbte  jum  ©runbe  ber  ?b«fn«3 
anjunebmen  pflegt,  ifl,  baß  ßdb  bie  ter  einjcfnen 
©pieler  wie  bie  SBabrfebeinlicbfeitett  berbatten  muffen, 
welche  jeber  ©pieler  bei  “trennung  bes  ©piels  bat,  baffelbe 
JU  gewinnen,  ©epen  nun  bie  beiben  ©pieler  in  obiger 
2lufgobe  A unb  B;  fo  läßt  ßcb  bie  Söabrßheinlicbfeit  eines 
(eben  bei  ber  Trennung,  baß  ©piel  ju  gewinnen,  in  bie* 
fern  gatte  ouf  folgenbe  2Beife  beßimmen.  .^ätten  ße  nodb 
eine  ^artbie  gefpielt,  unb  A biefelbe  gewonnen,  fo  würbe 
ber  ganje  Cinfa^  ibm  gebärt  haben.  2)ie  2ßobrfcheinlidb* 
feit  biefeß  ©reigniffeß  iß  nach  ber  23otaußfehung  = 
.pätte  A biefe  ^artbie  nidbt  gewonnen,  fo  hätte  jeber  jwei 
^artbien  gewonnen,  unb  bie  folgenbe  müßte  baß  ©piel 
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entf(|)db«ii.  ®ie  SBol^rf^e(nti(^>felt  beö  A,  bie  sterte 
^art^ie  nidfjf  ju  gewinnen,  i|l  = wnb  eben  fo  bie 
äßa^rfcbeinltc^feif,  bie  fikffe  jn  gewinnen,  =4^;  otfo 
bie  SBa^rfcbeinlicbfeit,  bie  öierfe  nidbf,  ober  bie  fünffe, 
foiglicb  baß  ©piet,  ju  gewinnen,  =4 . 4-  =r  ^ (IO.), 
^oigiidb  bie  ganje  S!Ba^rfcbein(id;feit  bcß  A,  baß  ©pie(  ju 
gewinnen,  inbem  er  baffelbe  gewinnt,  föwo^t,  wenn  bcc 
erfle,  alß  aud>,  wenn  ber  jweite  ^all  einfriff,  4-  + ^ 
r=:  -I  (8.).  2>ie  9Ba^rfd?einlid>feif  beß  B,  baß  ©piei 
ju  gewinnen,  i(l  bie  enfgegengefe^fe  SBa^rfdbeinli^feit  »on 
ber  »or^erge^enben;  foIg(i(^  = 1 — | = i-  2Bar  alfo 
ber  6infaß  = 64  ^^(r.,  fo  er^dif  A banon  b.  i. 
48'i^Ir.,  B ober  nur  4/  i>*  t*  16  fo  f«r* 

fd^rt  man,  wenn  me^r  o(ß  jwei  ©piefer  jtnb.  ©ie 
Aufgabe  rebucirt  (t4>  bann  ouf  eine  biope  0efellfi^aftß* 
re^nung. 

* 

28.  Um  nod)  ein  Seifpiei  ju  btefer  DJegel  ju  l^aben,  fo 
fege  man,  A unb  B werten  mit  einonber,  bof  erflerec  ' 
mit  einem  gewöbnti(^en  SBürfel  jwei  9)?ol  l^inter  einonber 
ein  unb  biefetbe  bejTimmte  werfen  ober  nid)t  werfen 
werbe;  fo  fragt  jidb,  wenn  fdjon  noch  bem  erflen  2ßurfe^ 
baß  ©piel  geenbigt  wirb,  wie  öiet  jebem  »on  ber  flebenben’ 
©umme  geböbre.  5)ie  SEBabrfd)ein(i4?feit,  mit  einem  gewöbtta 
lieben  SGBurfel  ein  unb  biefetbe  befiimmte  ^abl  jwei  59iat  bin*  ' 
ter  einonber  JU  werfen,  i|l= 4- -3^  (10.).  ®ieß  ij?bie 
SBobrfdbeinlicbfeit  beß  A,  baß  ©piel  ju  gewinnen,  unb  bie 
beß  B foiglicb =4#.  3fi  otfo  m bie  SÖlife  beß  A,  fo  i(!, 
wenn  bie  SBette  reebtmö^ig  fepn  foll,  35m  bie  9Bife  beß 
B (26.),  unb  bie  ganje  (lebenbe  ©umme  i(l  folglich  = ' 
36m.  SBJirb  nun  boß  ©piel  beim  erjien  2ßurfe  getrennt, 
fo  finb  in  23ejug  auf  ben  erfien  ©pieler  folgenbe^dtte  mög= 
lieb-  .^at  er  im  er(len  SBurfe  bie  bejlimmte  ^ob^ 
getroffen,  fo  bat  er  offenbar  baß  ©piel  »etloren,  unb  B 
erbdlt  36m.  4>ot  aber  A im  erjien  5Burfe  bie  befiimmte 
^abt  getroffen;  fo  i|l  feine  SBabrf^einlidbfcit,  baß  bieß 
auch  im  jweiten  SEBurfe  gefd)eben  werbe,  =4/  bieß 
iji  feine  SBabrfcbeinlicbfeit , baß  ©piel  ju  gewinnen,  benot 
noch  ber  jweite  SEBurf  gefebiebt.  3)«  SBabrfcbeinlicbfeit 

SOimm  2 

t • 

i . 
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bets  B in  bemfelSen  ^«’tPMnfte , ba^  ©piel  )u  gtwinnenf 
i(l  fotgti^  = 5lifo  muß  nadt)  bet  ^l^eilungeitegei  bei 
bet  Trennung  bee  ©pieie»  A »on  bet  ße’^enben  ©umme 

b.  i.  ==  6m,  unb  bet  jweife  ©pieler  b.  i.  5.6m 
= 30m  erhalten. 

2(nnj€nt>un9  l>er  »or^-ergc^cnöen 
auf  t>ic  $tufl6fung  ciitigcr  fc^tberereu  - 
^(ufgaßen. 

-29.  2Bi’r  beginnen  mit  einigen  nCfgemeinen  23e(ta^s 
tungen  über  baß  SGBürfelfpiei , wobei  wir  aber  ben  21uß= 
brurfSßürfel  in  einem  aDgemeinern©inne,  a(ß  gewöbntid) 
gefcßie^e,  nehmen  werben,  inbem  wir  unter  einem  2Bürfet 
mit  q ©eiten  ein  geräbeß  qfeitigeß  ^rißma  mit  regulären 
^olpgonen  atß  ©runbßäcben,  wfl^e,  bamif  ade  2Bürfc 
giei(i  mögtid?  fcpen,  nicßt  mit  ju  ben  ©eiten  beß  5ßürfelß 
geredbnet  werben,  nerjie^en  wollen.  SDlan  ^at  ßcb  nämlicb 
nur  einen  Äorper  ju  benfen,  mit  weld)em  q'Sßürfe  in  , 
SBejug  auf  eben  fo  »iele  ©eitenfia(iien  bejfelben  noflig  gtei^ 
mägU^  ßnb. 

' Unter  biefer  Sßoroußfe^ung  f«9  je^t  bie  ^Injal^l  bet 
SBürfe  mit  n Söürfeln,  beten  jebet  q ©eiten  l^at , ju  be* 
flimmen,  in  benen  eine  beßimmte  2Injal)(  p non  ^ugen 
geworfen  werben  fönnen. 

(£ß  fällt  fogieidb  in  bie  2Iugen,  baß  bie  gefueßte  ©r6ße 
ber  2Inja^tber  SSariationen  (nid?f  Kombinationen,  inbem 
bei  jebem  einjelnen  ^urfe  jeber  ber  gegebenen  Sßürfei  jebe 
finjetne,  in  bem  ganjen  SBurfe  enthaltene,  Slnjahl  »on 
2Iugen  werfen  fann)  jur  ©umme  p für  bie  nfe  jilaffe 
unb  bie  Klementenreihe  1,  2,  3,  4,  ...  qglei4>  iß. 

9lun  iß  aber  na^  bem  pol9nomif4>en  2ehrfo^e  (f.  bie» 
fen  2Ittifel.  8. ) 

* J » J 4 q 

(a  4"  4 ®*’  + •■•  + axl~*)* 

= ”i\r  + nfWx  + + “liJVk»  4-  tt*4^»  4. 

für  ben  feiger: 
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t ft  3 4 q 

(Bj  8|  .,■■••  ft)  f 

. wo  nämti^  bi'e  Coefjictenfcn  bcr  ^ofensen  bort  x in  bec 
jweifen  Dielte  bieOSariotioneFioffen  jur  ©umrae  n,  n + 1, 
n + 2,  n + 3,  . . . . fnc  obigen  3««9’fr  bejeiebnen  (f. 

, SÖoriationen  gegebener  3>inge.).  ©e^f  man 

t X 3 4 q 

a = a = a=  a=:.,,.  = a=  l; 

fo  wirb  jebe  einjeine  Sompfe^ion  in  biefen  Soefficienrett 
(olg  9^robuct  betfodbtet)  = 1,  unb  bie  Coeffteienfen  *, 
felbjl  (a(g  ©ummen  bepeinjelnenffomptepionen  betro^tef) 
beflimmen  bie  2lnjai;i  ber  93ariafionen  in  ben  gegebenen 
Ätoffen.  - ©eßen  wir  nun  p =;  n + «,  ba  ofenbar  p 
nur  >n  fei;n  fannj  fo  wirb  , 

(1  + X + x’  +x’  + + xq-*)» 

= «2V^  4.  nHiVx  + ««iV*»  + l'JVx»  + Pt«iVx“»‘  + . . . 

für  ben  auo  q ©fiebern  bejFel^enben  feiger 

), 

unb  bie  gefudbfe  ©röpe  ifl  fofgfi4>  na<J>  bem  Obigen  =;= 
plV^für  ben  uor^erge^enben  ===  ©oeff  , 

cienten  Pon  k"  in  ber  ©ntwiefefung  pon 

(1  + X + X»  + X»  '+ 4-  xq-»)»  . 

3u  ber  ©eflimmung  biefeg  ©oeffteienten  gelangt  matt  aber 
am  leicbtefien  auf  fofgenbe  2lrt.  ©g  ifl 

1 4.  X 4- X»  4-  X»  4.  4-  xq-‘  ?=  . 

unb  fofgfi^,  wenn  wir  fn  biefem  ^rtifef  ber  ^ürje  ober  \ 
pielme^r  ber  2ei(bfigfeif  beg  ®rucfg  wegen  überhaupt  • 
©uletg  S3e5ei(l>nung  ber  ©inomiafcoefficienfen  gebraus 
4>en  f wonadb  ber  nte  ©inomiafcoefjicient  ber  mten  ^o* 

tenj  bur(^>  [^]  bejeie^met  wirb  , na4>  bem  binomifeben 
2ebrfagct 

(i  + x4*x*  4*  **  + •••«  *’”* )" 

= t‘-[^]-+[T]  — 1 ■ 
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I-It] 

x'J  + 

f]-+[i 

!-[t] 

* + 

[4-1-1 

[4-1 -■ 

Um  nun  ben  Soefftcienfen  t»oh  x»  in  b«r  (Enfwirfefiing  bie= 
feg  .^robuctg  ju  ftnben,  ^ebeman  oug  bec  jweifen  Ovei^e 
oDe  ©lieber  <mg , wel^e  bic  ^^ofenjen 

x“ , x“-i , x“-’q , x“— 3a , x“— *a , : , . . 

, enfl^alfen,  fdbreibe  f?e  na*  ber  Drbnung  unfer  bie  ©lieber 
ber  erffen  SKei^e,  unb  multiplieire  bie  über  einanber  |?es 
l^enben  ©lieber  in  einanber.  ®abur*  erhalt  man  für  bag 
X“  en*alfenbe  ©lieb : - 

*n  4-  « — 1 ' 


P 


5Iber  ollgemein/  bo  n + a = p ijt: 

[n  + tt  — ^q  — l~l  _ (n  + g — juq  — 1) 

a-/iq  J - 


(n  + l)n 


1.2. 3. 4 ....  (a  — juq) 

(P  — /»q  — 1)  ••  fp  — /<q  — n 4-  1 )(p  — ^g  — n’>  ...n 

1.2.3 (n  — l)n(n+l)  ...  Cp— /'q  — n) 

_(p  — /^q  — 1) (n  + l)n(n  — 1)  ...  (p  — //q  — n + n 

1.2.3  ...  (p— j«q_n  ) (p—^uq  — n + 1 ) . .,(n  — 1 ) 

jena*bem  nümli* 

p — iuq  — n ^ n 

ijl.  immer 

[n  + a — //q  — n _ F p — ;<q  — fl 

“ — /«q  J f n— 1 j ’ 
unb  bemna*  bie  gef«*fe  @r60e 

= m - [t]  [^1 


p — 2q-1 


n — 1 

p — 3q  — 1 
n — 1 


+' 
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Um  j|u  bf|!immctt,  wann  Wefe  SKfi^e  a66rfdt»f,  ö&er* 
tege  man,  baf,  wie  ou«  bem  Obigen  unmiffelbar  folgf, 
« — ^aq  nie  negafi»  werben  barf.  ^iirbe  aber 

” + l=n  — l + (o  — ftq) 

nega(it),  fo  müpfe,  ba  n offenbar  nicbf  < 1 fenn  fann, 
offenbar  audb  « — negati»  werben,  a(fo  barf 

n + a — ftq  — l = p—  — 1 

nie  negafio  wej^>eii,  unb  bie  Steife  bri^jf  alfo  ob,  wenn 
bieo  eintritt. 

30.  ®ie  Slnjobi  SEBörfe,  wel^e  ftcb  öberbaupf  mit  n 
SBörfetn,  beren  feber  q ©eiren  bat,  madben  „läßt , ifl 
offenbor  = ber^Injabt  ber  QSoriofionen  mit  SEöieberboiun* 
gen  ber  nten  .Stoffe  für  q (Elemente,  b.  i. = q"  ( 58  o r i a* 
tionen  gegebener  ®inge.  3.);  fölglieb  bie  2Babr* 
fcbt»nti<äbfeit  mit  n foldbcn  SBürfeln  p Qlngcn  ju  werfen, 

= j>)[S-5l]-[f][W] 


ober,  für 

p — l=p',  p — q—i-p",  p_2q_i=p-"^  . 

• C=  — i P'(P  ) •••  (P'  — " + 2) 

q°l  i.2.3  ...  {n  — 1) 

' ^ P"(P"  — 1)  - (p"— n + 2)  _n 

« 1 .2.3...(n  — 1;  ■ 1 

p"'(p‘"-l)-..(p"-n+2)  n(n-l). 

1.2.3  ...  (n—1)  • 1.2 

_ p""(p'"'  — l)...(p""-n  + 2)  nfn-lUn-2) 

1 .2. 3. ..(n  — 1)  • 1.2,3 

+ ■ .' 

®ie  b«tr  entwicfelten  gormeln  bot  2)1  oi »re  in  ben 
Miscellan.  analyt.  p.  196.  unb  in  feiner  Doctrine  of 
chances  ouf  übntiebe  SEBeife  gefunben. 

©udbt  man  j,  bieSKabrfcbeinlidbfeit,  ntit4gew6bn= 
lidf)en  SBürfeln  16  ju  werfen;  fo  ifl  n=4,  q = 6. 


Digilized  by  Google 


920 


p=16,  p'=15,  p"  = 9,  P"'=3.  .2Kfobiege= 
fud^te  SEBol^icf^jeinli^feif 

15.14.13  9.8.7  4 3.2.1  4.3 

~ 1.2.3  1.2.3‘1  ■*‘.1.2.3’1.2 

burd^>  6*  = 1296bi»it>irf,  = 0,096..., 

b.  i.  na^e  = -^. 

0ud()(  man  nod&  bec  gefunbentn  ^Ofmet  bte  SDlengen 
bec  m6glid^en2lr(en,  mit  brct  fcd^jefeitigenSSJörfefnbie^a^s 
len  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  )u  t»erfen7  «nb  abbirt  bie 
gefunbenen^o^ten,  fo  ftnbef  man  108.  !älfpi(lbleSffia^rs 
f4>elntidbf«if,  mit  btei  ffd(jeif«itlgen  SBücfeln  eine  ber  obU 
gen  3a^(en  ju  werfen,  = (ßO  = h 

entgegcngefe^tc  SBa^rfc^einlti^feit,  b.  f).  me^r  olß  10  ju 
werfen,  i jl  = 1 — b.  i.  audb  =4*  <1^ 

gieid^e  SBo^rfd^einlidbfcit  »or^onben,  mit  brei  ®örfetn 
weniger  «l5  11,  unb  me^r  af«  10,  5u  werfen.  ®iefec 
©a^,  fagt  2acroi)e  (2ei>rbu(b  ber  ®a^rf^>einlidbfeite!» 
re^jnung.  21.  b.  granj.  ».  Unger.  (Erfurt.  1818.  0. 
106.),i|l  bie  ©runbiage  beg  unter  bem  SJlamen  .Änö* 
4>eln  (passe  dix)  befannten  0piei5. 

I I 

3n  einem  Programm : lieber  eine  2Iufgabe  aug  bec 
®al^rfi^)einli4)feitgred[)nung.  ©ranbenburg.  1829.  ^obe 
idb  eine  fi^werere  2lufgabe  über  bag  2Bürfetfpiel,  weldbe 
au4>  ^rembiep  im  10.  Jg)efte  beg  2Irdbwg  ber  SWat^e* 
matif  non  i n b e n b u r g.  0. 123.  auf  eine  fe^r  inbirecfe 
21rt  mitteljl  bec  wieberfe^renben  Dvei^en  be^anbeit  l^afte, 
auf  einem  nodig  birecten  2ßege  aufgelbft,  unb  mit  ber 
©ombinationgie^re  in  unmittelbare  ^Serbinbung  gefept. 

31.  ©ejeidbnen  wir  bie  SWenge  ber  moglicben  21rten, 
mit  n SBürfeln  non  q ©eiten  p 2lugen  Ju  werfen,  über» 
baupt  bureb  (p),  bie  3Wcnge  bec  möglidben  2Irten  bagegen, 
mit  n + 1 5öürfeln  non  q ©eiten  p ^ugen  jü  Werfen,  burdb 
*(p)' ; fo  folgt  aug  bem  SOorbergebenben  unmittelbar,  baß 

■ ' X”  ( 1 + X + x’  + x’  + . . . . 4-  x'— * )“ 

= (0)  4-  (l).x  + (2).x>  + (3).x»  + , 

• ...  + (q-l).xi-'  + {q).x'‘  + (5+l).x-»>  + ... 

unb  folgtidb 


Digilized  by  Google 


921 


fffia^rfc^cinlid^feitörcd^mmg. 

, N 

*“  ( 1 + X + X*  + x’  + . . . x9— • )»*• 

= (0) 

+ t(l)  + (0)lx  ' , 

+ 1(2)  + (1)  + (0)|x» 

+ 1(3)  + (2)  + (1)  + (0)Jx» 


+ t (g-1)  + (q-2)  + (q-3)  + (q_  4) + '....+  (0)  |x«-i 
+ l(q)  + (q-i)  + (q-2)  + (q-3)  + ....  + (i)|x'i 
+ I(q  + 1)  + (q)  + (q-i)  + (q-2)  + ....  + (2))x‘»i 
+ t(q  + 2)  + (q+i)  + Cq)  + (q-i)  + ....  + (3)|x‘i« 

+ . 

2110) 

x»ti(l  + X + x>  + x3  + + 

= (0)'  + (ly.x  + (2)'.x>  + (3)’.x^  + ....  ' 

+ (q— i)'.x<i-i  + (q)'.x'i  + (q  -ny  .x"*«  + ...  , 

= (0).x 

+ 1(1)  + {0)Jx> 

+ 1(2)  + .(1)  + (0)|xJ 

+ 1(3)  + (2)  + (1)  + (0)lx*  . 


+ l(q-l)  + (q~2)  + (q-3)  + (q-4)  + ....+  (0)!x«i 
+ t(q)  + (q-1)  +(q-2)  + fq-3)  + ....  + (l)|xW 
+ l(q  + l)  + (q)  + (q-l)  + (q-2) + ....  + (2)  Ix-i« 

+ l(q  + 2)  + (q  + i)  + (q)  + (q-i) + ....  + (3)1 

+ * . . . . 

(oy=ö 
(iy  = (o) 

(2y  = (o)  + (i) 

(3) '  = (0)  + (1)  + (2) 

(4) '  =(0)  + (1)  + (2)  + (3)  . . 

(q)‘  = (0)  + (1)  + (2)  + (3)  + + (q-1) 

fq+iy  = (1)  + (2)  + (3)  + C4)  + ....  + (q) 

(q+2)'  = (2)  + (3)  + (4)  + (5)  + ....  + (q  + 1)  ' 

(q  + 3y  = (3)  + (4)  + <5)  +>(6)  + ....  + (q  + 2) 

IC.  IC. 

Unter  ber  SSoraucife^ung/  baO  man  immer 

(-1)  = (-2)  = (-3)  = (-4)  = ....  = o 

fe^t,  fann  man  biefe  Dielationen  bur4)  folgenbe  aOgemelne 
Sormel  barjleHeni 

(p)'  = (p  — q)  + (p—q+i)  + (p-"q'h2)+....  + (p— 2)+(p— 1) 
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f£Ba§rf(^em{((^!dt6red^nund. 

mifteffl  wc((^>«  bJf  SonjlTMftlon  «i'ner  ^ofel  her  bur(^l  (p) 
bejei4>tteten  @r60en  f«r  irgenb  einen  beflimmfen  ®er4 
t)on  q unb  »erfi^iebene  ® ereile  »on  n feiner  04>wierig* 
feit  unterworfen  i(i,  9la(t>foigenbe  "lofei  ifi  für  bie  ge* 
meinen  ®ürfet,  wo  q = 6 ift,|  berechnet , unb  erjirecft 
fidb  »on  n=l  bi«  nz=8,  unb  p=ObtB  p = 36.  (£« 
würbe  mit  J^ülfc  obiger  recurrirenben  ^orniel  lei^t  fe^n, 
(ie  weiter  fortjufeßeu.  S)a  q=6j  fo  wirb  biefe^ofei 
noch 

(p)'=(p  - 6)  + (P  - 5)  + (P  - 4)  + (p  - 3)  + (p  -2)  + (P  - 1) 

beredbnet,  unb  man  pnbet  alfojebe«  @(ieb  einer  35ertifoirei^e, 
wenn  bie  fe^6  uor^ergehenben  ©lieber  ber  uorhergehenben 
Sßertifolreibe  ju  einänber  obbirf  werben.  S0?it  .^ülfe  biefet 
Tabelle  loffen  ftcb  bie  meifien  2(ufgoben  über  ba«  ®ürfel* 
fpiel  leidet  aufl6fen.  ©ie  i(t  entlehnt  auSSuler«  2lb* 
hanblung  de  panitione  numerorum  in  partes  tarn  nu- 
mero  quam  specie  datas.  Nov,  Comm.  Petrop.  T. 
XIV.  1759.,  unb  ftnbet  (Ich  auch  in  ber  beutfchen  Ueber* 
fe^ungberlntroductioin  Analysin  inHnitorutn. 

©.  620.  S)er  2lnfang  einer  foldben  Tabelle  ftnbet  (ich 
'muh  fd?Ott  itt  Jacob Bernoulli  Ars  conjectandi, 
Basileae.  1713.  p.  24.  SJlehr  2lufgaben  über  baeiSBürs 
felfpiel  ftnbet  man  in  eben  biefem  2Berfe,  welchem  .^up= 
gen«  Tractatus  de  ratiociniis  in  ludo  aleae  beigefügt 

ift(p.  1-t^71.),  mit  2lnmerfungen  PonSJernpuUi. 
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/ Safer,' 

lüclc^e  Äitjcigf,  »r«  oft  bie  p mit  n gemeinen  SBurfcIn 
. gciDorfcn  mcrbcn  fann. 


p 

n = l 

n=2 

n=3 

n = 4 

n = 5 

n = 6 

n = 7 

n = 8 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

1 

1 

0 

0 

Ü 

0 

0 

0* 

3 

1 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

1 

3 

3 

1 

0 

0 

0 

0 

5 

1 

4 

6 

4 

1 

0 

0 

0 

(i 

1 

' 5 

10 

10 

5 

1 

0 

0 

7 

' 0 

6 

15 

20 

15 

6 

' 1 

0 

8 

0 

5 

21 

35 

35 

21 

7 

1 

9 

0 

4 

25 

56 

70 

56 

28 

8 

10 

0 

3 

27 

80 

126 

126 

84 

36 

11 

0 

2 

27 

104 

205 

252 

210 

120 

12 

0 

1 

25 

125 

305 

456 

462 

330 

13 

0 

0 

21 

140 

420 

756 

917 

792 

14 

0 

0 

15 

146 

540 

1161 

1667 

1708 

15 

0 

0 

10 

140 

651 

1666 

2807 

3368 

16 

0 

0 

6 

125 

735 

2247 

4417 

6147 

17 

n 

0 

3 

104 

780 

2856 

6538 

10480 

18 

0 

0 

1 

80 

780 

3431 

9142 

16808 

19 

0 

0 

0 

56 

735 

3906 

12117 

25488 

20 

0 

0 

0 

35 

651 

4221 

15267 

36688 

21 

0 

0 

0 

20 

540 

4332 

18327 

50288 

22 

0 

0 

0 

10 

420 

4221 

20993 

65808 

23 

0 

0 

0 

4 

305 

3906 

22967 

82384" 

24 

0 

0 

0 

1 

205 

3431 

24017 

98813 

25 

0 

0 

0 

0 

126 

2856 

24017 

113688 

26 

0 

0 

0 

0 

70 

2241 

22967 

125588 

27 

0 

0 

0 

0 

35 

1666 

20993 

133288 

28 

0 

0 

0 

0 

15 

1161 

18327 

135954 

29 

0 

0 

0 

0 

5 

756 

15267 

133288 

30 

0 

0 

0 

0 

1 

456 

12117 

125588 

31 

0 

0 

0 

0 

0 

252 

9142 

113688 

32 

0 

0 

0 

0 

0 

126 

6538 

98813 

33 

0 

0 

0 

0 

0 

56 

4417 

82384 

34 

0 

0 

0 

0 

0 

21 

2807 

65808 

35 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

1667 

50288 

36 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

917 

36688 
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I * '. 

32.  SOllttetfl  »orfie^enbec  ^ofel  i|?  ble  anorbnung  tu 
nee5  ® ürfetfpletts  Ictdbt.  3»«  Slttgemeinett  i(l  ju  bcmerPen, 
bo0,  wenn  bae(  ©piel  für  ben  ©piel^aftec  »orf^eil^aff 
fei;n  foß/  bie  l^6db|lcn  ©ewinne  auf  bie  om  fcitenjten,  bte 
' Sßiefen  ouf  bie  om  l^äußgflen  Porfommenben  ®firfe  ju 
fe^en  ftnb/  unb  bo0  bie  ©ewinne  im  umgefe^rten  Ql^er^äU^ 
itiffe  ber^a^ten  flehen  müffen/  wel^je  onjeigen,  wie  off 
bie  enffpre4>enben  SBürfe  PorPommen  P6nnen/  ober,  ba^ 
mon  biefem  2ßer^ifni|fe  wenigfpen«  m6gli^>(l  na^e  ju 
fommen  fudben  muß.  ©ei  einem  für  ben  ©pieler  Por= 
(bfitbaftf«  ©pieie  ifl  ouf  umgePe^rfc  2lrf  ju  perfo^ren. 
SOlon  pnbef  bie«  weiter  ousgefü^rf  in  ©,  @.  gifcber« 
£Xect>enbu4>e  für  bo«  gemeine  2eben.  ©eriin.  1799, 

©.  292.  jf.  3)orou«  enftebne  idb  folgenbe  Pteine  ^obeße 
für  ein  ©pie(  mit  brei  SEBürfetn,  wo  bo«  ©piet  A.  für  ben 
©pietboUer , bo«  ©piet  B,  für  ber  ©picler  porfbeitboff  - 
eingerichtet  ifl,  obgleich  beim  er(ien  mehr  unb  größere  ©e? 
Winne  Porfommen. 


©piet  A. 

' 0 

piet  B. 

@umme 
bet  2Cu0cn, 

JCnjabt 
bet  äBörfe 
nadj)  (31.) 

©etpinn. 

©umme 
bet  2Cu0en. 

TCnjabt 
bet  SBurfe 
nach  (31.) 

Gewinn. 

3 

1 

10 

3 

1 

0 

4 

3 

. 4 

4 

3 

0 

5 

6 

, 3 

. 5 

6 

0 

6 

10 

2 

6 

10 

0 

' 7 

15 

1 

7 

15 

0 

8 

21 

0 

8 

21 

0 

9 

25 

0 

9 

25 

2 

10 

' 27 

0 

10 

27 

3 

11 

'27 

0 

11 

27 

3 

12 

25 

. 0 

12 

25 

2 

13 

21 

0 

13 

’ 21 

0 

14 

15 

1 

^ 14 

15 

' 0 

15 

10 

2 

15 

10 

0 

16 

6 

3 

16 

6 

0 

17 

3 

4 

17 

3 

0 

18 

1 

IQ 

18 

1 

Q 

216 

216 
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' Ölimmf  mon  on,  bag  in  216  SSJörfcn  olle  216  mSgli» 
4>en  SBürfe  ou^  wlrflidb  borfommcn,  ml^^eef  ofenbar 
mit  be|?o  me^r  SBol)rfcbeinlicbfe{f  angenommen  werben 
fann,  je  öfter  unb  je  tanger  gefplelf  wirb,  unb  fe^tjeber 
©pieter  5.  S3. 1 gr.;  fo  betrögt  beim  erflen  ©piete  biegonje 
Sinno^ime  beo  ©pietM^cfö  in  216  tJöiirfen  216  gr.,  feine 
^luogabe  150  gt.,  fein  ©ewinn  otfo  66  gr.,  b.  i.,  mit 
216»ergticben,  etwaS^pG.  3m  jweiten  ©piete  ifl  bie 
ßinnüt)me  beg  ©pict^attero  bei  2165ffi«rfen  216  gr.,  feine 
2Iu0gobe  262  gr. , atfo-,46  gr.,  b.  i.,  mit  216  pergtid[)cn, 
beinahe  21-^  pC.  Sßertujl. 

' 33.  Stia^  biefen  oDgemeincn  25emerfungcn  öber.bag 

tSürfelfpiet  wägten  wir,  um  bie  2Inwcnbung  ber  SBa^rs 
f(beinlicbfeitgre(l)nung  bei  einem  jufammengefe^tern  ©piele 
ju  jeigen,.  boo  ^f)oroo,  gewöhnlich  bloß  0 9«* 
nannt.  (B0  wirb  nöt^tg  fern,  bie  J^auptregeln  biefeg 
©pielg  furj  auß  einonber  ju  fejjen. 

1)  ®er  Sonquier  hält  baß  ganje  wohtgemifdhte  ©piet 
»on  52  .garten  oerfehrt  in  ber  .^anb. 

2)  (£r  jieht  hierauf  alle  .harten  nadb  berSXeihe  oonbem 
©piele  ab , unb  legt  fie  aufgebecft  abwechfetnb  te(htß  unb 
linfßauf  ben  “^ifijh,  inbem  er  aufber  rechten  ©eite  onföngt. 

3)  3«  abgejogene  i?arten  heißen  eine  Taille. 

4)  ©owoht  vor  2lnfang  beß©pielß  atß  auch  nach  jebec 
Taille  hat  jeber  ©pietenbe  baß  Dvecht , auf  eine  ober  einige 
beßimmte  jtarten  eine  namhafte  ©umme  ju  fejjen. 

5)  3)er  S5anquier  gewinnt  bie  9)iifc  beß  ©pieterß, 
wenn  bie  oon  bemfelben  befe^te  j?arte  beim  Slbjiehen  ber 
.harten  auf  bie  rechte  ©eite,  atfo,  ba  auf  biefer  ©eite 
angefangen  wirb,  in  einer  ungeraben  gahl,  fallt. 

6)  dagegen  muß  ber  Sanquier  baß  2Iequioalent  ber 
üKife  alt  ben  ©pieler  bejahten,  wenn  bie  befe^te  .^artc 
auf  bie  tinfe  ©eite,  alfo  in  einer  geroben  3aht/  föDt* 

7)  Saat  meiner  ?aiOe  bie  befe^te  starte,  j.  25.  ber 
ilönig  ober  ber25ube,  jweimal;  fo  gewinnt  ber  ^onquiet 
bie  .^ölfte  ber  SWife. 

8)  S)ie  (e^te  ilarfe  iß  toeber  bem  25onquier,  noch  bem 
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f®a^rfc^dnli(^felförc(^nun9. 

\ 

-&pUUtf  juht  SSßrf^etl,  unb  wirb  gac  ni4>f  gerechnet,  fd 
baß  olfo,  wenn  bie  »Oriente  ^arfe  bie  be«  @piciei  J ift, 
ber  S5anguiet  immer  bo«  ©anje  gewinnt,  foßte  aud^  bie 
le^te  Äarte  wieber  biefetbe  fei;n. 


34.  2)lott  überßel^f  ieidbf,  baß  bei  biefem  0picl  ber 
' 85ort^eit  teß  Sanquierß  bloß  in  ben  beiben  teufen  ©ebin* 
gungen  beßebf/  inbem  fonß  für  ben  23anquier  unb  ben 
0pie(er  bie  Sebingungen  bes  ©piefg  »öüig  gieieb  ßnb. 
23leibt  ba«  ©piei  unentfbieben,  wenn  auf  beibe  ©eiten 
bie  Äarte  beg  ©pielers  faßt,  unb  wirb  au(b  bie  (e^te  25es 
bingung  aufgehoben;  fo  laßt  ßcb  leicht  jeigen,  baß  bann 
ber  Sanquier  unb  ber©picler  in  gleidb  nielen  §aßen  ge» 
Winnen,  ©er  23anquier  habe  p + q .harten  in  Jpünben, 
unb  unter  biefen  fomme  bie  Äarte  bcsSpielerg  qmaluor ; 
'^  fo  wirb  bie'JInjaht  aßer  möglichen  Sagen  biefer  harten  unter 
einanber,  ba  bie  starten  be6  ©pielero  fowohl,  alo  auch  bie 
.harten  beg  Sanquierg  alg  unter  einanber  ibentifh  ju  be» 
trachten  ßnb,  inbem  eg  offenbar  bloß  auf  bie  gegenfei» 
tige  Sage  ber  jlarten  beg  ©pieterg  unb  beg  Sanquierg 
anfommt,  bur^  bie  ^ermutationgjahl  für  p + q (Sie» 
mente,  unter  benen  p einanber  gleiche,  unb  q anbere 
einanber  gleiche  (Elemente  norfommen  auggebrüeft,  fg  baß 
alfo  (Sßerfeljungen.  4.)  biefe  ^ah^ 

_ 1 .2. 3.4.5 (p  + q) 

1.2.3  ...  p.1.2.3  ....  q 

iß.  ©enft  man  ßdh,  inbem  man  bie  i?artc  beg  ©pie» 
lerg  burch  a , jebc  anbere  Äarfe  burch  b bejcichnet, 
biefe  ^ermutationen  wirf  lieh  aufgeßeßt;  fo  iß  flar,  baß 
a in  jeber  SSertifalreihe  fo  oft  norfommt,  olg  bie  übrigen 
©lemente  (ohne  bag  eine  a)  ßch  unter  einanber  permuti» 
ren  laßen,  b.  i. 


1 .2. 3. 4. 5 ....  (p  + q-l) 
1.2.3  ...  p.l.'2.3  ...  (q  — 1) 


mal. 


fo  baß  alfo  a in  jeber  Ißertifolreihe,  alfo  auch  in  ben  ge» 
raben  unb  ungeraben  ©teßen,  gleich  oft  ■norfommt,  unb 
folglich  oßenbor  ber  ^onquier  unb  ber  ©picler  in  glei^ 
bielen  Süßen  gewinnen  ober  »erlieren.  .^at  ber  ^anquier 
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no4>  6 hatten  in  ^änben,  unter  benen  bie  itarfe  bed 
©pielerg  bret  9Kat  »orfommf  j fo  finb  bie  m69tidben  2agen 
becÄarten: 

a B a b b b 
a a b a b b 
a a b b a b 
a a b b b a 
abaabb 
' a b a b a b 
o b a b b a 
a b b a a b 
' a b b a b a 
a b b b a a 
b a a a b b 
b a a b a b 
b a a b b a 
b a b a a b ^ 
b a b a b a 
, b a b b a a 
' b b a a a b 
b b a a b a 
b b a b a a 
b b b a a a 


SMe,  WO  bet  öanquiet 
geivinnt: 

a a a b b b 
ä a b b a b 
abaabb 
a b a b a b 
a b a b b a 
a b b a a b 
B b b a b a 
a b b b a a 
b b a a a b 


Säffe,  WO  ber  ©picter 
gewinnt: 

a a b a b b 
a a b b b a 
b a a a b b 
b a a b a b 
b a a b b a 
b a b a a b 
b a b a b a 
b a b b a a 
b b a a b a 
b b b a a a 


SD?an  uergcffe  hierbei  nidbt,  bop  5<ltle  wie  aa  ober  bb 
bao  0pie(  unentfi^ieben  (affen,  wie  oben  angenommen 
worben  ifi.  3n  gewiffen  gäöen  fönn  unter  blefer  Sßor* 
, auofe^ung  freilidb  bao  0piel  gar  ni(bt  entf(^?ieben  werben. 

j.  bet  Söanquict  bie  .Karten  aabbbb  in  J^ünben 
fo  wären  ade  m6g(ic^en  Säde: 
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aabbbb 
a b a b b b 
a b b a b b 
a b b b a b 
a b b b b a 
b a a b b b 
b a b a b b 
b a b b a b 

b a b b b a . ' 

b b a a b b 
b b a b a b 

b b a b b a ' 

b b b a a b 
* b b b a b a 
b b b b a a 

gdUe,  wot)«  25anqu{er  wo  ber  @pic(er 

gewinnt:  gewinnt: 

ababbb  baabbb 

abbabb  bababb 

abbbab  babbab 

abbbba  babbba 

bbabab  bbbaab 

b b a bib  a bbbaab 

3n  fotgenben  Sitten  würbe  ba«  0piet  unentf(^)ieben 
bleiben: 

^ aabbbb 

b b a a b b 
b b b b a a 

ba  nimiicb  angenommen  worben  if!/  ba0  weber  aa,  nod[> 
bb,  boö  ©pie(  entfi^eibe.  S)ie  2lnja^(  ber  Sitte,  wo 
ber  25anquier  ober  ber  ©pieler  gewinnen,  ifi  aber  immer 
biefetbe. 

35.  2Bitt  man  nun,  unter  QSorauefe^ung  ber  in  (33.)^ 
aufgejlettten  9vegetn.beo  ©pieiö,  ben  Sßort^eil  beo  Sam' 
quiero  beim^b^rao  befümmen;  fo  mu^  man,  weiibcrfclbe 
iunitjbjl  bloß  baoon  obbingf,  bag  in  einer  ?aitte  jwei 
Slitter  beo  ©picler«  faßen,  bie  SS}obrf4)einiicbfeit  fud^en,  ' 
batt  bieo,  o^ne  baß  in  irgenb  einer  ber  »orbergebenben 
^aitten  ein  Statt  beo  ©pietero  futtt,  woburd?  entweber 
biefem  ober  bcm  Sanquier  ein  befonberer  Sßortbeit  er^ 
wicbfi,  in  irgenb  einer  Jaiffe  ber  Sott  fepn  werbe.  X)er 
Sanquier  ^be  nod?  p ilarten  in  4>inben,  unter  benen  bie 
.Äarte  beo  ©pieterö  qmat  oorfommt. 

«)  2>ie  2Babrf(beinli(bfeit,  boß  eine  i^arte  beö  ©pie* 
tere  in  ber  erflen  ^aitte  juerjl  gejogen  werbe,  ijl  = . 
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ß)  ^otgljcf)  ble  SBa^rfc^jelnft^Feif , bng  fein  55tatt  it$ 
0pieler6  in  &er  crpcn  “^aiae  jueif  gejogen  wirb, 

= 1 _ iL  = Eris  . ^ 
p p 

y)  i>^  erflen  3119«  bie  ^avtt  bti  ©pieterö  tvlrf(id[> 
gejogen^.fo  i|F  bie  5iöal5rfd)einlid;feif,  ba^  bieö  au^  im 

jHjeitcn  3uge  gef^ef^e  = , unb  foiglid^  bie  2Ba^r. 

fd)einlid)feif,  .baß  in  ber  erßen  '^atße  jwei  .Warfen  beö 


©pteierd  gejogen  werben,  nach  (a) 


ili— 1 ) 


bie 


2ßabrfd?einü'd;feit  für  bad  Eintreffen  beg  erßen  bem  23an? 
guier  günßigen  gattö. 

\ . 

<J)  Beim  erßen  3»9C,bie  i?artc  beg  ©pieierg  ni'd^f 
gejogen;  fg  iß  bie  2öa^rfcbeinlidBfeit,  baß  bieg  beim  ^weU 
fen  3«ge  = j^',unbbiecnfgegcngefe^te2Bo^rs 

fd?cinlid?feif  = 1 3_  — Emzii 

- • p— !•  p— 1 

f)  Sofgiid)  bie  SBa^rfcbeintidbfeif,  baß  in  ber  erffen 
^aide  fein  ^(atf  beg  ©pieterg  falle,  na^  (ß)  unb  (j) 

_ <p— q)(p-q-~i) 

P(p-i)  ^ 

‘Q  3f^  nun  in  ber  erßen  Taille  fein  Slaff  beg  ©pie* 
lerg  gefaflen;  fo  iß  bie  2öa^rfcbeinlid;feif,  baß  in  ber  jwei» 
fen^aideiwei  feiner  S5(atfer  faden,  nac|>  (y),  wenn  man 
p — 2 für  p fe^t , = q (?-.!)_ 

v)  Sofgltd)  bie  3GBa^rfd)eintid)fcif,  baß  in  ber  crßen 
^aide  fcin23latf,  in  ber  iweiten  jwei  Blatter  beg  ©pie* 
lerg  faden,  na*  («)unb(^) 

_ q(q  — l)(p  — q)(p  — q— 1)  . ‘ 

. P(P-1)(P-2)(p-3) 

2Ba^rfd?eintid)feif,  boß^  wenn  in  ber  erßen 
7aide  fein  S5(aff  beg  ©pielcrg  gefaden,  au*  in  ber  jwei* 
ten  feineg  fidt,  iß  na*  (e),  wenn  man  p — 2 für  p 

ffgf , (P-q-2Hp-q-3) 

' ^ (P-2)(p-3)  ' - .. 

. 0 2lffo  bie  SS3al^rf*einli*feif , baß  Weber  in  ber  erßen, 
V-  Olnn 
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+ 

+ 

+ 


qC«r— <) 


W 


p(p— 1) 
q(q— i)(p  — q^fp—q— 1) 

p(p— i)(p— ^)(p— 3) 


W 


g(q— i)(p  — q)(p  — q— i)---(p— q--3) 
P(P  — 1)(P  — 2)(p  — 3)(p  — 4)(p  — 5j 


_ q(q— 1) \ . . (p— qUp— q— 1)  , \ 

p(p— 1)1  "**  (p— 2)(p— 3) 

(p  — q)(p  — q — l)...(p  — q — 3) 
(p-2)tP-3)...(p-5) 

(p  — q)(p  — q — l)...(p  — q — 5) 
(p-2)(p-3)...(p-7) 


36.  ®o8  affgemeine  ©Heb  biefer  Dvei’^e  i(l 


(p— q)(p—q— 0‘--(p  — q— 2r4-3) 
(P-2)lp-3)...(p-2r  + t)  » 

unb  tt  entfielet  nun  junä4)|!  bie  ^rage^  tnU  weit  oBi'ge 
Üvei^e  in  jebem  Jaß«  fortjufe^en  ijl. 

juerjl  q gerabe ; fo  i|i  bcr  größte  3Be«l^  bon  r 


2 


+ 1 


benn  bann  {|l  r — 1 =2-j-3,  unb  In  ben  r — 1 er|?en^aU* 
ten  (inb  2(r — 1)  =p — q 95tätt<r  aufgefegt,,  fo  ba0 
alfo  no(^>  p — (p — q)  = q ©fättec  bleiben.  S)a  in 
bcnr — 1 erflen  Waiden  fein  Slart  beb  ©pielere  fiel,  fo  ' 
finb  bieb  dde  SSWftec  beffelben,  unb  bec  ©anquiec  mu0 
fo(gli4>  in  ber  rten  ^oille  nof^menbig  gewinnen,  ba  nun 
2 Slätter  beb  ©pieferb  faflen  müflen,  woburcf)  bab  ©pief 
beenbigf  wirb. 

31^  9 ungecabe,  fo  ijl  bet  groffe  SBertl^  »on  r 

p — q + l 
«=•  2 ’ ’ 

benn  bann  i|!  r — 1 = / unb  ift  ben  r — 1 er jTen 

‘ioillen  ftnb  affo  2(r — l)=:p-^q  — 1 SSfdtter  auf» 
gefegt,  fo  ba^  affo  nod^  p — (p  — q — l)=:q+ 1 ©lata  - 
tec  bleiben , unb  fic^  folglicb  bab  ©pief  offenbor  wiebet 
enbigt,  inbemin  bet  rten  Taille  entwebet  bab  nodb  not* 
^anbene  ©fatt  beb  ©anquietb  unb  ein  ©fatt  beb  ©piefetb/ 

Sinn  2 
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,Cp— ^Hp— — Cp— q + + 

_ Cp  — «tKp  — ^ — O--- • < 0 

“ (p-^)(p-3)...(q-l)(q-'^)  ’ 
älfo,  wenn  q > 2,  in  beiben  gdflen  — o,  fo  b^0  affo 
für  q > 2 bic  Dvet^e  fo  weit  foctjufe^cn  ifi,  bis'jtc  ah 
brid)f. 

giir  q = 2 i(l  ber  grb^fe  SBert^  »on  r naä)  bem  Obi: 
gen  = + 1 =|p,  2r  = p.  Sof^tic^  bie  ( r + l)fe 

?aiüe  unmöglich,  eben  fo,  wie  fuc  q = l,  ba  aucb  in 
biefem  ^afle  bcr  größte  ?IBert^  von  r = ^ ^ = ip, 

2r  = p.  üDie  UnmöglicbfciC  ber  (rq-l)ten  ‘Jattte  in 
biefen  Sollen  wirb  baburcfe  angejcigf,  ba§  man  fiic  bas 
(r+  1 )te  ©lieb  ben  S33ert^  ^ evbdlt.  2)ie  Dvci^e  i|l  olfo 
fo  weif  fort jufeljen , bis  ein  ©lieb  = o ober  = ä mirb. 

37.  Sur  q > 2 bleiben  bei  ber  rfen  Taille,  mit  we|: 
(^>er  bas  (&piel  enbigf,  q ober  q + 1 harten  übrig,  unb 
bie  i?arten  werben  olfo  in  biefem  S^lle  nie  erfitSpft,  fo  ba^ 
olfo  in  bemfelben  auf  (33.  fJio.  8.)  feine  Svürffidbf  ju  neb=. 
men  i(f.  ©e^en  wir  ba^er  bie  ÜKife  bes  ©pielers  = 1, 
fo  gewinnt  ber  S3anquier  in  ben  ^ier^er  gebörenben  i^m 
gün(!igen  Süflen  -jf,  fo  bof  olfo  für  q > 2 feine  matbemo= 
(ifcbe  .^ofnung 

' • _ 1 — * ) j 1 4.  (p— qHp— q — O 

T-p(p  — 1)1  (p_2)(p— 3) 

. Cp  — q)(p  — q — !)•••  Cp-q  — 3) 
tp— a)(p— 3)...(p— 5) 

, (p  — q)(p— q — t)--  - Cp— q — 5) 
Cp-ÜMp~.3)...(P-7) 

+ 

bie  Dieibe  fo  weif  fortgefe^t,  bis  ein  ©lieb  = o wirb. 
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38.  q = 2 mu0  man  bic  9vd^«  fo  »eif  fortfeßen, 
bi6  ein  ©lieb  = ^ wirb.  ®ieö  gi'ebf  bie  mot9emofif4>c 
.^öjfuung  bee  ©anquier$ 

^ . 2.1  I (p-2)(p-3)  (p-S)(p-3)...(p-5)  1 

’^’pCP  — 1)1  (p— 2)(P‘-3)‘^(P-2)vp  — 3)...(,p— 

(p— 2)(p  — 3')  ...(p  — (p  — 1 ))  I 
"•  ( p — 2 ) ( p|—  3 J . . . ( p — ( p — 1 ) ) ) 

3)a  min  p — 1=2. — l,bie  (7-)^®  ungcrabe^atiO 
unb  3 bic  iweife  if?;  fo  i(l  bic  2Injo^t  bcr  ©lieber  biefer  ; 
CHei^e  = -J-;  olfo  bic  mafl)cmatif4)e  .^ojfnung  bco  Som 

quierg  = - 2-  =iT(?^)-  ‘1^ 

fcm^atlc  bic  uiofbcmadfcbc  ^^cffnunq  mc^cn  bcr  ©picls 
rcqcl  üto.  8.  größer,  »reit  in  biefem  §alle  mic  bcr  (cl|fcn 

rfen  = '^oiffc  bic  jvorfen  crfc^öpfc  werben,  unb 

bie  beiben  ©(5tfcr  bce  ©pielcrg  in  bic  Icijte 'Taille  fallen 
fönnen,  wo  bcr  25anqiiier  nii^f  fonbern  1 gewinnt. 
3)ic  ^robabilitäf,  baß  bic  beiben  ©läffcr  beö  0piclcrg 
, 'quf  bic  rfc  = (-j)f« '^aiflefaßen,  iß  nadb  (35.) 

_ 2-1  - (P  — 2)(P-3)-^.(p-2-P  +3) 

Ptp  — 1 )(P  — 2)  ..  .(p  — p + 1; 

_ 2.1.(p^2)-^..l  _ 2.1  _ , , 

P(P  — 1)(P— 2i 1 p(p  — 1) 

3)ic  mat^cmatifc()e  .^Öffnung  bc«  ©anquierd , 1 ju  gewinn 
nen,  iß  alfo  = 1 . p^^ib)  • 

febon  in  bcr  vorigen  ^ormel  begriffen;  otfo  iß  bie 

motbcmotifdbc  4>offnung  bc$  ©anguierö , wenn  q = 2,' 
überhaupt  boeb  nur- 

_ 1 , _ P+2  _ 

” 2(p-l)  — 1)  2p(p  — 1)' 

39.  3ß  enblid)  q = 1 ; fo  fönnen  nie  jwei  ©latter 

bcß  0piclerö  in  einer  ‘iaifle  faßen,  unb  bic  matbematifebt 
Jpoffnung  bcs  ^anquicre!  rcbucirt  ß^  alfo  bewauf,  baß 
bog  cine  ^Ölottbes  ©pklerg,  wetdbeg  in  beni  @picle  vor* 
bonben , in  bie  erße  lebten  'iaiüe  fdßt.  3)a 

beibererßen  lebten  'iaifle  offenbar  jtbeß  25laft 
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geiogttt  werben  fatm,  ble  ^nia^i  aller  ^aiTe  atfo  = p, 
ble  öer  günfilgen  = 1 i(J;  fo  Ijl  bie  SEBo^rfiibeinUdtifeif, 
baß  Dbjgeö  gefd|)el^e,  = j,  unb,  weit  bet  S5anquiet  in 
biefem  Salle  bieganje  SDJife  beö  ©pleler^  gewinnt,  feine 
wat^ematifd6)e  Hoffnung  = 1 . 

40.  S>le  gefnnbene  Sielte  für  q > 2 Wßf  ß*  auf  t>er. 
f(^liebene  Wirten  ttaneiformiren.  3ß  q eine  gerate  ^a^tj 
fo  iß  baö  le^fe  ©lieb 

- (p— <r)(p— q— 1)...  3.2.1 
, CP-2“)(p-3)...q(q-iy 

Sotglidß  wenn  man  bie  Dteil^e  umgcfc^rt  f^jreibf,  bie  ©r* 
Wartung  beoSanquiero,  bie  wir  burd^  S bejei4)nen  wollen; 

S=>  illZlL)|  Cp  — qHp  — q — l').. 3.2.1 
^’pCP-1)I  (P-2)(p  — 3)..qiq  — 1) 

. (p— q)(p— q— i)..4.3 
(p— 2)(p-3)  . . (q  + l) 


1 ...(p  — q) 


Cp— qUp-q— 1)  . 

^ Cp-2)(p-^^TF  * 


2C5  + i)(q  + 2) 


q) 

2)..p 


1 + 


1.2 

(q  + 2)(q  + l)tr(<T  — 1 ) 

1.2. 3. 4 ~ 


, (p  — 4)(p— 5)  . . q(q  — 1) 
^ 1.2.3..(p  — q_2) 

J.  CP-2)(p--3)..q(q-l-) 
' ‘ 1.2.3..(p_q) 

3ß  9 wngetabej  fo  iß  baö  te^te  ©lieb 

t-  Cp  — q)(p— q— 1)  .>.3.2 
CP-2)(p  — 3)...Cq  + l)q  * 

unb  man  erl^itt  auf  ül^nlidbe  2Irt  wie  nötiger 


S - Cq-l).l-2.3  ..  (p-q) 
2.Cq  + l)(q+2)..p 


1 L^+IH 

^ 1.2.3 


(q  + 3)(q4-2)'...q 
1.2. 3. 4. 5 


, (p— 4)(p— 5)...q 
^ 1.2.3..(p  — q— 2) 

. Cp  — 2)(p  — 3)  -..q 

^ 1.2. 3. .(p-q) 
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41.  9Iuö  bec  iuerj!  gefunbenen  0iei^e  folgt  ou4> 

s_  I (p— qUp— q — i)(q— 1)  > 

2p|p  — l’*'  Cp  — 1)(P  — 2)(P  — 3) 

+ 


CP-1)(P-2)(P-3) 

(p  — q)  ..  (p  — q — 3)(q  — 1) 
(P— 1)(P  — 2)...(p  — 5) 

(p  — q)  ..  Cp  — q — 5)(q  — 1) 
Cp-l)(p-2)..(p-7> 


+ *' 


?l6ec' 


S:nl_i_  Ezi5, 

P-i  p-i ' 

q— 1 _ ^ p — q— 2 
p-3“*'"  p-3  » 

q— t . _ p— q— 4 

p-S-*  p-5  ’ 

q^t  _ p-q-6 

- p-7  * 


p-7 

2f. 


2C. 


2I(fo  oud(> 


s — q {t  t (p-gKp-q-1) 

2p  j p— (p  — l)(p  — 2) 


_ (p— qUp— q — 2)(p  — q — 2) 

(p  — l)Cp— 2)(p  — 3) 

' , (p— q)(p— q— (p— q— 3) 

'*■  (p-l)(P-2)..Cp-4) 

__  (p— q)Cp— q — Cp— q— 4) 
Cp-iMp-2)..Cp-5) 

3|iqgerabe/  fo  l^af  bie  «rfprüngn^)«  + 1/ 

bie  ttangformirte  olfo  p — q + 2 ©lieber.  S)at5  (e^te 
©lieb  ifi  aber 

(p—q){p— q— 1)  ...  3.2.i.(q— 1) 

(p-lKp-2)  ...  (q-l) 

(p  — q)(p  — q — 1)  ...  3.2.1 
(P  — 1)(P— 2)  ...  q 

t»el4>e«  niiäbf  mel^r  in  jteei  ©lieber  jerlegf  werben  fann. 
511fo  ^at  bie  tranesformirfe  SXeil^e  nur  p — q + 1 ©lieber, 
eben  fo,  wie  in  bem  Säße,  wenn  q ungerabe,  wo  bie  ©lie» 

berja^l  ber  tranoformicten  Dvei^e  wirfli(|^  = 2.— 

= P — q + 1 ifl. 
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, , 42.  0lad()  bcm  2lrtife(  Umformung  b<v  Dvei^en.  (^?.) 
i|l  alfo 


s 


,U  . , q(^  — O . , qfq— Dfq  — 2)  . 

1 , q(q-l)  (q-2Uq— 3) 

*^^’p(p  — l)(p  -2)(p  — 3) 


i q(q — 1)  . ■ • 1 

2y-‘’(p-i)..(p-q  + i) 


[i+C-i)p-i] 


wenn  man  bao  borfige  S'  mi’f  ^ miifn’plicirf. 

43.  (£nbti(^>  er^It  man  and;  nad^  Umformung  bec 
Steifen  (23.) 


c _ 1 ^ , q(q-^0 

^■p-q  + l ^ • (p_<j+ i)(p_q  + 2) 

. , J q(q-i)(q-2) 

’ (p  — q+l)(p  — q + 2)(p  — q + 3) 


qCq  — 1)...2 
(p— q+  1)  ..  (p  — 1)  ’ 


baBeim  ^^arao  immer  p gerabe,  p — 2q  + l ungerabe, 
otfo  ba«!  borfige  1 + ( — 1 )p— 2q  + i 1 — 1 = o 
‘ iflf  woburcB  baß  borfige  (eßfe  @(ieb  »erfcbwinbef. 


S)ie  I^iet  enfwicfetfen  £Kcif)cn  l^aBen  SJJonfmorf, 
3<>Bnnn  unb  S^icolae  2)ernouili  gefunben.  f. 
Analyse  sur  les  jeux  de  hazard.  e'd.  2.  p.  77.  p.  304. 
P.;  287^  p.  98.  p.  299.  ‘ ' 9^od;  eine  ^^ormet  giebf  u 1 e r 
in  ben  Me'm.  de  Berlin.  1764.  p.  163.  501.  f.  über  bie* 
fen  ©egenflaub  oucb  ein  Programm  von  Qliollweibet 
Multiplex  et  continuata  serieruni  transformatioetc. 
Lips.  1820.,  WO  bie  Sonnet  fiir  ben  Söorfbeit  beo  San* 
quicrß  beim  ^t)arao  al8  55eifpiet  einer  Umformung  einer 
Diei^e  ge broacBf  »|i* 


2tuß  (38.  39.)  unb  bet  vorl^ergel^enben  aCgemeinen 
formet  ertjätf  man  in  ben  vier  Säßen,  wo  q = 1 , =2, 
= 3,  = 4 iftf  (cidjf  ben  Sßorf^eil  beß  SJanquiet  r6 
fpecfive 

_'l  _ ^P  + 2'  '1.  3 _ 2p  — 5 

p’  2p(p-l)’  4(p-l,  * - 21p-i;(P-3)  • 
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©iefc  t)ler  fpecieflen  Formeln  giebf  <iuc()  SOloittre  in 
ber  Doctrine  of  Chance».  London.  1718.  p.4l — 43. 

44.  5Bontniorf  i)of  na^  btcfen  fpecicHfn  gormetn 
X»ci  'Jabcßen  für  ben  Sßort^cil  beg  ^anquier  beim  ^barao 
berechnet,  tvelche  id)  hier  niiftbeite.  @ie  werben  feinet 
weitern  (£rflärut\g  bebürfen.  2)ic  Lobelie  B.  giebt  biop 
©rünjen  nn,  bie  aber  in  fleinern  Brüchen  ouggebrücft  finb, 
al6  bie  SßJerthe  in  ter  labeile  A.  Die  '^Inlid^t  biefer  las 
betten  ie^rt  augenblicfüd},  ba^  ber  S3orft)eil  beg  ©anqtiierg 
am  fiein|ten , ber  beg  ,0pielerg  alfo  am  größten  iff,  wenn  , 
q = 2 Ober  q = 3 , unb  p nai)e  = 52  iß.  Daraug 
ergeben  ßcß  folgcnbe  jwei  Svegein  für  ben  ©pieier: 

a)  (Er  muß  nur  in  ben  erßen  laitten  eine  ivartc  be* 
fe^en,  unb  beßo  weniger,  je  me^r  laitten  feßon  gejogen 
ßnb. 

b)  Die  ilarten  ßnb  für  i^n  bie  fd;(cd)teßen,  weiche 
entweber  fchon  brei  9)fal , ober  noch  gar  nicht  heraug  ßnb. 
Die  beßen  ßnb  biejenigen,  weihe  jwei  tOiqt  hrtaug  ßnb, 
unb  eine  foid;e  itarte  muß  aifo  ber  ©pieicr , fo  »iei  niög» 
lih,  fogieih  nah  fincr  ber  erßen  laiiien  befeijen,  wenn  * 
er  mit  bem  größten  5Sortbei(e  fpieien  witt.  Der  S3anquier 
wirb  bann  ben  geringßcn  25ortheii  haben.  Die  '^eobah» 
tung  biefer  SKegein  iß  allen  ©piclern  ju  empfehlen;  aber  . 
immer  wirb  boh  bet  33anquier  im  Sßortheii  fepn. 

3«  ber  ©d;rift:  Rxercitationes  quaedam  matlie- 
maticae.  Venetiis.  1724.4.  hat  Daniel  25ernoulll 
bei  (Gelegenheit  cineg  ©treiteg  mit  Ditjetti  weldjec 
SÄontmortg  unb  23ernoutti’g  Sormelu  für 
ben  Söortheil  beg  SSanquierg  für  falfh  h'elt^  biefelben 
furj  ehtwicfelt,  unb  ebenfattö  eine  labelle  beigefügt. 
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UBa^rfc^einltc^fcif^rcc^nung. 

45..  ^ei  bcn  fceurfcfjcn  ^o^fentoffericn , bem  Lotto  di 
Genova,  unb  feer  Loterie  de  France  (itgen  90  9flüm= 
inccn  im  ©lurförabe,  »oii  bcncii  5 gf  jogen  tvcrbcn. 
mec  auf  eine  ber  ge5ogenen  Sfiummern  gefegt  ^at,  erhält 
feinen  (Einfa^  eine  gemi|fe  5lnja^I  mal  mieber,  bei  ber  Lo- 
terie de  France  j.  S5.  I5mal.  35en  @pielern  fle^f  eg 
frei,  entmeber  bloß  bie  einjclnen  »on  il>nen  gemailten  3al^» 
ifii  ju  befeljen,  ober  aucl)  bie  in  benfelben  enf^alfenen  Sßer» 
binbungen  ju'jTOci,  brei,  u.  f.  f.^  b.  l>.  2lmben,  fernen, 
II.  f.  f.,  welche  bei  aßen  Vottenen  hblifr  bejahte 
olß  bie  einjflnen  ■^Inojuge.  Sei  ber  Loterie  de  France 
j.  ÜJ.  eine  5lmbe  270,  eine  'ierne‘5200  mal.  • Söei  ben 
meiften  i'otrerien  barf  man  nur  bis  ‘fernen  geben.  Ouin: 
ten  ßnb  überhaupt  nur  möglich,  ba  bloß  5 Öiummern 'ge- 
jogen  werben,  ©roßerer  2lllgemeinheif  wegen  woßen  wir 
im  §olgenben  immer  feljen,  baß  bie  i'offeric  aug  n £fium= 
mern  beßehe,  »on  benen  r gejogen  werben. 

46.  Jpaf  man  nun  s ölummern  befeijf,  unb  wiß  bic 
SBahrfd^einlichfeit  wißen,  baß  »on  benfelben  t heraugfom= 
men  werben ; fo  muß  man  auf  folgenbe  2lrt  ß^ließen.  ^ie 
befeijten  s Stummem  fönnen  ju  t auf 

»(8  — 1) (a  — 1+1)  , 

$lrfen  combtnirf  werben  (©ombinaflon.  12.).  2Die  übri= 
gen  n — s ülummern  laffen  ßch  Ju  r— t auf 

(n  — s^fn  — 9 — II...  (n  — s — r + t+1) 

‘ 1.2. 3. 4 ....  tr  — t)  , - 

3lrfen  combiniren.  SBeil  jebe  ber  erßern  2lrten  mit  jeber 
ber  le^tern  in  93erbinbung  fommen  tannj  fo  iß  bie  2lniabl 
ber  günßigcn  §äße 

_(n, — s)  .).  fn  — s — r + t + 1)  s ...(s  — t+1) 

~ 1.2. 3. 4 ...  ('r  — t)  T2.3..t 

®ie  iilniiaht  <>0^^  *ß  bie  Slnjahl  ber  ©ombinafioneii 
ber  n 97ummern  JU  r,  b.  i. 

nCn  — 1)  ...  (n  — r+1) 

1 .2.3  ...  r 

folglich  bie  gefuepte  SBaprfchcinlichfeit  = 
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^ — ..(■—«— r + t + 1 ).s..,(s  — t+ 1 ).,1 .2.3...  r ' ' 

1.2.3’.  .(r  — t).1.2.3..t.ntn  — l)..(n— r + l") 

_ (n  — s)..(n  — s — r + t + l).s..(s  — t+l\.r..(r^H-l)- 
1.2.3...  t.u(n— t)..(n  — r + l; 

©ie  2Da^rf^elnljdt)fetf,  eine  '5;cme  ju  gewinnen , ifi  a(fo 
j.  58.  bei  bic  gewötjnlicbcn  3abieniottene,  ba  in  biefem 
gatte  n = 90,  r = 5,  s = 3,  t = 3»i|l, 

— 87 . 3f> . .3 . 2 : 1 . 5 . 4.3  _ 1 

1.2.3.90.8‘>.8Ö.87.ÖG~  1174a' 

3?ie  SSa^rf(^)etnUcbfcit,  einen  einfacbe»  ?Ing3ug  ju-  gewim 
«en,  ij?  = iinb  bie,  eine  58mbe  }u  gewinnen’,  / 

47.  5JBIII  nian  bie  5äJa()rf(t«nÜ^^^^  bop  bon 

beVs  befeljfen  iTlummern  weh  igjl  e hei  t beraueyommen;  ^ 
fo  fotten  enfweber  t,  ober  t + lieber  t+'2,  ober  t + 

M.  f.  f.  berausfommen.  3|T  s <r,  fo  erpredf  |7cb  biefe 
SXci^e  big  s;  i||  aber  s > r,  nur  big  r,  ba  überfjauvt  nur 
r Sflummern  gezogen  werben.  O^acb  ber  0?egel  ber  5iifam= 
mcngefe^fen-5®abrf(^)ein(i(bfeit  (8J  mn^  man  bie  einjeU 
nen,  ben  obigen  Sreigniffen  ehtfprcci?cnben,  523abrfcbein= 
ii^feifen,  'nach  (46.)  berei^jncn, . unb  bie  er^aitenen 
Srücbe  abbirch.  .^ar  j.  pemanb  2 «Hummern  befe^f, 
unb  will  bie  SBa^rfd^inliAfeit  wiffen,  ba^  oon  benfelbeh 
wenig j! eng  eine ^craugfommen  werbe;  fo  ifl  n = 90, 
r = 3,  s=  2,  t=  1,  t + 1 = 2 = S,  ba  s < u. 

2llfo  bie  gefuebte  ^robabilitäf  ’ ’ - 

_ as.87.86.85.2.5  88,87.86.2  1.5.4  “ 

“ 1 .90.89.88.87.80  1 . 2 . 90 . 89 . 88%,87  • 86 

_ ^ _L  ^ 1 ■ > 

■“-9.89  ^ 9 . 89  ~ 801’  9 ’ 10  ■ 

48.  ©ott  man  bie  5öabrfcbeintid}feif  bejTimmen,  bag 
»on  ben  n Sfiummern  einer  Sotferie  in  einer  3iel)ung  »on 
r*  öinmmern  s b e p i m m r e Dl ummern  b« f awefommen  ’i 
fo  i|l  bie ’Hnjabl  aller  gälle,  wie  oben, 

n(n  — l)...(n  — r+l) 

“■  1.2.3....  r 

S)ie  2lnjabtber  guhpigen  g5fle  i(l  offenbar  bie  2Injabt  ber 
Kombinationen  ber  übrigen  n — s DInmmern  ju  r— ‘s, 
n5m(i(^> 
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(n— *)(n  — *— 1)  ...  (n — r + 1)  , 

~ 1.2.3  ...  (r— »J 

2Ufo  bie  gcfudbfe  ^rcbabitifat 

_ (n  — i)  ...  (n  — r + l).1.2.3  ...  r 
■“•1 .2.3...(r  — s).n(n  — l)..(n  — r+l) 

. __  (n  — «)..(n  — r + l).l..(r  — s').(r  — »4-l)..r 

l,.(r  — s).n...  (n  — • + l).(,n  — 8)..  (n  — r + l) 

• r(r  — 1)  ...  (r  — 8+n 

n(n  — !)...(  n—s  + 1) 

49.  2BIII  man  bie  2Sa^tf<beintidt>feif  l^aben,  baf  im 
»origen  Säße  bie  s bejlimmten  Slummern  in  einet  beftimm* 
ten  Orbnung  l^erauefommen ; fo  i|!  bie  Slnjai)!  bec  gün|ii* 
gen  Säße/  ba  eö  nach  bet  ^l^eorie  ber  ^Jermufationen 
1 . 2 . 3 . . . s »er fi^iebene  Orbnungen  giebf , in  weldben  bie 
s Stummem  l^erauofommen  fbnnen,  = ber  obigen,  burcf> 
1 . 2 . 3 . . . s bioibirf , fo  baf  man  alfo  ou^  bie  obige  9^ro=, 
babilität  bur(^  biefeo  ^tobuef  bioibiren  mup,  woburd^' 
man  für  bie  gefüllte  ?>robabi(it5f 

r(r  — 1 ) ...  (r  — 8+  1) 

1.2.3...s.n(,n— 1)..  (n — s + 1) 

crl^dtf. 

50.  s = r;  fo  ij?  bie  ^robabififüf , bof'bie  s be« 

(limmten  Drummern  in  einer  l^erauefommen, 

1.2.3  ...  r 

n(n  — 1)  ...  (n  — r+  1)  * 

«nb  baß  ße  in  einet  beßimmfen  Orbnung  l^eraugfommett , 

1.2.3.. .r _ 1 

1.2.3..r.n(n— l)..(n  — r + l)  n(n  — l)..(n  — r+l)  ' 

51.  bie  9Jlife  beet  ©pieler«  = m,  p feine  ^ro* 
babilifüf,  ju  gewinnen,  x aber  baO,  wag  bie  £o«crie  an 
ben  ©pieler  bejal^ten  muß;  fo  iß  x — m bet  ©ewinn  beo 
©pieterO,  unb  folgfidb  p(x  — *«)  ßin«  mat^ematifebe 
.^oßnung.  S^ie^robabilitafbcö  ©pieiero  jU  »erüeren,  alfo 
bie  ^robabilifSf  ber  £of (etie,  ju  gewinnen,  iß  = l — p, 
unb  fo^g^ii^>  bie  matbematifebe  J^offnung  ber  Sofferie  =: 
m ( 1 — p ).  S)er  ©leiebbeit  beß  ©pielß  wegen  muß 

p(x— m)  =J  m(l  — p) 

fei;n,  wotauß  man 


\ 
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erraff.  2Ba«  ble  2otfecie  bem  ©piefer  Bejöl^rett  mu^,  {(I 
fllfo  bcm  Üuoflenfen  feiner  £0Jife  bur^  feine  «probobilifaf, 
ju  gewinnen,  gteic^.  SlacB  (46.)  mu0  bic  ßofferie  otfo 
för  einen  einfa^en  ©ewinn  18m,  für  eine  2Imbe 
= 400^m,  für  eine  5erne  11748m  beja^ilen.'  ©en)ö^n= 
lieb  werben  aber  bon  ben  Jotferien  nur  15m,  270m, 
5200m  bejablf/  unb  bag  Uebrige  olfo  für  Dii|tco  unb 
i?o(len  obgejogen.  S)ie  2Babrfcbeinlicbfeif,  eine  öuinfe 
ju  gewinnen,  wäre  naeb  (46.)  = ««&  bie  ' 

Sotfetie  mü0te  alfo  in  biefem  ^oHe  43949268m  bejoblcn. 
SO?an  bat  febodb  bi«fc  2lrt  au  fpieten  offgemein  obgefebafft, 
weil  bie  ^Jrobobilitäf  au  gewinnen  fo  fe^r  flein  ifT. 

2)ie  ebemolige  berliner  3ob^«nfo«ecie  beaoblfe  einen 
ftmplen2lu5aug  15,  eine  2lmbe  270,  eine  ^erne  5300, 
eine  üuoferne  60000  SOlot , in  23eaug  ouf  bie  SO?ifc  beg 
0pielerg.^  S)ie  oben  angegebenen  ^ablen  beaieben  fieb  ouf 

bie  Loterie  de  France. 

52.  ©ine  widbfige  Slufgabe,  mit  beren  2lufl6fung  ftcb 

»oraügli^  ©uler  (Opuscula  analytica.  T.II.  p.333.) 
unb  Joplace  (Theorie  analylique  des  probabilite's. 
p.  191 — 201.)  bef(bäffigt  haben,  ififolgenbe: 

©ine  Jofferie  befiebe  aug  n Dlummern;  man  foff 
bie  2Babrf4)einti(bfeit  beflimmen,  baß  in  i Ziehungen, 
wenn  jebeg  3)lal  r Sffummern  geaogen  werben , olle  Ülum* 
mern  beraugfommen  werben. 


©ttUr^  5(ufl6futt0. 


= n 


©g  liegt  in  ber  Sffofur  ber  2lufgobe,  boß  i > ^ 
fepnmuß,  inbem,  füri<-p,  bie  gefuebte  ^^robobilitof 

= o iß. 

®ie  2lnaobl  offer  möglichen  §äffe  bei  einer  Biebung 
iß  offenbar  bie  Slnaobl  berSombinotionen  ber  nOffummern 
au  T,  wie  wir  oueb  f4>on  oben  gefeben  haben  ^ olfo  ■ 

_ n(n  — r + l)  f n 1 

1.2.3...r  ~ [r  J * 

Sur  i fawtt  ß<b  itber  einaelne  §off  bei  jeber  ein» 
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jflnen  Biegung  mit  jtbem  einjettifn  ^otte  Bet  jeber  onbem 
3icBuiig  combiniren,  fe  baf  alfo  bie  oflec  möglidBe« 

gailc  bei  i 3irf;ungen  = i|f. 

■ Um  nun  btf  bet  giinfligen  $aile  ju  finben,  Be= 
jftdbnc  man  bie  dnjdnen  SRummern  bec  Softeric  burcB  a, 
b,  c / d,  e,  ; fo  erl)eUet  leicbf,  bo^  unter  obiger 
3liija{)t  aaer  gäße  aud)  bfe  ^alle  mit  Begriffen  (inb,  in 
beneneine  ülummer,  j.  2,\  a,  fcB(t/  beren  'iJInjabl  offen» 
Bar  bie  5ln,^al)(  alter  §alle  bei  einer  i'otterie  niitn  — 1 
SRummern  für  i 3ieB«ngen  i|T,  b.  i.  nad?  bem  Obigen  = 
rlL=:ij\  folglich  ip/  ba  bie  Lotterie  öberBaupt  n 9lum= 
rnem  entBalt,  bie  Ulnjalff  ber  ^aOe , in  benen  feine  aftum» 
met  feBlt,  = [tJ  “ " [^J*  überjeugt  jld) 

übet  (eid)t,  baß  BiftBei  ein  gebier  begangen  morben;  in» 
bem  man  ju  niet  abgewogen  Bat.  ^eöer  gall  ndmltcB,  m 
jwei  Dlummern,  j.  iß.  a,  b,  feBlen,  iß  hoppelt,  einmal 
in  23ejug  auf  a , unb  einmal  in  25ejug  auf  b,  obgejogen 
morben,  ba  er  bocB  offenbar  nur  einmarabge^fOgen,  unb 
haBcr  mieber  einmal  abbirt  werben  muß.  ©ie  '3lnjabl 
oHer  gaile,  in  benen  a unb  b feBlen,  iß  aber  offenbar  bee 
ainjaBl  aller  gatte  bei  einer  Lotterie  mit  n— 2 2Rum» 

mern  für  i ^ieBungen  gteid;,  b.  i.  = [V"']  ' 
muß  folglid?/  Ba  bie  n'D^ummerniujweietißcB^^^mal 
combiniren  taffen,  ju  obiger  ©ifferenj  nocB  baö  ^robuct 
ber  beiben  lebten  ©roßen  abbiren,  mobuti^  man 


■-  n r-n  — W‘  i " — 1 ^ r” ' 


erBait.  ' - • ' ' 

2lber  aud?  B'«  «(^  begangen.  • ^eber 

gatt,  wo  brei  Dtummern,  j.  SÖ.  a,  b,  c,  feBlen,  iß 
namticB  brei  3)lal  in  ©ejug  auf  a,  b unb  c fubtraBirf, 
unb  bann  wieber  brei  £0hl  in  Sßejug  auf  ab,  ac  unb  bc 
obbirt  worben,  wetdjes  ßd)  gegenfeitig  aufBcbt,  fo  baß 
olfo  biefe  gatte  eigentlid)  nocB  ganj  unberürfßd;tigt  geblie» 
Ben  finb,  unb  bemnacB  noeß  abgewogen -werben  muffen. 
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tt)obur4>  tnan^  einer  ii^nUc^en  ^eecadt)tung/  tvie 
»or^er  ' 

n(n  — l)pn  — 2-ii  n (n— l)Cn— 2)pn— l-il 


rJLl*  _ n r"~^T  0.  J pn  — 2-11  n(n— l)(n- 

Lr  J LrJ'*'  1.2  LrJ“  1.2.3 

er^ätf.  ' • 

4)ierbei  ifloBer  triebet  jeber  ber  §dlle,  in  benen  riet 
Olummetn,  j.  SB.  a,  b,  c,  d,  festen,  t»ier  3)iat  fubtros  ' 
l^icf,  in  SBejug  auf  a,  b,  c,  d;  fedbs  ÜJlai  abbirt,  in 
0ejug  auf  ab,  ac,  ad,  bc,  bd,  cd;  »iec  SDial  fubtra* 

^irf  in  Sejug  auf  abc,  abd,  acd,  bcd;  a(fo  überhaupt 
jtrei  ÜÄai  fubtra^irf  trorben,  unb  mu0  fo(gti(^>  triebet 
einmai  abbirt  werben , troburdb  man  cr^äit;  ' ; 

LtJ  “ ” 1—}  + — — L— J 

n(n— l)(n  — 2)pn  — 3-|i  ti  (n— 1 ) (n  — 2)  ( n — 3)pn— 4-|i  ' 

,1.2.3  L r J 1.2. 3. 4 LrJ’ 

mit  ge^briger  9iücf|i4)f  auf  bie  Sombinationöjal^i  bet  n ' 
Slummetn  ju  rieten. 

9Jian  fönnte  auf  biefe  2Irf  weiter  gelten.  Um  aber  bet 
Unterfu^ung  bie  nbt^ige  S^IQgemeinl^eit  ju  geben,  fe^e  man, 
ba^  man  big  ju  a fel^lenben  SJlummern  gegangen  fep,  unb' 
für  bie  SHnja^i  aQer  Süße,  in  benen  feine  Siiummet  fe^it, 

tun*  r"  — 1-1*  . *>(n — l)rn  — 2-i«  . „ 

tJ  - " Lt-J  + ■ i.;2-L— J 

n(n  — lK"~2)pn  — 3-,» 

1.2.3  LrJ 


n ( n — 1)  ...  (n  — o+l)  pn  — g-|» 


1.2.3  ...  0 

»»“•ISÄ.I 


I unscrabci 

erl^alten  l^abe.  3ebet  wo  a +^i  9f?ummern  fel^ien, 
i|l  hierbei  . ' 

^ 1)  fubtrai^irt  Bei  einet  fel^tenben  0lummer 

( « + 1 ) mat  5 

2)  abbirt  Bei  jwei  fe^tenben  Olummern  fo  oft,  o(g  f?d(> 
tt  + 1 Syiummern  $u  zweien  combiniren  taffen,  b.  i. 

(o+  l)a 


V. 


1.2 


■ma(  i 


OöO 
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3)  fubrtal^itf  bei  btei  fel^lenWn  Sllttmmern  fo  off/  o(tf 
ftdb  ce+ 1 SUmenfe  $u  breien  eombiniren  (affen/  b.  i. 

1 ■ A • O I 

4)  enbticbabbicf  Ober  fubfra^irf/  iena(bbem  a gerate 
ober  ungetobe  ifi  / bei  a febienben  (Etemenfen  fo  off/  alo 
{x6)a  + l (Eiemenfe  ju  a combiniren  taffen/  b.  i. 

(»  + !)•  («  — n ...  3.2_.., 

’ A n A ■ ' ~ ntUi« 

1 .2.3  .4  . . . a 

@ebrau(bf  mon/  jenodbbem  obbirf  ober  fnbfrabirf  wor» 
beniff/ ba8  3ei4>en  + ober — ; foiflbie  S^^r  wieoftjeber 
$00/  tvo  a + 1 0lummern  fehlen/  abbirf  ober  fubfrabirt 
worben  ifi/ 

, a + l , (o+O»'  («  + l)»(o  — 1)  , 

— + j 2 ^ ^ ^ + ... 

. (a  + l)a(g  — 1)  ...-2 
"■  - 1.2.3  ...  « 


+ r**"^  X 1 — 

- L • J ‘ (2 


b.  — o,  wenn  a gerate/  =* — 2,  wenn  a uns 
gerobe  ifi. . 3fl  o(fo  a gerate/  fo  ifi  jeber  $o0,  wo  « + 1 
Hummern  fehlen/  noch  n*4>fr  w«««  “ ungerabe  ifi, 
jwei  SOial  fubfrohirf  worben,  fo  ba0  alfo  jeber  foldhet  $o0 
im  erfien  $a0e  einmol  fubfrahirf,  im  jweifen  einmal  abbirf 
werben  mup,  woburdh  man,  ba  bie  ^njahl  ber  Sombinos 
fionen  ber  n SJlummern  ju  « + 1 

n(n  — 1 ) ...  (n  — b)  < 

\ “ 1.2.3  ...  (a  + l) 

ifi/  für  bie  gefudhfe  @r60e 

- ■ - . : n(n  — l^^n  — 2J 

+ ... 

n — a-|*  _ B fo  — 1)  ■ . (n  — g^rn — a — 1-.' 

r J + 1.2. 3. .(a  + l)  L r J 


n(n  — l)(n  — 2)|-n— 3+  , 

TYrä — L— J + 

n(n — 1). . (n  — a+  l)pn  — o^^_nfn  — 1)  ■ . fn  — 
, 1.2. 3. ..a  ' 

«rh^lf. ' 
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®a  nun  l^6dE)f!entJ  n — r Slummern  fcl^fen  fSnnen,  fo 
l|l  ber  2B<rf^  Don  « + 1 = n — r,  b.  i.  a = 
n — *■ — wcld^eö,  in  ob{ge  gormct gefe^f,  för  hierin* 
ja^l  aller  m6glj(|)en  in  bcnen  feine  CHummer  feblf» 
ben  läudbruef 

_ n(n-l)(n  — 2)rn  — 3i»  . _ n(  n- 1). . (r  + r r n« 

l.a.3  L— J+-+  i.2...(n-r)  LTJ 

giebf.  ©anun  f-^]  on  (i4>  z=  o i(f;  fo  fann  man 
obige  ©röge 

__  n(n  — — 2)  rn^,J 

l.a.3  LrJ’^ 

felgen,  wenn  nur  bie  Ofei^e  fo  weit  forfgefe^t  wirb,  bid  |7e 
»on  felbfi  obbricbf.  Unter  berfelben  SSoraudfe^ung  i|i  olfo 
bie  gefu^Jfe  ^robobllitdt  ^ . 

= I Pf  _ „ r^if  . rlz:2f 

LrJ-r  j2  f-rJ 

' _ — tK"~2) r»— 3y 

1.2.3  l-  r J ■*"  ■ ■ ■• 

53.  5lber  allgemein 

r— 1 ' ' 

*•  - -*  _ (n  — — !)••  (»  — g — r+l) 

pj  “■  n(ni  — 1)  ...(n  — r+1) 

_ (n  — o)  ..  (n— r + l)(n  — r)  ■ ..  (n  — r — a 4- 1 > 
n(n  — — a4-l)(n  — «)...(n  — r+1) 
c=  (»  — r)..(n  — a + l)(n  — tt)  ..  (n  — r'— a + 1 ) 
n(n  — l)..(n  — r + l)(n  — r)  ..(n  — o + l) 

^ (n  — r)(n— r— 1)...  (n  — r — a + 1) 
n(n— l)(n  — 2)..  (n  — o +•  1> 

5llfo  obige  ^robabilitäf , wenn  man  mit  [y]*  wirfli4>  bi= 
oibirt, 

— 1 _ I |(n— r)(n— r — 1 )|i 

1 . n‘-‘  1.2.|ii(n  — 1 ) |>  — * 

__  |(n— r)(n— r.-  l)(n— r — 2)|i 
• . t>  4.2.3.|n(n  — — 2))i-‘  ■■ 

+ '• ’ 

Doo  *2 
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fSa^cfc^einUc^fcit^rec^nung. 

biö  tie  SXeitie  obSrt^if.  S5eiel4)nef  man  ble  ©lieber  biefer 
Dvei^c,  nom  jweitenan,  bur4>  A,  B,  C,  D;  E,  — ; 
fo  wirb  bie  ^robabilifäf  ^ 

. 1 (n  — r)i  , A (n  — r — 1)! 

— 1 — T^"^i  T2‘(n  — n»-* 

B (n  — r — 2)i  . C (n  — r — 3_^ä  

” T’  ln  — 2)>-‘  '*'•4  ' (P  — 3)*“‘ 

* n Iw— rji  , (n  — DA^n  — r— 1 /■ 

1,  “ * ~ 1 I n I 2 j n — 1 j 

(n  — 2)Bjn— r— 2ji  , (n  — 3)C  | n- r — 3 
3 I n-2  j + 4“  j n-3  j •” 

§ücn=90,  r=5,  i=100  ftnbef  ©uler  obige 
^robobilifäf  = 0,7419,  ^ c e m b t e 9 (Mem.  de  Berlin. 
1794.  95.  p.  76.),  bet  bie  Dvccbnung  genauer  geführt 
^at,  = 0,7410,  olfo  > tV,  b.  i.  um  ^ grbfet  alo  4. 

ßaplacc’^  5(ufl6futt9. 

54.  2aplare  ^af  biefe  ?lufgabe  nad^  einer  3Jlef^obe 
bel^anbelt,  welche  in  §äHen  biefer  2lrt  b«wpS  großem 
giuljen  angewanbt  wirb,  unb  ba^er  ^iec  einer  ©tldiiferung 
bebarf. 

9)?an  Bejeidhne  bur^  Z„.,  bie  Slnja^l  bet  Sdfle,  in 
weldben  in  i bie  Siumraern  1,  2,  3,  . q, 

burib  Z„,q_i  alfo  bie  2lnjal)l  bcr  Säße,  in  beneri  in  i 3ieb= 
ungen  bie  dlummerh  1,  2,  3,  . . . q — 1 aße  ^aa\xi- 
fommen,  u.  f.  f.;  fo  ifl  flar,  boß  bie  2lnjahl  ber  §dße,  in 
welchen,  1,  2,  3,  ...  qin  i h«f^>w®fommen, 

glei^  iß  ber  2lnjaht  ber  gaße , in  welchen  1, 2, 3, ...  q — 1 
herauofommcn , weniger  bet  Sltjsahl  ber  S<iße,  in  wellten, 
wenn  man  bie  SHummer  q aus  ber  2offerie  wegließe,  fo 
baß  ße  nur  n — 1 Sßummern  enthielten,  bie  Ölummern 
1,  2,  3,  ...  q — 1 in 
nach  obiger  ©eicicbnung 

Zn,  q = Zn  , q— 1 — Zn—  I , q — I . 

S)amit  bieö  »6ßig  beutlidh  erheße,  überlege  man  junä(hß; 
baß  Z„„  fleinet  alt!  fepn  muß,  weil  Z„,  oßen= 
bar  oße  gäße  enthalt,  welche  Z„,,  enthölf,  in  benen  bie 
fahlen  1,  2,  3,  ...  q — 1 mit  q nerbunben  »orfom= 
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men,  unb  ou^erbem  nocf)  ode  $Me,  in  bene»  jwar 
1,  2,  3,  ...  q — 1,  abtc  nid)t  mit  q »crbunben,  nor= 
Fommen.  £)ic  3(njobl  bec  [eifern  i(?  ober  offenbar  ber  Sin* 
jo^I  ber  S^lle  g(ei(^,  in  meteben  bei  einet  Sofferie  non 
n — 1 Sdummern,  bie  q ni^f  eitrbärf,  bie  Sfiummern 
1,  2,  3,  — q — 1 in  i ^iebintgen  ode  ^eroueifomnien; 
b.  i.  = Z„_ (£0  ifl  fotglicb 

Zn  , q ^ 1 = Zn , q + Zn  — I , q — I » 

worouo  obige  ©tei^jung  augenbticf(i4>  foiä<.  ©eiradbtef 
man  nun  bie  0veif)c 

Zi,  q— l>  Z2,  q — 1|  Z3,  q— 1)  Z4,  q — 1>  Zn,  q— I » •*. 

fo  i(F  na^  ber  in  ben  2Irtifeln  Qlritbmefifcbe  Diei^en  bb^eret 
Drbnungen  unb  ©iferenjenre^nung  angetoanbfen  SSe* 
jeiebnung: 

Z?,  q — l Zi,  q^l  ^ ^Zi,  q — 1 f 

,,  ' Zi,q~l  ““  Z2,q«*l  SS  .(^Z2,q~l  > 

Z*,  q — i — ‘ Zi,  q — I — -^/Zj,  q — 1 I ' 1 ^ 


mm,  , ^ 

Zji,  q = /fZn  ~ 1 , q ^ t ; • v . 

unb,  wennmanq  — 1 = 1,2,  3,  4,  ....  fe^t;‘ 

Zn.  2 — -^Zn— I,  1 f 

Zn,  3 = .rfZn— I,  2 = ^’Zd— 2,  i ' 

Zn,  4 = ^Zn— 1,  » = ^^Za—i,  i , 

Zn,  » = /TZa~t,  4 = j4*Za~*,  1 , 


2Ufo  adgemein 

Za,  (,  = *Zn  — qM,  1 . * 

3m  2Idgemetnen  bebeutef  nun  Z„  ^ bie  2Injabl  oder  §dde, 
in  tt)et(ben  in  i Ziehungen  bei  einer  2otterie  non  n Sdums 
mern  bie  SRummec  1 b^wusgefommen  ifl.  2)ie  2Injabt 
tiefer  §ade  ifl  offenbar  ber  ^Injabt  oder  mbgUeben  §bde  bei 
nSflummern  unb  gteieb,  weniger  bet  ^Injabt 

bet  gade,  in  welchen  bei  n 3flummern  unb  i Siebungen  bie 
Sflumntet  1 fehlt,  b.  i.  weniger  ber  2lnjabl  oder  mbgli^en 
§dde  bei  n — 1 aflummern  unb  i Ziehungen.  Solglicb, 
ba  jebes  SDlal  r giummern  gezogen  werben: 
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_ r»V  r*> — In* 

ba  blc  oder  m6g(id(jen  §älle  bei  n ölummern  == 

rj  1(1  (620.  3Ufo 


z.. 


— tn(n— l)--(n  — r + l)U  — )(n  — 1)  (n  — 2) . . (n  — r')  | i 


b.  I./  In  25ejU0  ouf  n ati5  beranberUdb  (»ie  oben)/ 

„ _ — l)(n  — 2)..(n— r)t* 

* ~ 11.2.3...r|i  * 

unb  bemnadb/  n— q + 1 für  n ^efeßf/  no4>  bem 
l^erge^enben : 

z.„  = 

I |l.2.3  ..'.rp  1 

/#q.|(n  — q)(n  — q — 1).  .{n  — q — r + 1)  j* 
jl.2.3 

®ie  2In5ol^l  öder  m6g(i(ben  §dde  iff/  bei  n Sfluttimern 
«nbi  gie^ungen/ 


_ riLl*  _ tn(n  — •!)  •••(» 

~ Lr  J 11  .2.3... 


(n  — r+  t)|* 


31‘ 


(52.) 


9Hfo  ble  0)robabi(ifat/  baß  in  i einer  2offerie 

bon  n Olummern  ble  Siuramern  1,  2,  3,  ....  q l^eraue» 
fommen  werben/  wenn  mon  ber  .Äurjc  wegen  n — q=s  , 
fe$f/ 

|n(n  — 1)  ...(n  — r+l)li 

9Bld  man  nun  ble  0)robabUlfaf  haben/  ba0  in  i 3i«= 
hungen  ade  n 9iummern  h^fauofommen/  fo  mu0  mon 
obige  ©ifferenj/  in  ©ejug  'auf  s a(ö  »eranberildb/  enf= 
wirfeln/  unb  im  SXefulfafe  q=n/  n — q = 0/  b.  i. 

8 = 0 fe^en.  3)o  nun  hier 

|s(i-.l)...(«-r  + l)j‘ , 

|(s+l)*...(._r  + 2)|*  , ' 

|(s+2)(t  + l)..(»-r  + 3))*  , 

j(«  + q— i)(*  + q— 2)..(»— r + q)}‘.  , 
j(»+q)(*  + q— 1)  ■'•  (*— r + q + i)  j‘ » 


Dk«\,z 


t by  Googlt 


We  4>aupf«i^e,  i(l;  fo  {(1/  »le  o«8  bem  2Irf.  2Irifl^metif4>e 
SXei^en  ^6f>e«r  Orbnungen  (2.)  Uid^t  gefc(jlo(f«ii  wirb, 
obige  qtc  JDiffercnj 

— |(s+q)C»  + q— r+q+i)/‘ 

— Y|(»+q— i)(»+q— 2)-.(«— r+q)|‘ 

+ 2^f^j(«+q-')(*  + q-3)..(»-r+q-i)j‘  » 

- (»  + q- 3 ) (a  + q-4 ) . . (s -r  + q-2 ) j‘ 

±3^J^Uj(»  + 2)(.+  l)..(i-r+3)j’ 

+ y|^*^*^*^*~*^"^*—*+^^|* 

± j, (,„!)(, _2)„(.-T.+  l).|‘., 

tooBel  nur  ju  bemerfen  tfi^  ba0  bte.Dieil^e'a.  a.  D.  be(S  an- 
gejogenen  2lrfifcl8  umgefc^rt  werben  mufj 

S3  |n(a  — l)..(n— »+l)j* 

— y|(“  — *)<“— 

+ y|(»— q + l)(n— q)..(n— q— r + 2)|* 

4 |(n— q)(n— q— l)..(n— q — r+l)| 

t»eI4^e«  no(^  burc^ 

|n(n-.l)  ..  (n-r+l)l‘ 

blolbict  werben  niu0,  um  ble  ^robabüifät  ju  erl^olfen.  ^ 
jDabur^  er^oU  mon  tel4?t  für  bie  ^robabitiedt/  bo^  in 
i 3ie^«ngen  q SRummern  §era«6fommen/  foigenben  2lu«: 
brud: 
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1 - ^l»-r 


q(q—  1 ) Un  — r)(n  — r — 1 ) i 
1.2  n(n  — 1) 


q(q— i)(q~2)  j(n  — 
1 .2.3 


) (n  — r)(n  — r — l)(n- 
n(n  — l)(n  — 2 


r-l)(n-r— 2)/i 


+ T 


5L I ( ” — r)(n  — r — t')..(n  — r — q + 2) 
n(n  — l)..(n  — q + 2) 


i 


^ Un  — r)(n  — r — 1 ) . . f n — r — q + 1 ) | ‘ , • 

-|  n(n-i)..(n-q  + l)  j* 

(Sef}t  man  l^ierm  q=rn;  fo  erl^ätf  man  Wd&f-bte 
fdt>on  oben  (52.  53.)  gefunbenen  5Iu6brücfe  für  bie  ^roba= 
Bilifüf,  ba0  in  i 3i«f)wn9en  affe  Stummem  ^erauefom* 
men.  2Wan  0e§f,  baß  2aplacc’ö  fcBacfßnnige  2luf= 
ibfung  affgemeiner  tfl/  ale$bie  non  (Euler  gegebene. 

55.  Joplace’o  groß«  SEBerf  über  bie  SBo^rf^jelnfidb* 
feiesrecbnung  ijl  nidßf  bloß  midbfig  »egen  ber  vielen  ßbrnie* 
rigen  unb  merfwürbigen  Slufgaben,  beren  2luß6fung  eö 
entbülf,  fonbern  audb  »egen  ber  vielen  neuen  analptifdßen 
Sl}2et§oben/  vorjügli(^,  ber  fdßbnen  2(ppro;:imation0met^o« 
ben,  bie  in  bemfelben  onge»anbt  »erben,  größfenfl^eil« 
ober  bem  93erfaffer  fo  eigenf^ümli^  ßnb,  baß  ßcß  ^ier  nur" 
einzelne  25eifpiele  Beibringen  loffen,  »oju  »ir  ^ier,folgens 
be6  »a^len. 

SEBirb  in  jeber  ^iel^ung  nur  eine  Sffummer  gejogen, 
fo  iß  bie  ^robabilitüf,  baß  in  i ^ie^ungen  affe  n Sliummern 
l^erausfommen , nadb  bem  SBorl^ergel^enben  = 


^ n /'n  — IV  . n(n  — l)^n— 2\> 

. n y 1.2  V.  “ 

__  n (n  — 1 ) (n  — 2)  yn  3y 


,.u.s  'C-^7*-r 

bie  Ovei^e  forfgefeßf,  Bio  ße  aBBri£f)t.  2 a p ( a c e vergleidjif 
biefc  Steife  mir  ber  Dvei^e 

- C-^)" + ■ ■ = i‘  - C-?-')T 

bereit  erße  beiben  ©lieber  mit  ben  beiben  erßen  ©liebem 
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jener  SKei^c  yfcereitijllmmen.  Söergteidjjt  man  öBerl^aupt 
tie  §artoren 

"c-i=)'«"K^r  . „ 

jweier  gtei^jffeEftgen  ©(ieber  m{f  cmänber,  unb  nimntf  b»Ü 
Xogarif^mcn;  fo  er^äU  man  ^ ' 

logn  (—^y  = iiogn  ( i - ^)  . . ' J 

T ^ • n>  “ »’.irr  » 

logn  (j^y"  = milogn  i)  . r 

^ mi  • mi  nn 

^ ^ ^ _ , 

35»e  er(fen  ©lieber  biefer  Seiben  Oleinen  flimmcn  mit 
cinanbet  überein,. ' ^ «nt> 

,matt  t>ertta4>(affi3t  bie  ©lieber  toon  ber  Drbnwng  ^ anj 
fo  i|l 

*,  /n— m\>  , /•n'«— IN“* 

unb  folgti4>  au4> 

(^-)‘=(=^-r  ' 

nÄl^erungeimeife.  2>er  Unferf4)ieb  bej!o  mel^r,  je 
grbper  m mich/  mie  au6  bem  Obigen  erl^edef.  Sollte 
mon  nun  j.  S3.  bie  51nja^l  non  ^ie^ungen  beftimmert,  bei 
mel4)en  für  ein  fe^r  großes  n bie  obige  ^robabilitüt 

. i*  _ 1 

k 


n‘ 


wirb;  fo  fe^e  man  nad(j  ber  fo  eben  gebadljfen  9?4§ruttgs* 
met^obe  > 

,r=!-(^)T^ 

tooraus  man  lei4>t  erl^üli: 

_ log(i-l^-i)  : 

* log(n— 1)— logn  * 

S9?an  nel^me  natürlidbe  Logarithmen  unb  e«  fej> 

ft  . ' ' 

n=.-. 
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fo  ecl^ilt  man  (elclt^t 

i loga  k = z -f*  -j-**  +...., 

ober,  für  -J-  ls  = y: 

y = z + ^z*  + .... 

SHun  fep  z=  Ay  + By*H-  ....;  fo  erl^äft  matt  burd{> 
0ub{{itution 

y = Ay  + (B  + 4A>)y»  + ... ; 

A =:  1,^  + |A»  = o,  B = — 4 ; 

' 1,1  j.  — , (lognk)»  . 

* — y — iy  + • • • — — 2n^ — + . . . . 

©el^f  matt  nutt  bloß  bi«J  ju  ©llebertt  »ott  ber  Drbmmg  ^ j 
fo  erl^iU  man 

lognkl^  lognkj 

*-  “H—  j» äS- j ' 

unb  fo(gU4)  aud() 

^1  lognk  I lognkj 
n 

logn^l  — “ logn(lognk)  — loghn  ^ 

. S3  loga(lognk)  — lognn 
.>  lognk  (lognk)> 

“2n  8n» 

=s  logn(lognk)  — lognn  — . 

gecncr 

lognf^)  = logn(l  -1)  = - 1-4.1  - ...  . 

3Kfo  mäf  bem  Obigen 


logn(lognk)  — lognn  lognk 


n 


T-;:» 


logn  n — logn  ( logn  ^ ) + log«  k 
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njlognn  — logn(lognk)|  (l  — i)+A(l— ^)lognk 


1 — 


4n* 


= n jlognn  — logn(lognk)|^l— — i)lognk  , 

ober  au^f  wenn  logn  k flein,  unb  n fe^r  groß  {ff/ 

i = njlognn  — logn(lognk)  |^1  — + 4lognk  . 

§öcn  = 10000,  k = 2 finbcf  Japtocc  na<^  einer  oit* 
bern' ann%rnben  gocmel,  ble  ^lec  nicfjt  enfwicfeltt 
lö0f / ble  ^Injal^l  bec  ^{e^ungen  = 95767,4. 

gur  r = 5 tff  ble  ?)robabl(if5f  na^)  bem  Obigen 

— 1 _ i Sy  , tt(n  — l)|(n  — 5)(n— 6)  ^ 

1 V.  n y 1.2  j n(u— 1)  j 

5Dlefe  Dielte  »erglel4>f  Saplace  mit 

« - rC-i^y+=^(^)'‘-  —l*-  C-^’)T- 

^ie  erffen  0ilebec  beiber  Dvei^en  ffimmen  überein.  fSlatt 
fonn  ba^er  nä^etunggweife  ble  gefu^Jfe  ^robabilifüt 

= t-C-^)T  • - 

feften.  @oH  blefelbe  = ^ werben  j fo  ftnbef  man  aus  bet 
0(ei4?ung  , ’ 

l-C=^)T=i-  ' ■ , 

.bur4>  befonnfe  arkl^metifcbe  SDfeei^oben 

vr2— 1/ 


gür  n = 90  finbet  ßaptace  ouö  einer  anbern  ge* 
nauern  gormel  i = 85,53,  unb  nadb  bec  l^ier  enfwicfetten 
gormet  i = 85,204,  wo  bet  UnCerf4)leb  oifo  = 0,326 
betrügt.  SEBerben  otfo  in  jeber  ^le^ung  5 Sffummern  gejo* 
gen,  fo fann  man,  ba ble  ^robabilitüt,  baf  aQe  909fum» 
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m<rn  l^erauöfommen,  '=  ^ fept»  foll,  etmi  wcnlaer  alö 
Cjn6  gegen  (Eins  wetten,  baß  bies  in  85,  unb  etwas 
me^r  als  (Eins  gegen  6ins,  bop  bies  in  8Ö  ^ie^ungen  ge* 
f4iebe , in  SJejug  onf  ben  erjlern  genauem  SBert^  »on 
i = 85,53. 

56.  (Eine  Urne  entl^aife  3^  i^iigetn;  man  fott  bieSBal^rs 
fi^einlic^feit  finben,  ba^  man,  inbem  man  in  bie  Urne 
i^ineingreift,  eine  gerabe  ober  eine  ungerabe  Slnjo^l  i?us 
geln  ergreifen  werbe: 

^ie  Slnjal^i  ber  ^erbinbungen  ber  gegebenen  .kugeln  }u 
5wei,  vier,  fe4>s,  u.  f.  f.  ijt  (Kombination  12.) 


x(x-l)  x(x  — !)(»  — 2)(X  — 3)  x(x  — t)...(x— 5) 

1.2  ’ 1.2. 3. 4 ’ 1.2.3. ..6  ’ ■■■*  V , 

bie,2Injal^t  ber  Söerbinbungen  ju  eins,  brei,  fünf  u.  f.  f. 
bogegen 

X xfx  — l)(x  — 2)  x(x  — 1 )(x  — 2 ) .. . (x  — 4) 

1 ’ 1.2.3  ’ 1.2. 3. 4. 5 

5otgti4)  bie  ^Injal^i  otier  mbglidjien  Söerbinbungen  ber  gege* 
benen  itugein  / 


X x(x  — 1)  x(x  — l)(x  — 2)  ■ x(x  — 1)  (x— 2)(x  — 3)  . 
1+  T 1.2.3  1 •>  ^ A 


‘ 1.2. 3. 4 

X , x(x  — t)  , x(x  — l)(x  — 2)  , 

1 1.2  T"  1.2.3  +••••  * 

= (1  + 1)*  — 1 = 2*  1 . 

SUfo  nadb  bet  Eebre  boh  ber  iufammengefeßten  SS3a]^rf4)eirt* 
tiebfeit  (8.)  bie  ^robabUitdt,  eine  gerobe  2Injabl  itugein 
5U  ergreifen 

1 \ x(.x  — 1 ) x(x  — 1 ) ..(x— 3)  , X..  ..{x  — 5)  , I 
•"2»— l)  1.2'  1.2. 3. 4 1...&  . ■■■(* 

«nb  bie  ^robabilitdt,  eine  ungerabe  2lnjabf  ju  ergreifen , 

_ 1 |x  ■ x(x— l)(x— 2)  ■ x(x— l)...(x  — 4) 

""2*— ijl'*'  1.2.3  1.2. ..5 

2Ibec 

(l+l)x  = 1 + - + — — + _ + ■_  + , 

..  x,x(x-l)  x..(x  — 2)  , x..(x-3)  , 

$o(gli(b  burdb  2(bbition  unb  0ubtraction: 


+ ... 
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'2llfo  bte  ^roba&ilitäf / «ine  gerabe  ju,  ergreifen, 

2X-I  _ 1 

~ 2’^  — 1 ’ 

imbbie  ^JrobobltUaf,  eine  ungerobe Shtjol^l  ju  ergreifen, 
/ - _ 2^-‘ 

“ 2’^  — 1 * 


®le  Summe  beiber  Probabitlfdten  Ijt,  wie  eö  fe^n  mu^, 
=>1.  2lu^i  ijl  flar,  boß  e£S  wo^rfdbeinli^^er  1(1,  eine  un* 
gerube,  a(0  einegerabe,  Slnjo^i  ber  kugeln  ju  ergreifen, 
^eifi 

Jix-I  > 2*-«  — ^ , 2’^-*  > 4| 2*  — 1 j ; 

, 2*“*  1 

2*  — 1>^’  2»  — F < ^’ 


, öIfo|^  = + y;  fo  finbet  man  ieid^f,  wenn 

I man  aus  biefer  0(ei4)ung  y befHmmt, 

2*-*  , 1 2^->  — 1 _ 1 

2*—  1 ^■*‘2(2*  — 1)’  2»— 1 ^ 2(2*  — !)■ 

\ 

3e  i,r60er  x i(t,  be|?o  f (einer  wirb  bet  23ruc(> 

1 

2(2*  — 1)  " 

3e  großer  a(fo  bie  ^In^abl  ber  i?uge(n  ift,  be(io  mel^c 
nähern  bie  beiben  2B3af)rfdbeinlicbfeiten  ber  9SBa^rf(|?eins 
tidbfeif  i-.-  3e  f (einet  x ifl,  bejio  me^r  ndbert  (t^  obiger 
Sru4>  bem  23tu^e  a(fo  bie  2Babrfcbein(i4>feit,  eine  un*  - 
gerobe  ^inja^l  ju  greifen,  bet  ©ewip^eit,  bie  SBa^rx 
fcbeinlidbfeit,  eine  gerobe  5(nja^(  ju  greifen,  bagegcn 
ber  ölufl,  b.  i.  ber  Unmög(«4>felf.  Sik  x = 1 wirb  er* 
jiere  SBo()rf4?cin(l^fetf  wirf (icb  = 1 , (eifere  = 0. 

57.  X unbefannf,  unb  b(o0  befiimmt,  ba^  e« 
nidbf  > n fe^,  a(fo  felbft  ade  SBert^e  »on  1 bie  n ^oben 
fonn;  fo  i(f  je^t  bie  '2inja^(  otter  mögd^en  §d(Ie  no(^>  (56.) 

= (2-1)  + (2*-l)  + (2^-1)  + (2«-e)  + ...  + (2»-l) 

= 2“*‘  — n — 2 . 


\ 


N 
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> 

5f(fo  We  SGBa^tf4?elnn(|>fe{f,  dne  ungerade  ^njol^l  »on 
Äugeln  5U  greifen,  noc(?  (8.)  unb  (56.) 

_ 2°  + 2'+2^+2^H + 2n-»  2»  — 1 

~ 2“»*  — n — 2 ~ 2“‘*  — n — 2 ‘ 


unb  bie  fH^^rf4>einli(f)feit,  eine  gerabe  ^Inja^l  Äugeln  iu 
greifen, 

(2<>_1)  + (2'— l)  + (2*  — 1)  + ..  + (2»-«  — «)  _ 2«-n-l 

— 2“»  — n — 2 “2“«  — n — 2* 


(Erjlere  2Bal^rf(^>einlidl)feif  ij!  wieber  größer  olö  le^fere,  unb 
bie  ©umnte  beiber,  n>ie  eS  fe^n  muf , =1. 

58.  3)ie  Urne  entl^alfe  je^f  x weife  unb  eben  fo  bielc 
f<3b»arje  Äugeln;  mon  fu^f  bie  953a^rf(^>einli(l>feit,  bei 
bem  ^ie^en  irgenb  einer  geraben  ^nja^l  von  Äugeln  ^b 
weife  unb  ^alb  fdbwarje  Äugeln  }u  jie^en. 

SDieSOlengen  ber  Sdffe  eine,  jwei,  brei,  vier,  u.,f.  f. 
Äugeln  von  ieber^arbejniie^en,  fnb  na^  bem  ISor^er» 
ge^enben  (56.) 

raww-ra  H’ 

S)o  f4>  n««  einjelne  gombinofion  weifet  Äugeln  mif 
febet  einjelnen  Combinafion  berfclben  Älaffe  fefworjer  Äu= 
geln  verbinben  fann ; fo  fnb  bie  ÜHengen  ber  gdile  eine 
weife  unb  eine  fdbwar}e  Äugel,  jwei  weife  unb  }wei 
f^worje,  brei  weife  unb  brei  f^jwarje  Äugeln  ju  5ie^en, 

«.  f.  f. 


[Tr-w- w’-H’-w-  • 

T'ie  2lnja^l  aller  möglicben  gdUe  alfo,  eine  glei4>e  Slnjal^l 
weif  er  unb  fdbwarjerÄugeln  ju  sieben,  if> 

= ““  * (Sinoroiot*  Socffidfntcn.  17.  318.)  . 


' ®ic  Slnjabl  aller  mbglidben  gdllc  if  nadb  (56.)  = 
— 1 , ba  man  voraubfcijf,  bof  jebesi  2)lal  eine  ge* 


/ 


•/ 
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tobt  Srnjal^t  toon  Äusefa  8«ioaen  werbe.  Söfeti*  ble  «e» 

MfegjrobabilUat  , 

, _[|]^‘ 

©e§fe  man  ni^t  vorauß/  bo^  immer  eine  gerobe  Slnjol^t 
»on  .kugeln  gejogen,  fonbern  ganj  wiafö^rtlcb  »tt  bie  Urne 
gegriffen  würbe;  fowarebie2Injo^{aaerSaae=22*— 1, 
unb  foigticb  unter  biefer  SÖoraugfe^ung  bie  3Ba^rf^einK4>» 
feit,  eine  g(ei4>e  Slnja^l  weiter  unb  f(^>warjer  .K'ugeln  jit 
sieben; 

^ [|]-‘ 


üru((i|i 


2^x 


an  _ 2t(2x~l)  ....  (»+!) 


1.2.3. ..X 
_2x(2x— l)..(x  + l).x(x-n...l 
“ 1.2.3...X  . 1.2.3.. .X 

_ 1.2.3.4...2X 


“ 11.2.3  ....  x|>  * 

5olgll4>  obige  beibe  ^robabiiitaten 

1.2.3.4...2X 


_ I 


1.2.3  ...  X 


— 1 


22x-1  _ 1 

1.2.3.4...2X 


ttnb  = 


1 1.2.3... 


— 1 


2»*  — 1 • ‘ 

59.  91adf>bem  2lrtifel  SittomiolsCoefjtcienfen  (16.) 
Iji  Immer  - 

, [T]<="rs’[i]>»“r(ir^-' .. 

©aö  Söer^aitnif  biefer  ©ranjen  i(l,  wie  man  leidet  ffnbef/ 
==  ^ 


2x 


«nb  wirb,  wenn  man  x + 1 für  x fe^t, 

r2x  + 3 
2x  + 2 * 

©en  nun 
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r2*  + 1 . ‘ y2 

-sr  = * + “>f  s 


2x4-  3 
2x  +2 


a:  1 + a . 


2t  + 3 _ 2X+2  + 1 _ , , 1 2x+l_  1 

2k  + 2“  2x  + 2 “'  ■*“21  + 2’  2x  “ 2x 


ijl;  fo  tfl  offenbar  ' ‘ , 

’ 2x  + 3^2x+1  r^  + 3 i^x  + l . , 

2x  + 2'^  2x  ’ f 2x  + 2‘^f  2x  * . - 

SUfo«  unb  bag  aSecbaUnip  obiger  ©cänien  fommt 
olfo  bem  35er^äUmjfe  ber  ©teicb^eit  beflo  näher,  je  grb^er 
xiji.  3(1  aifo  X [ehr  grop,  fo  fann  man  offenbar  bie 
^robabilität 

2’x-‘  — 1 2-X-» 


fe^en,  iwburdb  bte  ©rbfe  blefeg  ©rudbö  nicht  merflich  ge* 
anbert  »Irb.  S)enn  fei;  überhaupt 

foiH 

^ _ p — t p _ p-q 
q— 1 q 3(q  — 1)  ’ 

offenbar  ein  fehr  f (einer  ©ru4>/  »enn  q fe^r  gro0  i(I. 
Slnnahernb  fann  man  aber  au(^;  . 


[7]  = =“  n 


fe^en,  woburdb  man  obige  ^robabifitat 

- Jll  V- - 2 K-  = 

2^-*/  X7I  ’xn  Yxn 

erhalt,  wie  audh  2a place  a.  a.  0.  p.  203  finbet. 

60.  gjlan  habe  je^tx  + x Urnen,  von benen  bie erjle 
p wei§e  unb  q f4m)arje,  bie  jweitc  p'  weiße  unb  q'  fchwar; 
je,  bie  britfe  p"  weiße*  unb  q"  f^jwarje  .Äugeln  enthalte, 
u.  f.  f.  9WanfolI  bie  SBohrfcßeinliihfeit  beßimmen,  baß, 
inbem  man  na4>  ber  Sfeihe  auß  i'eber  Urne  eine  ..Äuge! 
nimmt,  x weiße  unb  x'  f4?warie  .Äugeln  gejogen 
werben. 

Sei  ber  erßen  Ziehung  ßnb  offenbar  p + q Perf^iiebene 
gaHe  mbgli^j,  unb  eben  fo  p'  + q'  bei  ber  jweiten.  3ebec 
ber  erßen  fann  ß^  mit  j'ebem  ber  jweiten  Süße  »erbinben, 


Digitized  by  Google 


961 


5£3a^rf(^(inIt(^Fettörc(^nuttd. 

für  bte  Beibcit  erflen  ^«el^anSfn  Cp  + q)Cp'  + q') 
Perfcbiebene  giebf.  f>^  *'’>«= 

bcr  mit  jebem  ber  p'^'  + q"  bei  ber  briffen  ^iel^ung  mbgs 
lidben  Sdfle  »erbinben , weidbe«  für  bie  brei  erflen  ^iebutts 
gen  überhaupt  (p  + q)(p'+ q')(p"  + q")  t)erfd;iebene 
§ü(Ie  giebt  Cbcn  fo  crbüff  mon  für  affe  3‘«^«ngen  bie 
iflniabi  ber  mbglicben  güffe 

= (p  + q)(p'+q')(p"  + q")(p"'  + q'")  •••  • 

Um  nun  bie  Slnja^t  ber  günfiigen  §üffc  ju  befiimmcn,  mofs 
len  mir  juerfl  bie  2Injabl  ber  güffc  fu^en,  in  mefdben  x 
weiße  Äugeln  ouei  ben  x + x'  Urnen  gejogen  werben  f6n= 
nen.  SDiefe  x weißen  Äugeln  ßnb  offenbar  aus  x Urnen 
gejogen,  unb  ba  ßcb  jebe  ber  in  ber  erßen  biefer  x Urnen 
enfbalfenen  weißen  Äugeln  mit  jeber  ber  in  bet  jweifen  bie= 
fer  X Urnen  entgoltenen  weißen  Äugeln , jebe  biefer  93er* 
binbungen  ju  jweien  fiä)  wieber  mit  jeber  ber  in  ber  briften 
biefer  x Urnen  enthaltenen  weißen  Äugeln  »erbinben  fann, 
u.  f.  f.;  fo  giebt  bas  ^robuct  ber  welche  an^eigen, 

wie  oft  eine  weiße  Äugel  in  feber  biefer  x Urnen  enthalten 
iß,  bie  Qtnjahlbet  mbglicben  mitten,  aus  ben  genannten  x 
Urnen  x weiße  Äugeln  ju  jiehen.  5)a  aber  biefe  x Urnen 
ganj  wiffführlidh  ßnb;  fo  erhellet,  wenn  man  ßcß  bie 
X + x'  gegebenen  Urnen  ouf  alle  mögliche  5lrten  ju  x (na* 
türlidh  ohne  SÖJieberholungen)  combinirf  benft,  baß  man 
bie  ^njahl  aller  mbglidhen  ^rten,  x weiße  Äugeln  aus  ben 
x + x' Urnen  ju  jiehen,  erhülf,  wenn  man  für  bie  (Eie* 
mentenreihe 

p.  p',  p“.  p'".  p"". 

bie  xte  Älaffe  ber  Kombinationen  ohne  3Bie,berholungen 
entwfcfelt,  unb  jebe  Kombination  als  ein  ^robuct  ber  in 
ihr  entholtenen  Klcmente  betrachtet.  S)as  'ilggregat  biefer 
Kombinationen , wel(^es  wir  burch  C bejei^nen  wollen, 
iß  bann  bie  gefudjt«  3ahl. 

2(ebe  2lrt,  aus  x beßimmfen  Urnen  x weiße  Äugeln  ju 
jiehen,  fann  ßch  nun  aber  mit  jeber  5lrt,  aus  ben  übrigen 
x'  Urnen  x'  fchwarje  Äugeln  ju  jiehen  »erbinben,  fo  baß 
man  alfo  bie  ^njahl  aöer  Wirten,  aus  ben  gegebenen  x + x' 
Urnen  x weiße  unb  x fchwar je  Äugeln  ju  jiehen , erhalt, 
V.  ^pp 


Digitized 


962 


Sßa^rf(^cinnc^!citörc(()nun9. 

wenn  man  j'ebet  bcr  In  C ein!^attenen  Somblnaflorten  no4> 
x'  qö  beifügt,  unb  biefcn  qö  bie  ^nbkeö  giebt,  weU 
^e  ble  in  ber  entfpvetbenben  Kombination  oorfommem 
ben  p no(^  nicht  haben.  ®ae  'Aggregat  bec  fo  erhaltenen 
^robucte,  welcbeö  wir  burcb  A bejeichnen  wollen , i|l  nun  . 
tic  gefugte  21njah(  ber  gün(!igen  ^üde,  unb  folglich  bie 
gefuchte  ^robabilitat 


lp  + ?)Cp'  + q')(p"+q")(p'''+q’")  ••• 

61.  5a5arep  = p=p"=p"'=...,  q = q'  = q" 

= q'"  = — ; fo  wirb  ber  Slenner,  ba  x+  x'  bie  'iinjahl 
ber  Urnen,  = ^ unb  jeber  'ihfit  bes  3^hkt^ 

wirb  = p’'  q’^.  55ie  2lnjahl  biefer  "^hcik  ifi  ber  'älnjabl 
ber  Kombinationen  ohne  ?Ißiebcrholungen  ber  xten  Älaffe 
für  X + x'  Klemente  glei^),  b.  i. 

— + 1 ) (X'+I) 

X 

§olgli<^>  ble  gefuchte  ^robabilitüt  in  biefem  Satte 

_ (x  + x')(x  + x'  — l)...Cx'+l) 

1.2.3 X ■ (p+q)=‘*=‘' 

_ (x  + x )(x4-x'  — 1)  ...  (x +1)  ^ p Y /■  q Y' 
1.2.3.. ..X  Ap+q'' Ap+q'' 

62.  .Jpat  man  x + x'  + x"  Urnen,  bie  nach  ber  9veihc 
P/  q/  r;  pV  q'r  r ; p",  q",  r";  p'",  q"',  r";  u.  f.  f. 
wei^e,  fchwarje  unb  rothe  Äugeln  enthalten,  unb  man 
will  bie  5üJahrfcbcinlicbfeit  be(iimmen,  ba^  man,  wenn 
man  auo  jeber  Urne  eincÄugel  nimmt,  x weife,  x'fdjwarje 
unb  x"  rothe  Äugeln  jiehen  werbe  j fo  iji,  wie  twrher,  bie 
2ln}ahl  aller  mbglicben  Sülle 

= (p  + q4-r)(p'  + q'  + r')(p''+q"  + r") 

2ltte  2lrten,  x weife  Äugeln  ju  jiehen,  erhült  man, 
wie  »orher,  wenn  man  bie  xte  Kombinationoclaffe  ohne 
SBieberholungen  für  bie  Klementenreihe 

p.  p'.  p",  p'",  p’"' 

bilbet,  unb  bao  2lggregat  berfelbcn  = C feßt.  25ei  jeber 
einjelnen  2lrt,  x weife  Äugeln  ju  jiehen,  bleiben  noch 
x'  + x"  Urnen  übrig.  2luö  biefen  lajfen  f(h  x'  fchwarje 
Äugeln  auf  fo  viele  verfci;iebene  2irten  jiehen,  ato  ba$ 
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SIggregaf  ber  Sombinafionett  cm3cfgf,  t»e(d()c  matt  erl^aff, 
wenn  man  bie  x'fe  Sombinatloneflaffe  oi^ne  3BieberboIun= 
gen  für  bie  ben  nodb  übrigen  x'  + x"  Urnen  enffpret^tenben 
q biibef.  Um  olfo  bie  5inja^i  oder  mbgli^en  2lrfcn,  ' 
X mei^e  unb  x'  fcbn?ar5e  Ü'ugeln  ju  5ie^en,  ju  erbaifen, 
mup  man  jebe  einzelne  ber  in  C entbalfenen  Sombinafionen  ' 
in  bie  x'fe  ^ombinationeffajfe  ber  x'  + x"  qg  mutfipticü 
ren,  welche  bie  noch  nicht  bei  ben  p ber  enffprechenben 
Kombination  beftnblichen  3«'?icc0  tragen.  ®ao  3Iggregaf 
aßet  auf  biefe  2öeife  erhaltenen  ^robucfe,  jebeg  in  feine 
einjelnen  Strlegf,  fep  = C'.  S®iH  man  nun  enb= 
li^  bie  'ilnjahl  aller  mbglichen  'Jlrten,  x wei^e,  x'  fchwarje 
unb  x"  rothe  .Äugeln  ju  jiehen,  erhalten;  fo  muß  manj'e= 
ben  ber  einjelnen  in  C enthaltenen  5h“f^  rg  t>er= 

binben,  unb  leiteten  bie  nOdh  nicht  bei  p ober  q ber  enf= 
fpre(l)enben  ?h«il«  »OR  C'  beßnbli(l?en  3nbiceg  beifügen. 
©eBf  man  bog  fo  erholtene  5lggregaf  »ieber  = A' ; fo  i|l 
bie  ^robabilifüf,  x weiße,  x'  fdtwarje,  x"  rothe  i^ugeltt 
oug  X + x'  + x"  Urnen  noch  ber  Dveihe  5u  jiehen , 

A'  

“ (P  + q + r;(p'  + q'+r)(p'+?''  + r'')  ■ 


63.  §ürp  = p' =p"  = p"  = ...,  q = q'=q" 
= q'"  = ... , r =r'  = r"  = r"'=:.. . wirb  ber  Sflen» 
ner  = (p  + q + r) unb  jeber  “^h^il  beg  ^dhlerg 
= p’"q*'r‘".  ®ie  ^Injahl  biefer  ‘(I  bem  35os 
rigen  offenbar 


(x  + x'  + x")(x  + x'4-x"  — 1)  ■ .(x'4-x"  + 1)  (x'  + x")  ..■(x”  + l) 

1.2.3. 4..  ..X  ' 1.2.3...X' 

1 .2 . 3.4  /■. . (xg-x'4->["^ 

1.2.3.. x.l.2.3..x'.1.2.3..x"  * 

Solglidh  bie  ^robobilitüf  in  biefem  Salle 

1 .2..(x-|-x'q-x")  px  q»'r^" 

~ 1..X  . 1 ..x'  .1  ..  x''‘{  p + q + r 

- 12..(x+V  + x')  / p YY q V / r V' 

1..X.  l..x' . 1 . .x"' Vp  + qq-rX  'Vp  + qq-r^  "^P  + q + r/ 

p q ^ 

p+q+r’  p + q + r’  p+q+r  ‘ 

bie  ^robabilifäten  ßnb,  aug  jeber  Urne  eine  weiße,  ober 
eine  towarje,  ober  einej  rothe  Äugel  ju  jiehn. 
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64.  S«  «tiettef  (eicbf , wie  man  auf  feiefe  9tr(  tveifer 
ge^en  tann.  gur  x +'  x + x'  + x'"  Urnen  mit  p,  q/  r, 
s;  p',  q'  r,  s';  p',  q",  r",  s";  u.  f.  f . meinen,  f4)war= 
jen,  rotten  unb  gelben  .kugeln,  er^lt  man,  wenn  man 
auf  dl^nlic^je  '2Irt  wie  nor^er  A unö  A'  baes  5Iggregat  A" 
bitbef,  bie  ^robabiiität,  xmei^e,  x'  ftbmarje,  x"  rot^e 
unb  x'"  gelbe  ilugeln  aug  ben  x + x'  + x"  + x'"  Urnen 
ju  iie^en,  menn  man  aug  jeber  eine  jie^t, 



~ (P  + q + r + *)(p'  + q +r'  + »')(p"  + q"  + r’  + s")....  * 

unb,  »venn  p = p'=p"= , q^q'^q*”— . 

1 . . . X . 1 . . » x' . 1 . . ■.  x”  . 1 . ..  X •' 

^Cp+q+r+s^  ‘^P+q+'^+*^  Cp+q+r+s3  '(p-l-q^r+s) 

©iefe  51ufgaben  leiten  ung  ju  folgenbem  fe^r  roid[)tigen 
^l;eile  ber  2Baljrfcl;cinlicbfeit6rec^nung. 

SBa^rfc^einlic^fcit  bet  roicbcr^olfen 
SSerfuc^cn. 

65.  Unter  mieberbolfen  SDerfudben  werben  hier  j. 
bie  mehrmaligen  2Bürfe  mit  berfelben  '2lniahl  glei^er2Bürs 
fei,  bie  *>on  j^ugeln,  wel<^e  man  aug  einer  Urne 
nimmt,  nad?  jebem  ^uge  aber  immer  wict^r  in  bie  Urne 
hineinlegt,  um  immer  bajfelbe  Sßerhdltnifj  jwif(^en  bet 
3al)l  ber  gülle  jeber  51rt  ju  behalten,  u.  bgl.  ©inb  nun 
p unb  p'  = 1 — p bie  5öahrfcheinlid;feiten  zweier  einam 
ber  enfy]egcngefe(jten  CSreigniffe,  unb  man  will  bie  2Bahr= 
fd)einlid)l'eit  be|limmen,  ba^  in  x + x'  SSerfuchen  bag  er(te 
(Sreigniß  xmal,  bag  jweitc  x'mal  eintrejfe;  fo  erheflet 
leidet,  ba^  biefe  2lufgabe  mit  ber  in  (60.)  aufgelöflen  '3luf= 
gäbe:  bie  3ßahrfcheinlid?feit  ju  bejlimmen,  ba^  aug  x+x' 
Urnen,  beten  jebe  eine  gewiffe  gleid^e  '3ln,5ahl  weiter  unb 
fd>war5er  ifugeln  enthält,  wenn  nad?  ber  Dveihe  oug  jebet 
Urne  eine  5?ugel  genommen  wirb,  alfo  in  x + x' 

X wei^e  unb  x'  fdjwarjc  i\ugeln  gejogen  worben,  iben= 
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ifi.  0e^f  man  aifo  p unb  p*  für  btc  borfi’gen 
Mtib  fo  erraff  mon  bie  gefud(>fe  ^robobidtüf 

_ 1.2,3....(x  + x') 

I.2.3...x.l.2.3...x’P  P • 

(Eben  fo  (eidbf  «rieflet,  bo0  bie  allgemeinere  5Iufga6e; 
bie  ^robabtlUaf  ju  be(?immen,  baß  bei  meutern  Sreigniffen, 
bevcn  ^robabilifaten  p,  p',  p",  p"  ....ßnb,  fo  boß 

p + p-  + p"  + p'"  + ....=  1 

ijt,  in  X + x'  + x"  4-  x'"  + . , . Söecfucben  baö  erffe  (Er« 
eigniß  xmal,  bao  jmeife  x'mal,  baö  brifte  x"mal  ein= 
freffe  u.  f.  f.  mit  ber  in  (63.)  unb  (64.)  aufgeloßen  allge= 
meinem  Slufgobe  ibentif4>,  unb  bie  gefuc|>f?  ^obabilitat 
fo(gli<ß 

— ' t.  2.3.  ..(x  + x'4-x"  + x"'-|-...') 

*“  1 . . .X  . 1 . . . x'  . 1 . . . x"  . 1 . . . x'" . . , . ^ ^ ^ ■ 


G6.  ®ie  ^robabidtät 


1.2.3  ...  (x  + x) 

. ■ ■ ■ i ' 1 P*  n 


wirb  Ui^t  öwf  folgenben  3Iuebrucf  9cbrac[>t  i 


m' 


welcbe«  bag  (x'  + l)fe  ©deb  in  ber  (Entmicfeiung  bon 
(p  + iß*  @e^en  n>irnunx  + x*=«,  fo  brücfen 

bie  ©lieber  ber  ©ntwicfelung  bon  (p  + p')“  na4>  ber  DJei^c 
bie  2ßa^rfcbeind4)f eiten  aus,  baß  in  a^erfucßen  bas  in 
^ebe  ße^enbe  ©reigniß,  beffen  SEBa^rfdbeinddbfeit  = p iß/, 
«mal  unb  baß  entgegengefe^te  fein  ÜWol,  (a  — l)mal  unb 
bas  entgegengefe^te  ein  9Kal;  (a  — 2)ma(  unb  baS  ent» 
gegengefe^te  jwei  SSJial  eintreffe,  u.  f.  f. 

67.  @oH  bas  in  Dvebe  ße^enbe  ©reigniß  in  a SSerßt? ' 
dben  roenigßens  (« — ß)ma{,  wo  natürli4>  /9  < « iß, 
cintreffen,  fo  fann  es  «mal,  (a  — l)mal,  («  — 2)mof,... 
(«  — ß+l)md,  (a  — /i)mal  eintreff^n,  unb  bie  5ßal>r« 
fdjeindcbfeit,  baß  ein  §all  bon  biefen  ßaft  ßnbe,  iß,  nacj> 
(8.)  unb  bem  93or^ergel;enben 
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%ö  aßa^rf(t)einUc^fcitörcc^jtun3. 

= p“+YP*-‘p'  + ^^— P“-^P'=  + ••• 

j. “jn£± *)„«-)*  .ß  ' 

1.2.3.../S  ■ ^ ^ 

= H‘  + ff  + ^-(7)> 

, a(a  — i)..(a—ß+l)  .J^\ß 

•••'■^  1.2.;J...;S  Cp/ 

(»— /?+l)(g— /9)  / ^' 

1.2  Vp+pV 

, (<* — 1)(a  — 2),..(tt — ß)/  p'  \ß  ' 

1.2.3.../S  vp+py 

(f.  Umformung  feer  SKei^ien  19.)  ober,  ba  p + p'  = 1 
= p-oji + 

. . . ... 

1 ,2.3  . ^ 

, (g_l)(„_2)  ...{a-ß)  ß 

1,2,3. ../S  P 

unb,  wenn  man  « — ß=y^t^t,  obige  ^^robaSilitdf 

-pyjl  + i(l_p) 

+ ^-^^(1-PP 

'S« 

(g-l)(„_2)....y  ■ 

^ 1.2.3...(a  — y) 

wobur(^>  ütfo  bie  SBa^rfdbcinllcbfeif  auogebrüeft  wirb,  ba0 
bag  Sreigniß,  beffen  2ßa{)rfcbein(i(l)feit  p i|t,  in  « S5ers 
fiKj^en  w c n i g (1  e n 0 ymoX  eintreffe.  S)ie  2ßa§rf4)cin(id)= 
feit  mit  einem  9Bürfe(  in  4 SEBiirfen  wenigjlenö  jwei  2CRo( 
6 ju  werfen,  i(l 

= U)’- ji  + 4-l  + ^.(4)*j  =■/*.  >i.  <-^* 

68.  ©off  man  bie  5hija^(  bon  Qßerfudben  ftnben,  wefebe 
nöf^ig  iff,  bamit  bie  253abrf(^einlid;feit,.  ba^  ein  Creigni^, 
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bfj]Vn  ^roba^Kifäf  = p iff,  wcnigfl^ng  yml  einfrifff, 


w wirb;  fo  mup  man  au«  bec  ©leid^ung 
p“  +'  yp“-'p'  + ^^^’p“-’p'=  + ... 

, o>(o  — l)...(y  + t1 

- • + PJ” P'“-’' 


= pyjt+|(l_p)  +(l+^(i_p),  1 

•••  +1.2.3. röTTlT) (^-P)“-’'  I 

wop,  p',  Y,  w befannt  jtnb , «befiimmcn. 


5ur  p)irb  bi«fe  ©tei^ung 


o-a 


P'=  + 


’■■  + 1.2.3..(«— 1)*^^ 

= pji+(t-p)+(i-p)’  + (i-pP4-.-.+(i-p)“-‘f 

“ P • ^ \ —V—  i~  ~ ^ — (1  — p)“  ( ®eora.  sRei^e.  4.)  . 
?Kfo  - ' 

, (*  — p)'*=l  — w, 

woraug  buc4>  Logarithmen 

lop(  1 


,'a-t 


unb/  wenn  man 


, 

log  C I — p ) ’ 


. V . U 

1 — W = — 1 — P = — 
V U 


logv  — lopv'  log  v'  — logv 

logu  ' — logu'  logu'  — logu 

©en  j.  SB.  btc  3In5aht  ber  SBurfe  mit  jwci  S358urfettt  ju  6e= 
ftimmcn,  bet  meldber  eß  eben  fo  wahrfdieinltdb  i|?,  jmel 
©e^fen  ju  werfen,  alß  ni^lt  j fo  tjl  w=r4^,  1 — w =^, 

v = l,  v'  = 2;  p = 3V<  1 — P = 4ie  “^35, 

u'  = 36;  alfß 


jpg  ^ 


— , = 24,6  . 


**  log  36  — log  35 

9Birft  man  aifo  nur  24  20?a(,  fo  ifi  eß  wahrfcbeinlidber, 
nicht  jwel  ©edbfen  ju  werfen;  wirft  man  aber  25  3)ial, 
fo  i(i  eß  wahrf(heinU(htt  }wei  ©edbfen  }u  werfen,  ^(ß  nl4)t. 
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69.  SBill  mau  beflimmen,  mit  oft  bei  a Sßerfudbcu 
bat  (Ereignis , beffen  2CBa^rfcbeinlid)fcit  = p,  unb  bcffeu 
enfgegengcfeijte  ?IBa^rf(t»einli(bfeif  = p'  i|i^  am  »a^rs 
fi^einU(b|len  cintrijft  j fo  mu0  man  offenbac  (66.)  in  bec 
^ntwicfeiung  »on  (p  + p')“  ba«  gröpfe  ©lieb  oueimitteln, 
SDag  (k  -p  l)te  ©lieb  fei; 

[■^p.-.pL  = ,. 

S)aef  nSdbll  »or^erge^enbe  unb  nacbjifolgenbe  ©lieb  ftnb} 

[k^i]  ='t . [4i] = t' , 

unb  man  micb  fidb  (eicbt  überzeugen,  ba0 

_ k p , a — kl-.—  p 

*-  ^’o^— k+l*l — P*  * *'k+l*  p 

föefra(bfen  mir  nun  juerfl  bcn  cinfacbficn  §oQ,  wo 
p = l — P = ^iP;  foifl 


't  = t,- 


, t'  = t , 


« — k 


'o-k>l'  " “ *^k+l  ’ 

5Die  einzelnen  ©lieber  ber  Siei^e  fepen  A,  B,  C,  D,  E, , . . j 
fo  ijl  hiernach 


A = l,B  = A.y,  C=B.2-^,  D=3C. 


1—2' 


, t' 


t.; 


'k  + 1’ 

merau«  fogleidb  er^eHer,  baß  biefe  ©lieber  fo  lange  juneb^ 
men,  fo  lange« — h>k-+-l,  k<^(« — 1)  i(l.  3|i 
« eine  gerobe  =2/3;  fo  nian  atfo  k < 
^(2/3  — 1),  < /3 — Solglicb  nehmen  bie©Iieber  zu,  biö 
k=/3 — 1,  k 4-  l::=:/3,b.  i.  bio  Z‘Jn^  (/3+l)fen  ©liebe, 
melcbeö  = t',  ba  t bao  (k  4- l)fe  = /3re,  otfo  t'  baes 
(k4-2)(e=:(/3  + l)fe@tiebi|l,  S)iefolgenbcn  ©lieber  finb 

f'  - t'  - t'  -L. 

~ • ^ + 1 “ /s  + i ’ 

2/i-(/8  + l)  _ ß-i 
~~  ■ ß + 2 ' ß + 2* 

2/J-C/»  + 2)  ß-2 

* - * • ß~n  ’ ‘ -ß^6  ' 

t*«rt«*«*** 

unb  ncl)men  fotgti^)  offenbar  fortmäl^renb  ob.  3>ag  ©lieb 
t'  i(l  alfo  in  biefem  gafle  bo6  gtbßre.  2)a  ble  ©ntroicfe» 
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tung  »on  Cp  + bcfann^K(^>  2/9  + 1 = /?  + V+ß: 
©iiebec  ^af;  fo  i|l  t'  in  blefcr  £ntwicfe(ung  bas 
©tieb 


•(i)“ 


©ö  ijT  citfo  am  wa^rfd|)cinticb|!en,  ba§  bag  ©reigni^ , beffett 
2Babrf4)«inlidbf«it  i «|t/  in  « 23erfudben  2/9 — ß h=  ß 
= -i-amQtctntnff,  unb  bie  SBa^rfdbeinli^fetf,  bagbies 
i»irfli(^  gefc|)ci;e  / wipb  t>urc(/  obigm  2lugbrucf  bargefteflf. 

« eine  ungerabc  3a^t,  = 2/9  + 1 ; fo  l^af  man 
nadb  bem  Obigen  k <^(2/9  + 1 — 1),  </9,  fo  ta^ 
olfo  bi?  ©lieber  juneljmcn  big  k = /9 — 1,  k + 1=/9, 
oljb  wiebec  big  t',  ®ie  folgenben  ©lieber  finb 

/S-H  iS  + l ’ 

2,8+1  -(/?  + !)  _ „ ß 

‘ /S  -f  2 ' « 4.  ■>  ' ' 


^ + 2 


2/9  + 1 — (/S  + 2)  ß-i 

‘ • '^"+3  ^-*'/9Tä» 


unb  neCimen  folglich)  »on  t"  an/  t»el4)eg  = t'  i|!,  ab.  ®le 
größte  2Bal)rf^einlicbfeit  if!  alfo  entweber  t'  ober  t".  S)a 
nun  t'  bag  C/9  + 1 )tt,  t"  bag  (/9  + 2)re  ©lieb  ifl,  fo  ifl 
bie  2Ba^irf4)einli(i)feit  am  größten;  bap  bag  ©reigni0  ents 
mebet  2/9  + 1— /9  = /9  + l,  ober  2/9  + 1 —(/9  + 1) 
;;=  /9mat  einfrift,  5Die  SBa^rfd^einli^feif  felbji  ijl 


®a  (p  + p')=/’+i  befannrli(62/9  + 2=:/9  + l + l+/9 
©lieber,  ^at;  fo  ifl  obige  2Ba^rf4>einlidbfeif  ebenfaßg  bag 
mimlfle  ©lieb,  wobei  jebodb  ju  bemerfen,  bo0  ^iet  5wei 
SDiittclglieber  borfommen,  bie  aber  einanber  glei4>  0nb. 
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70.  3«  bem  gaße,  wo  « eine  gtrobe  34^/  “ 3/9, 
i(I,  (inb  nach  bem  ?Irf.  S3inomial » Soefftfienfen  (10.)  bie 
0ränjen  bec  ^i'obabilitat 

' 22/J  ir , 2/J  iß  yrj_  .2/J  , 

b,  t.  K — ■ - unb  K—  , 

I (a  + l)rt  l an 

tinb  biefe  ©rätijen  fommen  einanber  offenbar  beflo  nä^er, 
je  größer  a.  ift. 

gür  a = 2/9  + 1 tfi  ble  g)robabi(i(4f 

= [^]<«'=f^7- [?]•<*>■• 

gotgtidb  bie  ©canjen  berfetben : 

■'  (2/9  + 1)«  ’ ^+'1  ^'7  2/9«  • 

2/9  + 1 Y L . M±1  Y—  ■ • 

/9+1  7 (2/9+l)«'^’  /94-1  7 2/9«’^  ’ 
ob«  ■ **—  «nb  ^ — ^r*  • 

a+lj  an  o + lf  (o — 1)« 

f 

V 71.  2Inbere  9T:ä^rungßau6brücfe  ermatt  man  auf  foO 
genbe  2Irf.  OiacO  %i)l  IV.  ©,  663.  i|l 

logn  1 + logn  2 + logn  3 -[■  log“  3 + log“ 4 -J-  • • • + log“* 

= 4logn2«^+(x  + 4)lognx-x+^  ^ + --- 
= logn  (1.2.3.4....X) 

,1  * 4. 

1 '>V  3fiOvJ  t“  • • ' 

= + logn  2«  + (x+4)lognx  + logne 

wenn  e,  wie  gewö^nli(6  bie  ©afto  ber  nafurltdben  2oga= 
riti)men  bejeicfencf.  gur  bie  25ernouflifcben  ^a^ten  muffen 
0.  a.  O.  i^re  SGßert^e  gefegt  we'rben  (“^i)!.  I.  0.  254.), 
2llfo 

_ , 1__  J , 

1.2.3,.X=  rr«.x’'+^e  360x*+;- 

1 1 


= K5 


V * 


2ji  • 


gl2x  360x3 

Jpat  man  nun  im  2lflgemeinen  bao  ^robuct 


«(«-!).. .(0-/9  + 1)  = 


t.2.3....« 
1.2.3...  C«—/9) 
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fo  <rl^ä(t  man'miffctfl  ber  gcfunbenen 

o(a  — 1) (o— /S+1) 

+ ... 


= K5^.: 


e“ 


3ÜO«» 

1 


: r;^; . (“-ß)“  («-/)  “ 3Gü,«-yS) 


“+T 


.{a—ßf~ß+i 


• e 


- . e 

-1- 

12  la 


I 


5oIgli(^?  bcr  23iiiomia(=(Tocffidfnt 


r^i- 


-ß) 


:r2;r 


2ß  360/S^ 


.“+i 


- -1-  _ l!  _ 

,121  o a — ß • • ’ . 


T'Zn  .{a  — ßf  ^+5- 

ein  (Hd^rungeiaugbrucf  fik  feben  93lnomta(=eoefiicienfen, 
welchen  man,  wenn  bie  ^Injaljl  bcr  Sacforen  fchr  gro0  ift, 
mit  Sßortheil  gebraudhen  wirb,  gär  a z—  Qß  wirb 

p/?1  _ (2/9)^^+^ 

L^J  . ß^+^ . ßß+i ' ’ 


■ ß^ 

2^^+^  rh' 


„2/9  -s.-.. 


; .e 


8/S 


rTn.ß- 
gär  a :=  2/9  + 1 wirb 

{1ß■\-^'?■ß'^  t2|2/S4-i~/9+l 


9Rährung«5auc!brä(fe*  fär  bie  obige  ^robabilifSf  lojfen  fich 
hieraus  nun  (eicht  conflruiren. 

72.  @<ht>t  nutt  ju  bem  allgemcinern  gaßc  äbcr, 
wenn  bie  Sßahrfcbeinlichfcit  nicht  =fift;  fo  i|^/^ 
baS  grofte  ©lieb  in  ber  ©ntwicfelung  »on  ( p H-  p')“  ba« 
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(k  + l)fei|f;  unb;=:  t gefc^f,  öbngenö  ganj  bie  »orige 
Seiei4>nung  beibe^alten  wirb,  wie  »or^cr  (69.): 

Soigiidb  ijl,  ba  nadb  bcr  25ebingung  ber  Slwfgabe  t> 't, 
t p>  t'  fe^n  mup , 

worauf  man  teidbt  ftnbet: 

k<(a+l)(l  — P).  k>«(l  — p)  — p; 

k<o(l— p)  — p + I,k  >o(i_p)_p, 

fo  bo^  otfo  k bic  gr6pfe  ina(l  — p) — p + 1 enf^aifene 
ganje  ^a^i,  ober  bie  ganje  ifl,  weiche  junacbfl 
> «(1 — p) — p if?.  5Die  »or  bem  t »or^erge^epben* 
unb  ouf  t foigenben  ©lieber  finb 

't=  t.  ^ P 


a — k + 1 ■ i — p ’ 
k — 1 p 

a — k + 2’l  — p ’ 
k — 2 ^ 

a — k+  3'l  — p ' 

IC.  IC. 

...  a — kl  — p 

unb  t =t 


't . 


"t  = "t. 


t"  = V . 
t'"  = t". 


I — k — 1 1 — p 


k + 2 ‘ p 

o — k — 2 1 — p 
k + 3 p 

IC. 


®a  nun  k nach  bem  Obigen  fo  bejiimmf  worben  i(T,  baf 
't  < t,  t'  < t i(!;  fo  fttib 

k p a — kl  — p _ 

^ (t  — k-|-l'l — p’  k.f-1'  p ’ 

folglich  um  fo  me^r 

k — 1 p k — 2 p k — p 


B — k + 2*l — p'  o — k + 3'1  — p’  a — k + 4’l  — p’  ”" 

, a — k — 1 1— p a — k — 2 1 — p g — k — .3  1 — p 
k+2  ' p ’ k+3  ‘ p ’ k+4  ■ p 

edbfeSru^e,  unb  bemnac^  t,  't,  "t,  '"t,  ....;  t,  t', 
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t",  t"%  ....  jttjci oBnel^menbe Dici^en,  ajfo  t&oögrö^le 
©Heb  in  bet  (Entroicfefung  »on  (p  + p')“* 

73.  ©e^f  man,  ba  k btc  ganje  3#  fft/  we{<!^e  ju* 
na4>fi  9t60er  ales  «(1 — p)— p i(!, 

k = o(l_p)  _ p + ^ , 

WO  J einen  ed^fen  ©rudS>  BejcIcBnef ; fo  erl^äft  mon  (ei^jf 


p a — k+J 


1 — p k — J + 

3«  gr60et  k «nb  « — k finb, 
<)'<!/ 


1 ■ 

bej?o  genauer  ijl,  ba 


®a  nun  a — k unb  k bie  ©^•poneneen  Pon  p unb  p'  = 
1— p in  bemburdB  t be5eidbnefen  ©liebe  finb  (69.);  fo 
er^encf  auo  bem  Söot^erge^ehben  unb  au«  (66.)  leic^f, 
, baß  bet  einet  fc^t  großen  Slnja^l  »on  QSerfucben  jur 
»orbringung  eines  ©reignijfes  ober  feines  enfgegengefe^fen 
bie  wa^rfi^jeinticßße  ?8erbinbung  biefet  ©reignijfe  bie  iß, 
in  wcldber  jebes  berfelben  feiner  ^Jrobabilifäf  proportional 
Wieberl)olf  »orfommt. 


74.  S)as  Ife  ©lieb  nadb  ober  »or  bem  größten,  b.  1^. 
bas  ( k + 1 + 1 )fe  ober  ( k + 1 + 1 )te  ©lieb,  wenn  man 
1 gehörig  poßti»  unb  negati»  nimmt,  ifi 


~ 1.2.3...Ck'  — 1).  1.2.3...  (k  + l)^‘‘  — P)*“*»  , 

für  k + k'  s=  «. 

©ine  Sßa^rungsformel  äur  25ereß)nuhg  biefes  ©liebe« 
erfialt  man  auf  folgbbe  '^rt.  9la^  (71.)  iß,  wenn 
man  ß^  bie  ^otenj  »on  e mit  bem  jufammengefe^ten  ©p* 
ponenten  entwicfelt  benft: 


i.2.3...«=a“+^.e  “.  r^T».  ji  + jL  I ^ 

1 a'  - 1 _ * l 

1.2.3..(k'  — 1)  ^ 12(k'  — 1)  -j  * 


t 1 ]c^i  äIc+1 

r~:3-(k+r)=<‘+.')  "T: 


“.I, ! i 

a;;  f I2tk  + 1;  * 


974  SEBa^rfc^cinlic^fctförcc^nung. 

®cr  l^t;perbo((f4>e  £ogarj(l^mus!  von  (k' — 1)*-^'— i i(? 

= (l_k'  — I)  jlognk'  + logn^l  — j i 

+ i4  + w-P+KÖ’i^  + - 

9]immf  man  nun  1 im  55or^(iUni0  ju  k'  nur  fleirt  an,  fo 
taß  nur  erjl  1*  mit  k'  »ergUc^en  mer&en  fann;  fo  erhält 
man  nd^rungemeifc  hieraus 


logn(k'  — 1) 

2k: 


l-k'-+ 


(l-k'-|)lognk'  + l+^  ^ 


1 1®  P 

1 , ,1— k'— i , , ^ ;ik'  “ 2k'  ~ 6k'* 

= logn  k * + logn  e 


unb  folglid|> 


— 1 


(k'-l) 


1 — — 

2k'  l_k'--4  M , 1 l’l  . 


aIfoaud(>  (k  + 1)- 


-1— k— -j 


1 il 

, 2k_k-l-k-|, 


I ^ 2k  6k*  1 * 

ferner  ijl  nac(>  bem  Obigen  auß  ber  ©iei^^ung 

k = a(l  — p)  — p+J, 

mo  J < 1 i|i; 


a — k4"<^  k'  + ^ 

flt+1  0+1 


©e^f  man  nun  p : 
bet  0(ei(^ung 

erl^ait  man  (eidtXI 


k'  — 2 


j fo  i(!  z < 1.  S)enn  ouß 


k'  — z k'  + ^ 

a 0 + 1 

k'  — etS 


2 = 


a + 1 
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^ber  k + k'  = et;  olfo  k'  < « + 1,  unb  um  fo  mel^c 
k'— «(^<«+1,  acy  < k' 3(iaberc(5'>k', 
fo  ifl,  weil  J < 1 ift,  bod^)' «<?<«,  a<y  _ k'  < «, 
<a  + 1.  o^ne  0v«cfjt(t)f  auf  bao  ^«idben, 

immer  z < 1.  ferner  ijl  - 

^ , k' — z _ a — k'+z  _ k-f-t 

* — p X " ' ^ ^ ' ' ” — 

a o <z  ’ 

alfo  pfc'-> ( 1 — p )Wi  = 


M."i  (k  + k')lz/  _ k'Jt'-l.kkU  . alz  J 

■j  + kF  j ; — r + kPj  » 


k-k'-llkfll 


wenn  mon  immer  bie  z*  ene^orrenben©neben)erna(tj(afjig(. 
31uo  adern  Söorf^ergel^enben  er{>cUt  man  enbltdb 


1.2.3..(k'  — 1).  1.2.3..  (k^l)'P’‘’  ‘(1— 


Xe 


' ek'-l 
>:  1 

I 2ii 


12(k'-l) 


— 1- 


'X  e 


J1 

2k_k-l-k-^_ 


T.  ji  + _1  Jlj 

j ~ 2k  bk'*  I 


X 


rn^i  i2(kTT]| 

k'k'-l.kktl,  , I 

I ‘ kk'  i 


3)ag  ^robuct  ber  '»Jp  t>ftt  ^arenfl^efen  ijf,  wie 

man  leic(?f  finbet/ 

al* 

^ “likP 

Y^a  ,e 


y-7i . r 2kk' 

S)a6  ^robuef  ber  clngefi^iojfenen  ©röfien  ift,  wenn  man, 
mit  2 a p l a c e , bie  ©lieber  ^ • 12(1+0 
nact^iaffigf,  ' 
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— 1 T ok'  ep; 


ük' 

^ + kk'  ^ 


2k 

l(k-k') 

2kP“ 


' + ü + “’* 

“ fikJ  ~ 


kk' 


_ JL  4.  JL 

hk'.»  ■*■  fiki  * 


bk''*  • Gk' 

ebenfaß«  mit  Sßerno(btaffi3ung  ber  »ibrigcn  ©Uföcr.  ^Hlfo 

i.pk'-l,(l  — p;kH 


1.2.3. 


1.2.3<4k'— l).1.2.3..(k  + lj‘ 

— .fl! 

2kk' 


r*«- 

rn 


- .^^Ai  + 
•r2kk-  r ^ 


olz  l(k  — k') 
kk'  2kk' 


JL  4.  il 

bk'*  "*■  bk* 


ba«  Ite  ©lieb  nadb  bem  größten,  unb  fo(gti4>  ba«  Ire 
©lieb  »ot  bem  größten 

nl* 

r«  0 r all  l(k  — k'^  ■ >.  1*  V i 

r«  • rilkk^  *f  kkl  2kk'  bk  * bk’  j ‘ 

2l(fo  bie  0umme  biefec  beiben  ©lieber 

al’ 


'2r« 


r«  • rikk' 


2kk' 


SItfo  ifl  bie  Summe  oßer  ©lieber  in  ber  ©ntmicfelung  bon 
{p+(l — p)>“  jmifcben  bem  Iteit  »or  bem  geboten  unb 
bem  Iten  na(^  bem  größten,  wie  man  teiebt  überieugen 
wirb ^ gleichem  enbli^en3nt«9'^al 


^ 2r«  „ 

r"-r2kk'’ 


al’ 

■Jk? 


biefe«  jwifitien  ben  ©r5n jen  1 = o unb  1 = 1 

genommen,  wobei  jebo^  ju  bemerfen,  baß  in  biefer  ©umme 
ba«  größte  ©lieb  jwei  tSlal  enthalten  iß,  unb  bemnacb  eins 
mal  obgejogen  werben  muß* 

@e(jen  wir  nun  bie  ©röße  unter  bem  ^Jnfegraljeicben 
= y;  fo  iß,  ba  bi«c  bon  1=  1 iß 

C^a^lor«  Xe^rfa^.  23.  )j 


2Ilfo,  na^  Ibt-  IV.  ©.  647, 
w = 1,  X :r=l  fcßt:  ^ 

2y  =/yBl  — iy  + tV  ^ — 


- 1 

y . 

wenn  man  ba«  bortige 


( 
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®a  nun  oflgemeln 


dv 


= — ^rnnve' 


— nT* 


5».  me-"’’ 


= — 2mne~ 


+ 4mn*v''e' 


—MV’ 


U.  f.  f.  U.  f.  f. 

iff;  fo  cc|ellef,  wenn  man  n = nv  = fe^f , 

bo0  bfe  ®t|fercnfiorquoficnfen  ...  nur  fe^t  Hein 

fe^n  f6nnen , unb  man  aifo  bereif Igf  tjl, 

■^y=/y^i  — iy 

ju  fe^en,  baß  integral  non  1 = o biß  1 = 1 genommen. 
®ieß  giebf 

=/lja-ij+  r~^rm- 

S5ejei*nef  man  baß  gr60«e  ©Ueb  burci)  Y ; fo  erbaif  man 
ouß  bem  obigen  allgemeinen  ^ußbrucf  für  baß  Ife  ©lieb 
na4?  bem  gcopren^  inbem  man  1 = o feßf , / 

Y _ Ti 

r«*  Kakk'  ‘ 

©ieß  giebf 

^*oy  =/oy^i  — 4y  + Y . 

©ejeicbnen  wir  bie  ©umme  bec  ©lieber  jwifdben  bem  Ifen 
»or  unb  na(^  bem  größten  burdb  S;  fo  i|i  nadb  bem  Obigen 

8 = — Y;  aifo  S =/oy5l  — |y  . 

35ie  ©umme  beß  Ifen  ©liebeß  vor  unb  beß  Ifen  ©liebeß 
noch  bem  größten  ifi  nadb  bem  Obigen  = y.  ©emnadb, 
wenn  S'  bie  ©umme  ber  ©lieber  »om  Ifen  ©liebe  vor,-  biß 
jum  Ifen  ©liebe  na^  bem  größten  bejeidbnef, 
s'  =3  s + y =3/Vy3i  + iy  . 

©e^f  man  nun 

^=t; 


fo  erl^älf  man  leid()f 

TpJ 

V. 


r"2kk' 


e öt-^- 


r» 


— t» 


y^-Kakk' 
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fcas  j'.vifd^en  ben  ®rätijen  1 = o,  1=1,  b.  t. 

t = o,  tz=t,  genommen. 

2f]acb  bem  Obigen  i(t  V = «p  + z , k = « — k' 
= «(1  — p) — z,  worauß  ieid;t 

rSF  = o|^2p(i— p)  + ^(i  — P)  — ^ • 

?lud(>  erhält  mon  (eid;f 

Ic'+l  <rp  + ^ jr  ^ 

a ^ a ^ ^ 

^ + l + ± = ± + 

a ct  ay'a  a ^ 

Ö^adb  bem  erjlen  §aßc  ber  jufammengefe^fen  2Ba^rfc|)ein« 
licbfelt  (8.)  wirb  biird?  bie  gormel 


_2 

r^. 


:/• 


e t/t+- 


r« 


— t» 


r«.  rsr 

bie  SSol^rfcbeinncbfcit  oußgcbrucff,  bo0  baß  (?reignl^, 
bcjfen  einfache  SÖabrfdKinlichfeit  =r  p i|T,  in  a Sßerfiichen 
nicht  weniger  alß  (V  — ])mal,  unb  nid?t  öfter  ofß 
(k'-Fl)mal,  eintrifft;  ober  bie  2ßabrfd)einlid)feit,  ba^ 
bie  S)ifferenj  jwifdKn  bem  ?53er[)a(tni^  ber  2lnjat)i  ber^HJies 
ber^olungen  beß  Sreigniffeß,  beffen  SLÖai)efd;einlichfeit  =p 
ijl,  iu  ber  ganjen  UInjatji  ber  95erfiid)e,  unb  ber  2öa^r= 
fd;einlichfcit  p beß  Sreigniffeß , 5wifd;en  bcn  ©rönnen 

, t V 2lik'  , z 

~ afä~  "7 

entarten  i(T. 

75.  ©ß  i(i  nöt^ig,  ^ier  einige  S3emerfungcn  über  baß 
integral 


einjuflhotttn-  •(!  ottgeraein 

_ ® * Za  + \ f e~* 

J “ 2t2  *i  T~ J ~ 


12“  2t2*l  2 J ’ 

wobon  man  burdb  Differentiation  überjeugen  famt. 
Durch  fuccefime  '2Inwenbung  biefer  Formel  crbült  man 


/ 


— 

e fit  = — 


2t  2U» 


+ ... 


1 . 3 . 5 . . ( 2»  — 1 ) ^ 1 . 3..(2o+15  f 


2uti 


^2Ui3 
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< 

ober,  wenn  man  biefe  Diei^e  in>  Unenb(idt)e  forffe^f,  ' 

1.1-3  1.3.5^  ] 

e Pt—  2t  Vt’  an“  2H‘  ■^•■•{‘ 

gur  t = oo  nerfcbwinbef  biefe  Üiei^e.  5Ufo  i(l  iwifd^en 
ben  ©rätijen  t = T,  t = e»  : 

/’-t»..  1 ■ 1-3  1.3.5  I 

J ® 2T  r ^■1’'“  2“T‘  + •••  j 

* ■ X“  1 

= |l-l.q  + l-3.q’- 1.3.5.  C[“  + ...| 

für  ~ = q.  Söcrwanbetf  man  bie  eingefij^toffene  Otel^e 

m einen  Ü'ettcnbru(^  (iveefenbru4;|.  60.),  fo  wirb  5Wif4>en 
obigen  ©rünjen 

' r L_ 

J * 2T  ‘l+q 

• 1 "tüS— 

l + 3q  . - 

l-f4q 

1 + ...  . 

©nfwicfeif  man  e-i"“  in  eine  Dvei^e;  fo  erIjüU  man' 

1 ‘’j.  1 Ü 1 t’  . 

Je  ft_t  1-3+1. 2 '5  1.2.3’7  ‘ 

eine  für  t = o »erfi^winbenbe  Dvei^e.  5Ufo  i|l  jwifc^en 
ben  ©ran jcn  t = o , t = T : 

/— t“  ^ 1 T“,  1 T*  1 T’  . 

e i'3+  1.2-5  1.2.3’7+‘“' 

£Rod?  eine  Dvci^e  er^Mt  man  fo.  ©o  ijT  aUgemein 

r— 1’-2<»-  e~‘’t^“+^  , 2 1\2“+2  3^ 

, 7 ® ‘ = 2a  +T~  + 27+t7  t - (5t  , 

wovon  man  |t(^)  ebenfalls  (ei^f  bur(^  ©ifferentiafion  übe^^rs 
jeugen  wirb.  5Dur^  fucceffive  SInwcnbung  biefer  formet 
erhalt  man,  wenn  bie  Steife  in’o  Unenblict^e  fortgefe^f 
wirb, 

, 2t“  . (2t“  5“  , (2t“)>  . I 

je  c%-e  tjl  + — + + . . . I , 

fofgtid^ , jwifdfjen  ben  ©rünjen  t = o , t =:  T : 

ß(|(|  2 
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®ie  feeiben  (e^fen  Stetten  cotibergtren  imm«c;  boc^) 
fann  bte  eottöergenä  cr|l  fpat  anfangen.  aifo  T grof, 
fo  bebienf  man  jtcb  lieber  bes  obigen  iteffenbrnd(?g,  welcber 
aber  ben  ©ränjen  t = T,  t=  oo  entfpritbf.  Um  einett 
5Iugbriicf  für  bte  ©ranjen  t=  o,  t =T  burdb  einen 
5?etrenbru(b  5u  jtnben,  fuibe  man  juerft  ben  2Bert^  beö 
Integrals  äwifcben  ben  ©rünjen t = o,  t = <» . 2){es 
fen  finbef  man  fo : 

©0  i|l  allgemein  - 


X»  Sx 


X»-*  r 1 — X* 


n — 1 r x»-»^T 

" J ri=F=’ 


t»o»on  man  jidb  leid(jf  bur^  Differentiation  über  jettgf.  2(ffö 
bur4?  fuccef|t»e  5lm»enbung  biefer  gormel : 

■xflx 


f-r 


_ _ » 


• — x^  , 


ri-x* 

rüf?-  P*  + 1.3 

x*<1x  li  4 , 1.^  1 I 1.2.4|  ^ 

P=  = _ (i>.  + rrrjr. 

II.  f.  TO.  tl.  f.  TO* 

unb  ouf  ü^nlid^C’  ?lrt:  - 

/■Ä  = - 


:c. 


IC. 


Da  nun 


f)x 


rrr^ 


= Are  sin  X 


ijl;  fo  er^lt  man  iTOifdben  ben  ©rünjen  x = o,  x = 1 
^ierau«  leitbft 


y 

y 


1 . 2 . 4 . 6 . . . 2r 


XärHf5x  __ 

PT^  “ 1.3.5b  7... (2r  + l)  ’ 
x-'^x  __  1.3.5. .(2r  — l).?r 


2 . 4 . (i . . . 2r . 2 

5olgU(f)  jivifd;en  benfelben  ©rünjeu 

yx-ffix  {Ix  _ 1 71 

ri^v  rir?  ~ 2?+r-  2 
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©e^(  man  nnn  ' . 

X = e“^*  unb  q(2r+l)  ,=  1 ; ' 

fo  «rl^aU  man  l^ierauts  leicht  nad(>  einigen  einfadl^en  0(ec: 
i)uctionen  i 


^ e * t^t 

yr^^'Jn 

nJ  I 2a  I 


.-t=(i+q> 


— ~qt- 


t^t  n 

iT 


2q  ^ j 2q 

Slbet  öurdb  (Sntmicf elung  in  eine  0?ei^e : 

2q(tn^  . 

2q  ” 1.2  ■ 


unb  foigtid^) 


l-e-2qt" 

2q 


= t’ 


für  q = o.  5Ufo , wenn  man  in  obiger  ©(eid^)ung  q = o 

^ tf)t  Pe  ^ teil  n p — 1-~  . , 

y——J  ± ' 

jwif(ten  ben  ©rdnjen  x o , x — 1 , b.  i.  t = oo  , 
t = o.  S)a  nun  biefee  befiimi^fe  ^Jnd^gral  bcfonnrii(^ 
bie  ©uinme  aßer  SBcrt^e  non  ouebrürff,  wetdbe  man 
ermatt,  wenn  man  bem  t aöe  SDBcrtbe  non  t = «>  biö 
t=  o beilegt;  fo  ijt/  weit  afle  biefe  3Bertl^e  von  e— ** 
ojfenbor  pofttiv  jtnb^  bao  obere  ^ticb««  iu  nehmen;  unb 

' = 4ir-a 

ju  fe^en.  ©tS  ifl  aber  augenfi^einlldb 

■ , 

5I(fo  na^  bem  Obigen 

1 ■ 1-3-5  , } 

0 ® dt-.^Yn  +23T+  2^T‘  ’r*'  | 


2T 

T 


2T  • 1 + q 


1 + 2q 

1 + 3q 


1 +4q 


für  q — oq.j  ♦ 


1 + .., 
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(Sine  ‘Jofel  ber  ?£Berf^e  bieffö  ^neegrol«  unb  feiner  2oj 
gartt^men  ^at  r a hi  p in  feiner  Analyse  des  re'fractions 
astronomiques,  Leips.  1798,  p.  193 —210.  geliefert. 

76.  2l(fo  bie  'Probabilifät  in  (74.),  wenn  man  bie 
©rinje  non  t ==  T |c^t, 

VT  • 1+3 / 

1 + 2J I . 

l + 3q  \ 

- ' 1+...  I 

r»  — 

• 4-  — — ==.  e 

. ■ r^.r^kk' 

•«.T* 

_ - e ^ 1 

+ q 

l + 2j 

1 + 3q 

1 + . . . 


/^2a7i  jp(l_p)  + A(i_Op)  _ 

WO  q = V = «p  + z,  z = k'  — «p  i(f. 

- £50t  mon  T wa(^)fen,  fo  i|l  flar,  baß  fowo^l  e— t’, 

g— 1 

olöaud^— .p—  = — ^ fe^r  f^ineff  abne^men,  unb  obige 

Te 

^robabilitdf  ßd;  alfo  immer  mel^r  unb  me^r  ber  ©inl)eif, 
b.  i.  ber  ©ewißbfit^  ndbert,  unb  baß,  wenn  T = oo, 
bie  2Ba^rf(beinIi(^feif  felbß  jur  ©ewiß^eit  werben  muß. 
ö^immt  man  bie  ©rdnjen 

^ ^K2kk'  z 

ay  a a 

olß  unnerdnberlid)  an;  fo  errettet,  baß,  wenn  a wdcbß, 
audb  t ober  T wad)fen  muß,  ®araug  ecgiebf  ßc^  folgen^ 
ber  merfwürbige  unb  wichtige  @a^: 

®ie  2Inja^  ber  QSerfu^e  fann  immer  fo  fel^r  nerniela 
fdltigt  werben,  baß  bie  2Ba^rfd;ein(i^feit,  baß  ber  Un= 
terfdßeb  jwifcben  bem  Sßcrl^dltniß  ber  Qlnja^l  ber  2ßieber» 
Rötungen  eines  ©reigniffeß,  beffen  SBa^rfcbeinlicbfeit  =rp 
iß,  ju  bet  ^Inja^t  aHer  95erfu<|?e,  unb  bet  SBafirfcbein: 
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fidjfctf  p fckfce  Crcigm’ffeef,  gegebene  ©ränjcn  m'dbf  ubers 
fd)rettef,  ber  ©ewi^b^it  beliebig  no^e  gebrad?f  wirb(S0erg(. 
74.).  2Bir  finb  bei  bcm  Setncifc  biefes  wicbfigen,  jner(l 
»on  3®fob  Sernoutli  gefunbenen,  ^beoremes  t)or* 
jugtid?  ber  ®cu-|?t(Iung  »on  i'aptace  gefclgf.  2Iud> 
SKoinre  mit  bicfcm  ©egcnj!anbe  befcbäftigt. 

Söerecbnung  t)cr  tDabrfcbftnltcbf^cn  DJcful< 
täte  öu^  gegebenen  SSeobaebtungen.  Wle^ 
tbobe  Der  t’leinjlen  l^uabrate. 

77.  2Bic  beginnen  tiefen  roid)tigen  5lbfd;nift,  metd;ec 
bie  ©runblage  oder  'Jlnmenbtingen  ber  3BobrfdKinlicbfeit6* 
rcd)nung  ouf  bie  ©rfebeinungenberOlatur  entbAIf/  grb^erec 
2)eut(id;feif  »egen  mit  einem  55eifpiele.  Ser  ©egenflanb 
biefeg  21bfd;nittg  i|l  nad)  unferer  5lnfTd)f  nicht  fomobl  felbfl 
febon  eine  iJlnmenbung  ber  'Probcibilitdtenrecbnnng,  fon= 
bern  er  liefert  »ieimebr  eine  '$[)eorie  ber  »id)tigffen'iln»en= 
bangen  berfelben,  anb  barfte  bofier,  a(g  anbebingt  jW 
fflb|l  gebörenb,  biff  «idjt  festen, 
goigenbe;  nag  SSobnenbergerg  5Ij?ronomle. 
hingen.  1811.  0.  450.  entiebnte/  Tabelle  entbcUt  eine 
Ueberficbt  ber  unter  werfebiebenen  geograpbifd}en  33reiten 
beobachteten  i^dngen  beg  ©eragefimalfecanben  = ^enbelg. 
Sie  i'ange  beg  ©epgejimaifecunben  ^'Penbelg  ja  ?)arig/ 
nad)  Sorbag  23e|iimmang  pi:  440,559  par.  £inien/  tjl 
in  berfelben  alg  ©inbeit  angenommen. 


Sfo6adt)tf r.  I Ort.  | SSrcitc.  [yfnbtUinfle. 


Souquec. 

^eiu. 

0'.  0' 

0,99669. 

0,99689 

— 

^üitobcKo. 

9.  34 

fe  ®fnti(. 

t^cnbictjctp. 

11.  56 

0,99710 

Campbell. 

Samaita. 

18.  0 

0,99745 

SBoutjuec. 

Älcin  ®oapa. 

18.  27 

0,99728 

fia  Caille. 

Cap. 

gonnentera. 

33.  55 
38.  40 

0,99877 

0,99908 

0,<)9950 

©arquicr. 

JEouloufe, 

43.  36 

Sie^gantg. 

SBien. 

48.  13 

0,99987 

aSouquer. 

5)an«, 

48.  .50 

1,(X)000 

p.  3ad). 

®ott)a.  I 

50.  56 

1,0(XX>6 

©vabam. 

Sonbon. 

51.  31 

1,00018 

@rifd)oro. 

■amieberq. 

58.  15 

1,0(X)74 

1,00101 

®vallot. 

^cteveburij'. 

59.  56 

^aupertuis. 

speUo. 

66.  48 

1,001.37 

1,00148 

SKaUet. 

^onoi. 

67.  5 
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®<r  P«54>(i9jle  35Urf  auf  biefe  ^abeffc  jelgf,  bo0  bi« 
^enbellängen  »om  2lequator  na4)  ben  ^^otfu  ^(in  warfen. 
6iut  bie  ^enbf Hängen  »on  3antaifa  unb  Älejn  ©oan« 
ttia4>fn  l^jernon  eine  ?lueino^ine.  S)ie  ^öreiten  finb  aber  , 
l^ler  ouHj  fo  wenig  »on  einanbet  »erf(^ieben , ba§  biefe  1äb= 
weidbung  »om  ©efe^e  offenbar  ^ols«  SBeoba^jtungOs 
fef)ier  iß,  ba  ber  »on  bem  5Örei(enunferfd)iebe  berrubrenbe 
Unferfi^ieb  ber  ^enbellängen  fieiner  fein  fann  al0  bet 
öeobocbfungofebter.  SSergtcicbf  man  aber  genauer  bie 
^una^men  bet  ^enbeKängen  mit  ben  Söreifen , fo  bemerft 
man  febt  batb,  baf  erflere,  »om  'Jlequofor  ongeredbneO 
fei)r  na^e  ben  üuabraten  bet  ©inuo  ber  Steifen  propor* 
fionai  jinb , welcbe«  ©efe^  toir  biet  rtur  alo  ein  Diej\i(faf 
aub  ben  Seobadbfungen  anfe^en  wollen , ba  wit  uns  na» 
türlicb  auf  bie  Sefiätigung  , welche  es  burcb  bie,  ^b**^*^** 
bet  'iJlttraction  eUiptifcbet  ©p^äroibe  in  ber  5Jie(^>anif  ets 
]f)ätt/  in  biefem  SSJerfe  nidbt  einiaffen  fönnen.  Sejei^= 
neu  wit  alfo  im  Sldgemeinen  bie  ber  Steife  L enffpre* 
dbenbe  ^enbetlänge  burcb  1,  fo  wirb  bas  bemerffe  ©efe^ 
offenbar  . but4>  folgenbe  gormet  batgefleßf ; 

I = A + B sinL’  . 

A unb  B finb  jwei  conjianfe  ©rbf en.  §ör  L = o er'^dlf 
man  A = 1,  urib  für  L =:  90  ° ergiebf  jtd;  (ei^f  B = 1 — A, 
fo  ba0  alfo  A bie  ^^enbelfänge  unter  bem  ^(equafor,  B bet 
Unferfd^ieb  jwifcben  ber  ^enbellänge  unter  bem  ^ot  unb 
ber  ^enbeilange  unter  bem  '2lequofor  i(T.  ®a^  obige 
©tei(^ung  aud>  für  bas  ®ecimalfecunben  = ^enbel  ri(^= 
tig  bieibf,  folgt  leidet  aus  ber  befannten  med)anif4>en 
Sormel 


f -ig 

. wo  t bie  ©dbwingungsjeif  bejeicbnef.  3f^  ^ ©cpas 
gejimalfecunbe,  eine  ©ccimalfecunbc,  bie£änge  bes 
2)ecimalfecunben  ^ ^^enbels,  unb  = at  ;=:=  0,324.t 
(Sofinenberger.  a.  a.  0.  ©.  212.);  fo  ifl  ' 

olfo  offenbar  anä) 

A,  =:  a®A,  B,  = o’B  . 


\ 
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üluö  obiger  0(cld|)unö  ergiebt  ftd^  ober  burd^  3K«Wpnca= 
flon  mit  fogleidb:  , 

a-1  — a?A  r|-  a^B  sinL^  ^ 

b.  i.  1 j = Aj  + Bj  sinL* , fo  baf  aifo  ble  ©feld^jung 

1 = A + B sittL^ 

aud()  für  baö  ©ecimalfecunben  * ^enbet  gilt.  SHeuere 
S3eobfl^tungcn  ber  2üngc  beg  S^ecimalfccunbens^enbcts, 
meldbemirim  golgcnbeti  gebrauchen  werben/  cnthülf  foU  ' 
genbe '?afcl  ( B io  t Astronomie.  Paris.  J.810.  T,  III. 
Add.  p.  164.);  ' 


aSeobad^ter. 

Ort, 

aSreite. 

g)  enbellfing« 
in  iOtetern. 

2Crü()o,  äSiot. 

gormentfra. 

38».39'.46" 

0,7412517 

SXatljieu,  8?iot. 

gigeac. 

44.  36.  45 

' 0,7416243 

TOat^ieu,  SSiot. 

aSorbeaur. 

44.  50.  25 

0,7416151 

SKat^ieu,  S3iot. 

SIcrmont. 

46.  48.  4 

0,7417157 

IBoucarb/  SDlat^icu,  SSiot. 

^oriä. 

48.  50.  15 

0,7419262 

9Kqt^ieu,  SSiot. 

®unlert)uc. 

51.  2.  8 

0,7420865 

©oß  ble  formet 

‘ ' 1 = A + B sinL> 

praftifd?  brauchbar  fepn , fo  fommt  ees  »ociögddb  auf  ble 
genaue  Sejllmmung  bet  ©onfianten  A/  B an.  Ü)?an  über= 
jeugf  ftdh  teid)f ; baf  baju  iwei  beobachtete  ^enbcltängen 
✓ nümlldh  1'  irgenb  eine  anbere  ^^enbellange/ 

I ^ h'  ble  entfprechenbe  Streite/  fo  hat  man 

1 = A + BsinL»  , 1'  = A + B»in  L'^  ; 

1 — r =BlsinL>  — linL'M 
= Bl  sinL  + sin  V j j sin h — sin  L'  { 

= Bsin(L  + L')  siu(L  — L')  ; ■ / s.  ^ 

1-  r 

sin  ( Li  + L' ) sin  ( l.  — L' ) ’ 

A = 1 — BsinL’  =1'  — BsinL'»  ; 

woraug  fteb  A , B beflimmen  lajfen.  ©ebraudhf  man  ju 
biefer  S3e(iimmung  ble  ^enbellüngen  non  2>unfir4)en  nnb 
gormenteto  auö  obiger  ^afei,  fo  ftnbet  man 

A = om,  7397310,  0 = 0»-,  003SOG22  ; 

folglich  überhaupt  bic  5>enbellünge  unter  ber  25reite  L = 
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1 = o»,  7397310  + 0“.  00389f>2.iinLJ  , 

immer  ins  SSejug  auf  öaes  35ecimalfecunben=<pent)ei.  SSJIc 
man  ^ierau«  bic  Formel  für  baß  @ecunben  = ^enbei  nacf) 
ber  geroo^nlic^cn  giiteint^eUung  ftnbef,  '^erfie^t  man  auö 
bem  Obigen  iei^Jf. 

* 

?H3iTen  bie  ^enbeUangen  bon  ^Ofnientera  unb  Sun» 
firmen  »6lltg  genau  / fo  mürben  mittel|T  obiger  Üiedbnung 
aud?  bic  Sonjianten  A,  B mit  bölliger  ©enauigfcif  be* 
jlimmt  fepn.  ^ebeß  Dvefuttat  einer  23eobocbfung  ober  eines 
SOerfudps  i(i  ober  mit  Settern  be’^aftef,  fo  ba0  alfo  oucb 
bie  obigen  numerifd;eu  2ßerf^e  »on  A,  B nid;f  auf  bößige 
ÖvidbHgfeit  '2Infprucb  mad;en  fbnncu,  metc^eß  ficb  nod> 
beutlicber  jcigeu  mürbe,  menn  man  ju  ber  S3e(iimmung 
biefcr  ©rö^en  onbcre  23cobad)fungen  alß  bie  obigen.anmen* 
ben  mollte,  moburd?  man  nie  bicfelben  2ßerf()e  »on  A,  B, 
mie  eß  bocb  bei  nöHiger  ©enouigfcit  ber  2?eobad;fungen 
notbmenbig  ber  §aß  fepn  mü^te,  fonbern  bicimei)r  immer 
einigermaßen  non  cinanber  »erfeßiebene  aBerflje  biefer 
©roßen  erboiten  mürbe,  .^ierauß  emfpringf,  mie  man 
nun  lcid;f  fe^en  mirb,  baß  23ebürfniß,  im  25eßß  einer 
aßgeineinen  SJietbobe  5u  fei;n,  meldbe  in  oßin  ben  güöen, 
mo,  mie  in  bem  obigen  ^eifpiele,  ouß  gegebenen  Seobadb* 
tungen  mitteiß  einer  ebenfaßß  gegebenen  Dvelation  ober 
@leid)ung  gemiße  unbefannte  ©rbßen  beßimmt  merben' 
foHcn,  fogleid)  bie  OBert^e  berfelben  liefert,  meld)e  mit 
ber  größten  5ßo^rfd)einlid?feit  auf  9iid)tigfeit  Slnfprud) 
mod^en  fonnen.  9Bir  fe^en  hierbei  norouß,  baß  bic  '^Jlm 
ja^l  ber  gegebenen  ^coba^tungen  größer  fep , alß  bie  5lns 
ja^l  ber  ju  beßimmenben  ©rößen,  baß  alfo,  mie  man  ßd> 
ouß5ubrücfen  pßegf,  boß  Problem  me^r  alß  beßimmf  fep, 
ÖBare  bie  '3ln^ot)(  ber  Seobad)tungen  ber  ^inja^l  ber  unbe* 
fonnten  ©rößen  gleid),  ober  fleiner  olß  biefelbe,  fo  mare 
bie  ^lufgabe  im  erßen  gatte  eine  beßimmte,  im  lebten  eine 
«nbeßimmte.  ^n  ben  9fiaturmißenfd)aften  iß  eß  aber  ein 
.^auptgefe^,  burtß  Sßernielfaltigung  ber  S3eobad)fungen 
unb  93erfud)e  ßd)  ber  völligen  Dviebtigfeit  ber  auß  i^nen 
abgeleiteten Diefultate  möglid)ß  Ju  nähern,  unb  nur  ouf 
biefem  5ßege  iß  eine  fold>e  ^nnüberung  möglid).  SWon 
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fie^f  o(fo,  bo^  nur  bet  oben  fupponiree  suWfflg  i|T, 
roenn  bie  ous  ben,  Seobacbfungcn  obgeteiteten  Dtefuftafe 
ou^  nur  einiges  Jufrauen  nerbienen  foflen.  5Bir  neriaffen 
je^f  unfer  obiges  25eifpiel,  jebod;  in  bet  Slbficbf,  nad)l)et 
wieber  ju  bemfetben  jurucfjufe^cen,  unb  tvenben  uns  nun 
5u  bet  Sluffucbung  einet  ollgemeinen  S0?ef^obe  bet  23erecb= 
nung 'gegebener  löeobacbfungen/  welche  ben  oben  an  eine 
fo(4)e  SKef^obe  gemachten  5Infotberungen  entfpti^jf. 

78.  @epen  bo^er  überhaupt 

j Y Y'  Y''  Y'"  / 

j • • • * 

gunttionen  bet  unbefannfen  ©c60en  x,  y,  %,  v,  .... 
3)ie  §ln5af)(  jener  fei;  = n , bie  IJIniatjl  biefet  = m, 
wo  olfo  na<^  bet  fefeon  oben  gemachten  ^orausfeijung  inu 
met  n > m i|t.  35urdh  unmiffeibate  23eobad;tungen  fepen 
refpectine  bie  2öerthe 

A,  A',  A",  A'",  A'""  .... 

obiger  Functionen  gefunben.  S)ie  einjetnen 

S3eoba4)tungen  feijen  nai^  bet  Oveihe 

A ^ X = ^ , 

A'  — X'  = , 

A"  — X"  = , 

A'"  — X'" 


welche  alfo  ebenfalls  Functionen  non  x,  y,  z,  v, ...  finb. 

.?)ie  SBahrfcheinlichfeit;  baß  bet  F^h^^f 
l5eoba4)tung  in  bet  llj^t  J fei;,  iß  offenbar  eine  Fuuetion 
non  J,  unb  foH  bähet  überhaupt  bucch  <pJ  bejeidjnet  wer= 
ben.  @e^en  wir  nun  juerß  noraus,  baß  bie  ©eobadbtun» 
gen  aße  gleich  gut  ßnb,  unb  folglich  fein  @runb  norhan* 
ben  iß,  bie  eine  für  mehr  ober  weniger  genau  ju  halten  als 
eine  anbere , fo  tnirb  auch  bei  aßen  23eobad»tungen  bie 
SBahrfcheinlichfeit,  gleid»  große  Fehlte  Ju  begehen,  gleidh 
groß  fepn,  welches  uns  beredjtigt,  bei  aßen  obigen  25eobach= 
tungen  nach  bet  Dveihe  bie  S83ahrfcheinli(hftiten,  bie  Ffhl«r 
J',  J” , z/'",  J"" , . . . JU  begehen,  burß)  boffelbc 
Functionsjeichen  ju  bejeißjnen.  (Es  ßnb  alfo 

I , 


Digitized  by  Google 


988 


SSBa^rfc^iinlic^feitörcc^nung. 

bie  SBa^rf^dnUcbfeife«/  Bel  ben  obigen  elnjelncn  ^eobad^M 
Jungen  nach  ber  9vel()e  blc  §eb(ec 

' j,  ^'r, ...., 

5U  begeben. 

Solglldb  l|t  ble  SBabrfcbelnlldbfelJ / bo§  ble  Rebler  ollec 
einzelnen  SScobodbfungen  refpectlöe  J,  J',  J" , J"', 
J"" f ...  finb,  b.  b-  ble  SBabrfcbelnll^jfelf,  ba^  attc  blefe 
gebier  bei  ben  elnjelnen  S3eobadbfungen  »Irflldb  begangen 
werben , wenn  wir  blefe  SHJobrfcbelntlcbfelt  burdb  W be* 
jeldbnen/  nach  (9.)  = 

Vf  = q>J.  <pJ’ . ipJ' . g>J’" . (p/T"  .... 

'SEBären ble  @rö0en  x;  y,  z,  ....  fo  befllmmJ,  ba0 
jwlfcben  ben  gunctionen 

XY*  V*'  v^f  Y*"' 

;A>A.jA  f ^ ^ • m • 

«nb  ben  burdb  unmittelbare  23eobadbfung  gefunbenen 
SBertben 

A,  A-,  A”,  A"',  A'"',  .... 

berfelben  ble  ©Ifferensen 

A',  ^1"',  A"',  .... 

wlrfll(^)  fiattfanben,  fo  würben  offenbar  x,  y,  z,  v,  .... 
rldbtlg  bejllmmt  fepn.  A)ie  Unmöglicbfelt  einer  foldben'  Se= 
fllmmung  liegt  aber,  weil  man  ja  ble  gebier  ber  ^eoba^s 
Jungen  felbfi  nldbt  fennt,  flar  t)or  ^ugen,  unb  eo  bleibt 
olfo  nlcbfö  anbereo  übrig , ales  ble  ©rößen  x,  y,  z,  v,  .... 
auf  eine  folcfee  SSJelfe  ju  bejlimmen,  baß  ble  SSabrf^eln* 
lldbfelt , obige  gebier  begangen  ju  haben,  b.  b*  baß 

Vf  — cp  J.  (pA . q>A' . tpA"  . <pA'"'  .... 

ein  SOlaplmum  wirb. 

gür  baö  SOlaplmum  Ijl  ober  befanntlldb,  wenn  ble  por* 
jlelien  S)ifferentlotquotlenten , wlegew6bnll(^,  burdß  ©ln? 
f4>lleßung  ln  ^rentbefen  bejeldbneJ  werben, 

© = (W)  = (?)  = (5-1= •■•=»• 

5lber  na^  einer  fcbr  befannten  Siegel  ber  ©Ifferentlalredb^ 
' nung , ble  ßcß  lel4>t  ou6  bem  ^Irtifel ; ©Ijferentlalformeln 
(4.)  ergiebj; 
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SBa^rfc^cinlic^i^cif^rcc^nun^» 

L - J_  /^<p^ 

y “ 9)^^  PX  y 

1 /^<p/'\ 

* ^ ^ y 

j_/^'\ 

^ 9>J'^  fix  ) 

1 /P<p^r\ 

+ 

§0(3114?/  wenn  mott 

' <fJ 

fe^f  / ju9(el4)  in  Sejug  ouf  bie  öBrigcn  parfleden  5Dijferctt» 
tialquoficnten  »on  W , wie  leidet  erljeÜen  wiri)  l 


^ tp* -f-  • . . • 

00 

1 q>  4~  • ‘ • 

. «• 

f.  f- 

u.  f.  f. 

wo  eg  nun  »or5U3(i4?  nuf  feie  55e|iimmun3  fccr  §orm  bec 
§uncfion  (p' , unb  fomit  au(^  bec  gunction  y onfommf/ 
woju  man  auf  folqenbe  SBeifc  gctansf. 

9la4?  einem  ((Inqfl  befannten  ©runbfa^e  ecl^aff  man/ 
wenn  eine  @r6ge  auo  niedrem  3 (ei 4?  9ueen  23coba4?* 
fungcn  ju  bej(immen  ijt/  ben  wa()rf4)einli4?j(en  2öerf^ 
bcrfclbctt/  inbem  man  bag  acit^mefif4?e  SÖiiteel  allec  fii^ 
üug  ben  ^eobacbtunqcn  ergebenbcn  5ßert^e  nimmt , woju 
bie  IJInna^me  beredbeigf  / ba0  offenbar  bie  bei  ben  S5coba(^= 
tuuqen  begangenen  genfer  batb  pofItiV/  halb  negativ  fepn 
werben/  fo  ba^  alfo  bicfc  §e^(er / wenn  man  na4?  bcm  obi* 
gen  ©runbfoiie  verfd(;rt/  f?4?  gcgenfcitig  auf^eben  ober 
compcnftren  werben.  SBolIte  man  annel^men/  ba0  bie  §el^» 
(er  immer  nur  mit  bemfelben  3ei4?en  bcf?aftet  wären  / fo 
würben  ficb  einige  25eoba4?ftmgen  offenbar  ju  weit  von  ber 
SBa^r^cif  entfernen/  unb  bie  ^eoba4?dungen  würben  a(fo 
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92Ba^rfcf)cinli(l^fdtöre(^nun9. 

t>en  Sflanien  gfei(i^  guter  Seobad[)fungen i»erbienen, 
wie  bocb  bei  ?lnwenbutig  beg  obigen  ^rincipg  immer  »or= 
fluggefeijf  werben  muß-  3“9^d(b  iß  f (or , baß  baß  Dvefu(= 
tot  auf  eine  beßo  größere  2Bai)rf(^einli4)feit  wirb  '3Infpru^ 
maci)en  fönnen,  je  größer  bic  3lnja^t  ber  jum  ©runbe  ge* 
legten  23eobad;tungen  iß,  fo  baß  a(fo  aud)  l)ier  wieber  Sßer* 
»ielfäitigung  ber  i^eobaeßfungen  al6  unbebingteß  Srfor* 
berniß  jur  ©rreid;nng  mögtid)ßer  ©enauigfeit  beroortritf. 
2Iuf  obigcß  <princip  gcßüljf,  gelangt  man  nun  auf  folgenbe 
5Beifc  jur  23eßimmung  ber  gönn  ber  gunction  (p'.  ©ep 
einmal  ' ' 

X = X ' = X"  = X"’  = X "•  = 

fo  iß  nad)  obigem  ©runbfaije , wenn  wir  ben  wabrfd)«in* 
lidbßen  Slöerfl)  »on  x burd>  p bejcid?nen, 

p = 1 ( A + A'  + A"  -J-  A'"  + A""  Jf  ■ , 

ba  oben  bie  l^lnjafd  ber  In  ber  9^arentbefe  eingefdjloffenen 
©rößen  = n gefeJjt  worben  iß.  2l(fo  ßnb  bie  wabrfdjein* 
lid)ßen  üßertbe  bet  gebier  , J'"  f ....  nod> 

ber  3?eibe: 

A — p , A'  — p , A"  — p , A'"  — p , , . . . 

gi'tr  biefe  SBertbc  ber  gebier  muß  bemnadb  bie  9öabrfd)ein3 
liebfeit  W ein  93?apin um  werben,  unb  eß  milflfcn  folglich 
mid)  bie  oben  für  baß  5ßavimum  entwicfelten  25ebingungß= 
gleid)ungen  ßatt  ßnben,  wenn  man  für  bie  gel)ler  bie  obi* 
gen  wabrfdbeinlid;ßen  9Ber‘tbe  feijt.  5)ie  erße  biefer  ©leU 
jungen  wirb,  ba  wir  l)icr 

X = X'  = X"  = X'"  = X'"'  = . . . = X 

gefeijt 

(-?x— +...  = 0 ; 

olfo,  wenn  man  bifferentiirt: 

— qt* ^ — (p — - q /f'*  — ♦.«  = O , 

qj  + + q/  dJ'"  + . . , = o ; 

b.  I. 

9'(A-p)  4-  9>'(A'— p)  4-  9>'(  A"  — p)  4-  y'(A"'  — p)  4-  ...  = o . 

©c^cn  wir  nun  ferner 

A'  = A " = A'"  = A'"’  = . . . . = A — nB  ; 


\ 
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fo  i(l 

' A + A'  '+  A"  + A'"  + A""  + ... 

= A+  Ca  — 1)(A  — aB) 

= nA  — n(n  — 1)B  , 

P = -^(a  + A'  + A"  + A'"  + A'"'  + ...  ) 

= A — (n  — 1)B  . . 

5o^3^ic& 

A — p = A _ A + (11  — 1 )B  = (n— 1)B 

A'  — p = A—  nB  — A+(ii  — 1)!?=  — B 

A"  — p = A -‘iiB  — A + ( n — 1 ) B = — B 

A'"  — p = A — nB  — A+(n— 1)B  = — B 

U.  f.  f.  U.  f.  f. 

5I(fo  ttad;'t)cnt  Dbigett 

•p\n  — l)ß  + i;p'(  — B)4-y'(  — B)  + </!'(  — B)  + ...  ^ o , 

b.  i.,  ba  bie  bcr  @r6fcn  A',  A"  , A'" , li.  f,  f. 

= n — 1 iff: 

+ (n-l)^'(~B)  = o , 

V>'(1_„)(_B)  — (l-u)(p'(-B)  = o , 
V>'(l-n)(-B)  = (t-n)y'(  — B). 

Sofglicfc,  wenn  man  auf  beibjn  @cifen  mif(l  — n)(_B) 
biuibirt: 

v'n  — a) ( — n)  _ ip'(  — B) 

(l_n)(-B)  - (_B)  • 

3)iefe  Otelafion  gUt  offenbar  für  jebes  B,  unb  jebeö  ganje 
pofifiöe  n.  0e^‘en  wir  alfo  überf)anpf  — li  = 0,  fo 
lf)af  man  für  jebeo  ganje  pofitibe  n unb  jebeö  0: 

, — n)0  <p' O 

"( T—  n ■ “ "feT  • 

5ur  n = 2 crf)a(t  man 

<p  — 0)  

2I(fo 

y>’(l  — a)0  _ r (n  — 1)0 
'(  1 — n ) ö ' ~ ( n — 1)  W ' 

unb  halber,  wenn  wir  n — 1 = fe^en,  für  jebes  ganje 
pofitittc  fi: 

tp  ftß  ^ ^ 
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fJBa^rfc^cinlic^fcU^rcc^nurtg.  . 

woraus  / wtnn  mau/  we(c(?es  ojfenbor  »erffaff<(  ijf,  O 
für  fiO,  unb  a(fo  ® für  0 f4>reib(,  foglet^)  folgt/  ba0 
öuc^  für  jebes  gauie  pofitioe  fi : 


/» 

fepn  muf  S3cjelc|>nct  nun  irgenb  einen  pofitibenS3ru4>, 
fo  ijt  l^iernadbt 

y'(±f)»  y'T(±«)  y>C^T) 

(±V®) 

y tp’i±0)  _ fp’» 

^fe>\  “ c±ö)  ^ * 

fo  ba|  olfo  für  i'ebcn  pofltinen  ober  negatioen  S5ruc(>  ^ 
immer 


’’ "T®  _ ^'0 

' "TT  ® 

Ü.0 

, y 

iji.  bei  ^rrotionalgrb^en  |!aff  berfelben  il^re  ©ränjett 
oefefet  werben  fonnen,  fo  er^cßcf  nun,  bap  für  jebes  l 

(p’xa  _ <p'9 
19  ~ e * 

unb  folgti(^?  offenbar  alfo  aU(^>^einc(on^ian^e@rbge 
fepn  mu0.  ©e^en  wir  alfo  überl^aupt 

' £'®  =,  k 

Sdun  iji  nad^  bem  Obigen 


alfo 


g = !p'8.S9,  = 
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b.  t.  Iogny0=i± + Const,  ober/  für  Const=: 
- logn  k' : V 

logn9>9=  + lognk' 

• = logn  + lognk' 

' . ■ ±=  logn(k'e^^®’)  . 


5nfö 


yö  = k'e^*^®’  i 


?UfO  Qtl^ 


79.  ©e^enwir  ntm  nad&unbnacji  J',  J",  J'",;.. 
für  0,  unb  mulfipUciren  bte  etnjeinen  gunctloncn  in  ein* 
onber/  fo  wirb  nacbbem  Obigen 

W = . go^' . q>^" . <p^"  . . i . 

= rn.eT'‘C^*  + ^"+^'’+^'''*  + -)  . 

SßJacek  pofffiP/  fo  würbe/  ba 

+ /!■'-  + J"-  + - 

immer  pofitio  i|!/  offenbor  W mit 


+ ^"a  4-  ^'"1  + ... 

in’eS  Unenbn(äbe  jn*  unb  obne^men,  ntfo  gor  fein  SWopimum 
flottfinben  fonnen/  wobei  nur  ju  bemecfen/  bog  e > 1 
ij?.  2Ufo  mu0  k negoeip  fepn/  unb  inan  i(l  folglidt)  be» 
re4>tigt/  k = — 2h^  jufeßen/  fobof  olfo 

wo  e«  nun  no(^»  Por5Ügtic()  ouf  bte  S5e|!immung  ber  S^oit* 
flonte  k'  onfommf.  wotten  wir  junüdbfl 

bie  SBo^rf^einti^feU  jU  bcjfimmen  fudbeti/  bo^  ber  geiler 
überl^oupf  jwif4)en  ben  ©rünjen  J ujtb  d'  ent^oUen  i|l. 
3u  bcrii  ©nbe  benfc  man  ft(^)  boö  d'  — d in  n 

gteicbc^nfecpaße  gef]^ei(t,  beren  jebeo  i=i  / unb  meinte 
an,  bo^  in  jebem  biefcr  fleinen  3nfecPaHe  für  ade  fünfte 
bejfelbcn  bie  SSBal^rfdbciniii^ifeif/  ba^  bet  §e^(et  in  einen 
biefer  fünfte  fade/  gleich  groß  fep / wei(^eg  offenbar  mit 
bejfö  größerem  Dtedbte  nerflatref  i|?/  je  f feiner  bte  einjefnen 
bur(^)  i bejeichnefen  ^nfemade  finb.  fOte  2Baf>rf(i)einli(^>s 
fei(/  boß  ber  §ef)lec  $ fep,  ijl  überhaupt  = tp^,  unb 
eben  fo  bie  SEohrfcheintidhffife  ^«0  gehler  j + v 
V.  ' 9vrr 
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Sßa^rfc^cinlic^feitörec^ttuitö. 


J + Qi,  S + 3i,  f...  (J  + ni  = fe^/  zzzjf(d  + i), 
ff(S  + 2i),  <p{^  + 3i),  ...  (p(d  + ni).  ©a  nun  für  oße 
cinjetncn  fcie  3Bal^rfdt)etntic^fcif  o(£S  gleid^  groß 

ong'enommen  wirb,  fo  iß  no(^?  bem  'tap(or’f(^»en 2c()rfal5e 
bie  2öa^rfd;cinli^fcir  tm  Iren,  2ten,  3rcn,  ...  nfen  3«* 
terbaße  naß)  ber  Steife : 

9(a  + x)  _ ya  + -^.Y+ ^.— + ...  , 

/•  1 o.\  » , 2i  , 2’i’  , 

,(3  + 20=9^  + JJ-Y  + ^T¥  + •■■  ’ 

r(^+3i)  = 5P^  + -^'Y  + -W-tTI  + •••  ’ 


9(a  + n0  =93  + -^-Y  + + 


c^a»  ■ 1 , 


SBIr  l^aBen  ^icr  nümU6  bie  2Bal^rfdicinnc^>ff ir  omjKnbe 
eines  jeben^nfernaßs  für  bie  in  bem  ganjen  cntfpred;enben 
3nfcr»afle  ^ervfcfeenbe  9Ba^rfd)ein(id)fcif  genommen.  ®ie 
2ßo^rfd)cinlid)fei(en,  baß  ber  Segler  überhaupt  in  baS  Ke, 
2te,  3fe,  . . . nfe  »aß  foßc , ßnb,  ba  jcbes  i fünfte 
ent^üif , nad?  bem  in  (8.)  bewiefenen  0a^e  bon  ber  jufam* 
mengefe^fen  SBal^rfcßeinlidjfeif,  wetd)er  ^ier  ojfenbar  feine 
SInwenbung  ßnbet: 

9(3+i).i,  9>(3  + 2i).i,  yi(3  + 3i).i,  ...9(3  + 111). i 

unb  foig(id)  nad)  bemfelben  ©a^e  bie  2Ba^rfcbeinlid?feiit, 
baß  bet  Segler  überhaupt  in  irgenb  eins  biefcr  3btrc»aßr^ 
b.  überhaupt  jwifcben  bie  ©rünjen  d unb  (f  fafle, 

" “H  y(^  + 2i).i  + 9C^“h3i).i  -1-  •..+ 

b.  i.f  wenn  man  bie  oben  gefunbenen  Dici^en  fubßituirf, 

, . , ^(/3  , ^’fr3  i’ 

- ^3.i+-^.Y+-^-5-:2'‘‘--* 

+ „3  i + ^ ?il  + ^ 4. 

+ yö.i  + yy-  1 + 1^‘1.2  ^ ••• 

. X ■ , 3i»  , BhrS  3=i’  , 


+ „3  i + ^ nÜ.  j.  1^  £Ü1  + 

+ yj.i  + yy'~  + TI^-TTl  + •' 
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V ' .SBa^rfc^einlicfjFetorcc^nung. 

' , . rlwS  i* 

^ ^ =9>J.„.  + _^._(1  + 2 +3  + .,  + n) 

, d-<i3  i’ 

+ +2>+3»  + .,  + „=) 

' (i^wS  i*  ' 

+ •.....■ 

b.  I-,  wenn  man  nad&  bem  9Irf.  ^ofena.  (39.)  bie  borf  ac- 
fiinbenen  ©ummen  bcr  ^oteiijen  fubjlifuirt,  mobc»  hiev 
nur  ofle  eoefftcienren,  auf  bcren  SBerff;  eö  meifet  nkfaf 
anfommt^  bur(^  (.)  bcjeic^ne (werben , 

= ^3.ni  + +(.)nj  ,- 

■*■  +(•>“*  + (*)nf 

’*■  I’“''  + + con’  + (.)«! 

+ ' 

a=^3.ni  + ^j4(„i)i,4.(,)„i.ij.^ 

+(.)(ni)ä.i  .K.)i]i.i>  I . J_ 

\ + (OCniP-i  +..+ (.)ni.i3  ^ 

‘ ^ I 1 « 2 « d 

» + * 

a(fö,  wenn  wir 

ni  ^ ^ a 

fe^en,  ■ 

sa  g,3.o  + ^|4a3+(.)oi|  .A 

‘ -ir  + + j-r:^ 

+ 

unb  bemnad^/  wenn  I uberl^aupt  eine  ^unrrion  t)on  i 6ea 
jeic^nee,  weld[>e  für  i = o »erf4>winbet,  obiae  SßJabr* 
f4>ein(i4)fei( 

= <pS.a  + j^+  + ....  + I. 

3e  fleiner  i ifl  / beflo  mel^r  nül^ert  fidi)  biefer  Siudbruef  utt» 
bebing(er  Üvi^Xigfeif.  Um  feibige  ober  wirflidb  ju  errei* 

Sir r 2 
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”1 

6}ixi,  mu0  riian  i = 9 f«^en,  woburd^  aud^>  I t)ecf<|)wi'ns 
bet,  unb  ftcfe  fotgtid?  für  bi'e  2Ba'^rfd)finlidbfeif  / baß  bst- 
Segler  jwlfd^cn  ben  ©rünjen  d unb  ö'  Uegf,  bie  9iei§e 


A „ ju  ^ -L 

^3,„  + -7JT-1.2 


+ ... 


Ciä-  *1.2.3 

. 'S’  — 3 , cl(f3  (3'  — 3)*  , c)^ff3  (fV  — 3)*  , 

ergtebf.  ©e^en  wir  nun  ferner 

•P  -==i  J‘(fQ  . d9  i 

foi(f 

(ifp  d-‘I‘  fl-rfO  ; 

, ‘ oQ  ^ ’ 69^  ('0'  ’ * 

otfo/  trenn  man 

3'  = 9 + (<r  — 0) 

für  0 fe^f  / nadb  bem  “^ai^tor’f^en  ^c^rfafte 

fl<p  3'—0,^-<P  {3-—9y.  . 

^0t3-r  + •‘• 

^ ^'-ö  . ^'r«  (<5'-0P  . 

= * + V&—Y-  + -W — r.T~  + ••• 


fp  — y 0 . 

(0  = 3') 


+ 


(3'—  0)^ 


1 ‘ (10  ' 1.2 
5Ufo/  wenn  man  jeßf  (J  für  Ö fc^f  t 

3'  — 3 , f),r3  {3’-3y  , , . 

(0=3')  (0=3)  1 fV3  1.2 

S>a  nun  aber 

<P=f(f9.S9 

iff , fo  tff  nadb  ber  getrb^nlidben  Scjeid^nung  ber  bcfHmm* 
ten 


/: 


(f  .9 . ( 9 = •P  — •P 

(0  = 3')  (0=3) 


unb  bemnacb  ble  3äJa]^rfcbetnli(^fei’f,  ba0  ber  §el^(er  itrU 
febett  b*n  ©ranjen  d unb  cT  liegf, 

= (pB-SB  , . 

ober^  maö  baffelbe  t(l,  / 
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SBa^rfc^cmltc^feiförcd^itung. 

Öladb  ben  gei»61^n(ic|>ett  SSegrtffen  bcr  ^nfegralrcd^nung 
man  ^)ier  gani  furj  fo.  S)ic  3Öa^rfdbeinltcbfdf, 
bo^  bcr  Segler  in  bog  wncnblidb  f (eine 
i(i  nadb  (H.)  — (pJ.dJ.  SotgUd;  bic  Qöabrfcbein(id)feif, 
bop  bec  Setter  jwifd)en  ben  ©ränjen  o unb  (T  eiu^aUen  i(i, 

= fifJ . dJ 

ba«5  fi>  beftimmf , ba0  es  für  ^ = o 

bef/  unb  bann  Jz=  ö'  gefe^f,  tvorgiis  benn  weifet  teicjit 
folgt,  ba^  bie  Sßa^rfcbeinlidjfeit,  halber  genfer  jwifeben 
ben  ©rdnjcn  J unb  entsaften  ifl,  burtt  ba6  obige  be« 
fhmmfc  auogebrueft  wirb.  Obige  S)ar(iellung 

febien  mir  jefcoiii  ben  SSorjug  ber  großem  ©frenge  unb 
S)eut(icbfcif  ju  hoben,  wenn  |]e  fid)  and)  nid)f  eben  fo  febr 
burd)  ivHtjc  empjicl)(f.  ‘ ©ie  würbe  fid)  am^  (eid)f  gonj 
olTgemein  machen  (affen.  35ie  grope  2ßid)ttgfeif  beb  ©egen= 
fianbee  mag  biefe  Söcifläupgfeit,  mit  ber  »ieHeicbf  ©inigeti 
gebient  i|i,  entfd;u(bigen. 


?Ufo  ijt  nacib  bem  Obigen  bie  55ar)rfd)ein(icbfcif,  bo^ 


ber  Schfer  jwifebe«  ö«n  ©rdnjen  d unb  ()'  liegt 

c-4. 

3ln  (75.)  hofccn  »vir  ober  gefpnbent 

folglich  audb  ngd?  befannten  ©d^en  ber 
peebnung 


gtfo 


dj  = 4r«  ; 


* — A- 

e ^ dJ  = Tn  . 


J- 

§urii^  = ^i  i|^ 

3fl  ^ = oo  j,  fo  i|l  auch  = 0“ . Sllfo 


e Sjy 
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unb  fo(9ti(^  bie  2BQ'^rf(feeinli(^f«f,  bo|  ber  Setter  jwifc^im 
ben  ©renjm  — «>  unb  + «=  na4>  ben)  Obigen, 

= k'y’+“e-^’^'^.f=: 

3Mefe  2Bal^tf(^jein(ldbfeif  ifi  aber  offenbar  ©eroif^eif,  in* 
bem  ber  §ef)(er  noet)»enbig  jirifcben  ben  ©rdnjen  — » 
unb  + “>  liegen  mu0,  b.  i.  = 1.  5Ufo 

1 - trz  k'  - -iL . 

unb  folgli4>  enblid^: 

, h — 

W = h»  ( ./’  + +...).  , 


SJlacJb  bem  Obigen  mnjfen  x,  y,  t,  . . . fo  bcfltmmf 
iverben,  bap  W,  ein  SOlojcimum  miro.  S)em  20?a]cimnm 
»on  W entfpri^f  ober  offenbar  bas  SOUnimum  non 
.^2'+  + ...,, 

5llfp  müffen  X,  y,  z,  v,  fo  beftimmf  me r* 

ben,  bg^  bic0ummeberOuabrafeber§e^lcr‘ 
ein  !9linitnum  wirb. 

9Man  nennt  bicfco  ^^rincip  auß  lcid;tbegreifli^en©rrm= 
ben  bog  ^rincip  ber  fleinflen  Oitabrate,  unb  bie 
barouf  gegrunbetc  ü)ietl)Obc  ber  SSejiiminung  ber  unbefamu 
ten©rö^en  bie  9J?etl)obe  ber  f leinflen 

80,  S)iefeg  ^rincip,  weiter  tocrfolgt,  führt  nun  ju 
fofgenber  anolptifchtn  {S)?et()Obe  jur  SSeftimmnng  ber  unbe« 
fannten  ©ro^en,  wenn  wir  jimüd;(l,  weldjes  in  ber  “Jhnf 
oudb  ber  am  hüupgftcn  »orfommenbe  ^aUifT,  nur  ©lei= 
d)ungen  beg  erjlen  ©rabeg  boraugfeljen.  üOie  gegebenen 
©iei^ungen  fepen 

X = a — bx  — cy  — dz  — ev  — . . . . 

TL'  — a — b’x  — c'y  — d'i  — eV  — .... 

X''  = a”  — b"x  — c"y  — d"z  — e"v  — . . . , 

X"  = a"  — b’"x  — c’"y  — d"'i  — e^V  — .... 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 
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fo  ecl^äff  man  für  bie  gcl^tec  ( f.  78. ) fc idi)f  fofgcnbc  ©leU 
<j()ungfn: 

j — K — s 4*  hx  + cy  + dz  + ev  +•....' 

J = A'  — tf”  + b'x  + c'y  + dz  + ,eV  + .... 

J' . A"  — a"  + b"x  + c"y  + d"z  + e"v  + .... 

J"  =.  A'"  — o'"  + b"'x  + c'"y  + d"'z  + e''v  + .... 


U.  f.  f. 


u.  f.  f. 


A,"  — o"  = a",  A’" 


= 


+ cy  + dr 
+ c'y  _+  d'z 
4:  c 'y  + d"z 


+ ey 
+ e’v 


+ e"v  + .. 


obcc/  wenn  mir 

A — a = a , A'  — 'a'  = a 

fcßen: 

J = a + bx 
J'  = & + b'x 

. J“  = a"  + b"x 

= a'"  + b"'x  4-  c"'y  + d'"*  + e”  + . . • . 

U.  f.  f.  . , M-  f-  f- 

(Sß  nnip  aber 

4-  + A"-  + A’-^  + .... 

ein  SOIinimum,  unb  fofglicb 

fet?n,  wo  bie  ein3efd)(offenen  Sifferentiaiquofienten  miebet 
partielle  ^Differentiale  ftnD.  Ulber 

aifo 

hA  + VA-  + h"^r  + b"'./"  + ....  = o . 

Sßerfä^rt  man  in  Sejug  auf  bie  übrigen  unbefawntett 
©rbpen  eben  fo,  fo  erhält  man: 


, = O 


bA  + b'^  + b"A"  + b"'A"’  + 

c4  + c'4'  + c"A"  + c''A"’  + 

d4  + d'4”  + d'  A”  4-  d'"4"'  + 

eA  + e'4-  4-  «"A”  4-  + 


= o 
= o 
==  o 
= o 


u.  f.  f.  «■  f-  f- 

ben  fo  toiele  ©lei^ungen  beß  er(ien©rabeß  alß  unbefannte 
Großen,  weld?e  alfo  auß  berfelben  burdb  (Elimination  nad> 
fefannten  otgebraifeben  SOlet^oben  gefunben  werben  fbn. 
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ncn.  ©e^t  man  in  bec  er|!«n  @Jei(^>ung  ffic  tie 
il[)re  obigen 'ilustiriicfe,  fo  erhalt  man  ‘ . 

p = 1>.  ( a + bx  + cy  + dz  + ov  + . . . ) 

, , + b'  ( a'  4-  b'x  + c'y  + d'z  + e'v  + . . . ) , 

+ b"  ( a"  + b"x  4-  c"y  + df'z  4-  + ■ • • ) 

4“  b*^(a**^  +.  b**  X 4*  y 4“  d.*z  4"  6 ^ 4“****) 

4- 

=3  4-  ab  4-  a'b'  4-'  a"b','  4-  a'"b"'  4“  • • • 

+ (bb  4-  b'b'  4-  b"b"  4-  b"'b“'  4-  ...)* 

4-  (bc  4-  b'c'  + b"c"  4-  b"'c'"  4-  ...)y 
4*  ^bd  4"bd4"bd  4"b<d  4"*»*)z 

4- • 

pber,  nadb  einet  teid;f  »crf?el^enben  obfurjenben  Sejcidj? 
itung  miffeljl  bes  ©ummcnjetdicno//  jiigfeidb  in  Scjug 
puf  bie  übrigen  obigen  ©(eid)ungcn,  bie  ficb  naförlidf)  eb?n 
fo  tt>ie  bie  erfle  be^anbeln  laflen: 

/ab  4-‘x/bb  4-  y/bc  4-  z/bd  4-  . . . = q 

/ac  4-  ?t/bc  4-  y/cc  4-  z/cd  4-  ...  — o 

/ad  4-  x/bd  4-  y/cd  4-  z/dd  4-  ...  = o 

, /ae  4-  x/be  4-  y/ce  4-  z/de  4-  ...  = o 

U.  f.  f.  U.  f.  f. 

Jve((^Je0  nun  bie  »ollig  enfwicfejien  ©lei(j^ungen  jut  ©e(iimz 
miing  bet  unbefanntcn  ©röpen  (inb. 

0ep  j.  33. 

■ ' X = X — y 4-  2z 

^ X'  = .3x  4"  2y  — 5z 

X"  = 4x  4- ' y 4-  4z 
X"'=  — X 4-  3y  4-  3z 

«nb  bur4>  35eobod)fung  gefunben : 

A = , A'  = 5 , A"  = 21 , A'"  = 14  ; 

fo  erl^üU  man  leidet  nod;  bcm  Obigen  bie  ©(eicbungen  füc 
tie  geiler: 

zl  = 3 — x4-y  — 2z 
, /f  — b — 3x  — 2y  4-  5z 

.z/'  = 21  — 4x  — y — 4z 
J"—  14  4-  X — 3y  — 3z  . 

Sdfo 

a==3tl>~  — l>c=  l,d  = — 2 

a'  = 5 , b'  = — 3 , c'  = — 2 , d'  = 5 

a"  = 21 , b"  = — 4,  c"  = — 1 , d"  = — 4 

a"  = 14,  b'"  = 1 , c'''=  - 3 , d"'c=  - 3 . 
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53Ubef  man  nun  bte  burc(? /bejeic()nef<n  (^ummctt/  fo  er* 
'^äU  mön  fo^genbc  @lei(tmngen  : 

— 83  4-  27x  + 6y  = o 

— 70  + 6x  + 15y  + z = o 

— 107  + y + 54z  = o . 

9Iu0  biefeu  bret  ©leic^ungen  ftnbe(  man  bur4>  ©(iminatiön 
bie  »o§rfcf?einlt^(len  Sßert^e : 

X = 2,470;  y = 3,551 ; z = 1,916  . 

81.  .^fl^rcn  mit  nun  miebcc  ju  bem  obig?n  S3eifpi?l 
bom  ^enbel  (77.)  jurücf.  @ei?  baö  ©orfigc  . 

, l = X,A  = x,B:;:y;- 

atfo  bie  gegebene  ©ieici^ung  t 

X = X + y sin  L’  . . ' 

©ie  jwetfen  a.  a.  O.  mifget^eilfen  fecbö  0eobacbfungen  ge* 
ben  bie  bur(^^  SSeobodbtung  gefunbenen  SBere^e : 

A = 0,7412517 

; A'  = 0,7416243  1 

A"  = 0,7416151 
A"'  = 0,7417157 
A'v  = 0,7419262 
Av  = 0,7420865  . 

goigiicb  finb/  menn  man  bie  0inuö  ber  enffpredf^cnben 
©reiten  gehörig  fubjlituirt:  , . 

J = 0,7412517  — X — 0,3003417 . y 
J ~ 0,7416243  — X — 0,4942370 . y 
J'  = 0,7416151  — X — 0,4972122  . y 
W"'=  0,7417157  — X — 0,5136117.  y ' • 

0,7419262  — X — 0,5667721 . y 
jr  = 0,7420865  — x — 0,6045628 . y . 

SBenbef  man  nun  auf  biefe  ©icitbungcn  bie  obige  allgc* 
meine  ÜJief^obe  an^  fo  erhält  man  folgenb?  jwei  ©lei= 
(jbungen : 

— 4,4502195  + 6x  + 3,0657375  . y = o 

— 2,27397283  + 3,0657375.«  + 1,59339312.  y = p . 

5UfO/  wenn  man  mit  6 bioibirt: 

— 0,74170325  + x + 0, 51095625.  y = o 

— 0,37899548  + 0,51095625.x  + 0,26556552. y = o . 

©eflimmt  man  nun  au0  biefen  beiben  ©Icii^ungen  no(^>  be= 
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Fannfftt  5!}lefl^oben  ber  !2Itge6ra  x,  y;  fo  erl^äKman,  bg 
na4>  (78.)  Meö  in  SOletern  ouögebrü(fi  i(ij 

X = A = 0“, 739703526 
y = B = O“, 003913689  ; 

atfo,  wegen 

^ 1 = A + BsinL’  I 

bie  Sänge  beg  Decimalfecunben  * ^enbeig  unter  ber  Streife  L : 

1 = 0”, 739703526  + 0“  003913689.  «in L>  , 

Aijlbie  Sänge  beg  S)ecimaifecunben=^enbetg  unter  bem 
2Iequator , B ber  Unterfd^leb  jwifd[)en  biefer  ^enbeßängc 
unb  ber  ^enbeßänge  unter  bem  ^ol.  2öir  ^aben  biefeg 
lel^rrei(^?e 33eifpiel aug  BiotTraite  d’Astronomie phys, 
T.  III.  p,  164  — 169.  entlehnt.  3)ie  DCecbnungen  jinb 
»on  SOioti^ieu  gemalt,  ^icr  aber  nodb  me^r  ben  oben 
entwicfclten  aßgemeinen  gormein  gemäß  ju  fuhren  ge* 
fu^t  worben. 

©teerfien  in  (77.)  mifgetl^eilfen  l0eobad(>tungen,  mit 
Slugna^me  ber  ^enbeüänge  »on  gonnentera,  ^at^uif* 
fant  (Traite  de  Ge'odesie.  T.  II.  p.  341.)  bered|?nct. 
(gr  ßnbet  atg  Dvefuitat,  wcicbeg  idb  noch  ^ie^er  fe^en  wiß:‘ 

1 = 0“, 7395752  + 0**, 00407830 . tiu  L-  . 


bie 


s2.  ®ie  SBa^rfcbeinli^feit,  baß  ber^el^ter  ^ jwifdben 
3ränjcn — d,  + d faße,  iß  na^?  bem  Söor^erge^enben 


h r+s  h 


’+a  h — h*.i*  d.h./ 
e — i — 


= -L/’+ 

YTzß  — 


•+<5  -h'-J'- 


S .hj  , 


ober,  wenn  wir  übcri;aupt 

Jo  ^ d .hJ  z=  Ul {^hj) 

feljen,  obige  SBa^rfdfjeinnci^feit 

= ^j>^(+ w)  - v-i-W)!  . 

0ür  eine  anbere  Steife  non  Beobachtungen  iß  bie  2Bahr* 
fcbeinlicbfeit,  baß  ber  gebier  jwißhen  bie  ©ränjen  — d' 
unb  + (T  faße, 

=/!/  = ^|»(+i.’3')-v.<-i.’n  j. 
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3|l  dfo  h J = h'(T , fo  ifl  btc  SBa^rfd&einric^jfelf , tia0  . 
bei  ben  erfien  Seobadbtungen  ber  §c^lec  jwif^jeti  bie  ©ren* 
jen — d,  + S,  bei  ben  jweiten  jwifc^en  bie  ©renjen 
— d' , + faße,  gieidb  9^00^  «fif« 

SSeobocbfungen  für  einegewiffe  ®a^rf4?einti(f)feit  ba«  ^n* 
terüati,  in  n>e(d;em  ber  5ef)let  liegt,  —S,  +S,  ober 
ber  Segler  felbfl  = J,  enfweber  po0tttt  ober  negafin  ges 
nommen,  fo  i|l  bei  ben  jtveifen  Seobad;tungen  für  bicfelbe 

S[ba^rf4»eintid^feit  ber  genfer  =d'  = p.  @e^en  mir 
nun 

- h : h'  = 1 : n , h'  =:  uh  ; 

N fö  ifl<r  =ij-=i-d,  i = n<5'  ', 

unb  ee!  fann  atfo  bei  ben  erffen  ©eobadbfungen  eben  fo  leid>t 
(b.  i.  mit  berfelben  2Ba^rf(t)cin(id[?feit)  ein  nfac^er  gel)ler 
begangen  werben,  wie  bei  ben  jweiten  ein  einfadjer.  SOlan 
legt  baber  nach  bem  gewöhnlichen  @pradhgcbrau^e  ben 
jweiten  ©eobachfimgen  eine  nfacbe  ©enauigfeit  ober  ^ra* 
cipon,  einen  nfadhcn  SBerfh,  ein  nfadheg  ©ewicht  bei, 
ober  eg  »erhalten  06  überhaupt  rücfü6tli6  ber  ©üfe,  beg 
' SBerths  ober  ©ewi^fs  bie  cr0en  23eoba6tungen  ju  ben 
jweiten  = ltn  = h:h',^  fo  baf  olfo  überhaupt  bur6 
h:h'  ber  »erhültnifmapige  SSerth,  bie  »erhültni^müfige 
^rücifon  ber  S5eoba6tungen  barge0eflt  wirb.  9Ran  nennt 
baher  bie  ©rö0e  h felb0  bie  ^rücifion,  ben  Sä3erth 
ober  bag  © e w i 6 1 ber  entfpredhenben  ©eoba^tungen. 

83,  ®ag  in  (79.)  entwicfelte  ^rincip  fe^t  atte  in  9ve6» 
nung  iu  nehmenben  S5eobachtungen  alg  glei6  gut  »oraug.  , 
.^aben  aber  bie  ©eoba^fungen  unglei^eß  ©ewi6t>  fo 
fepen,  wie  gewöhnlid;, 

J t J' , > ••••  ' 

bie  gehler,  unb 

h,  h',  h",  h'",  h"",  .... 

bie  refpectioen  ©ewi^tc  ber  gegebenen  ©eobachfungen. 
Unter  ber  Sßoraugfeljung,  ba0  atte  ©eoba^fungen  mit  glei= 
6er  ©enauigfeit  gemalt  wüten,  fe^e  man  bag  ©ewidyt 
= 1 ,,  unb  bejeidjne  bie  gehler  ber  ©eobad)tungen  nad; 
ber^9ieihe  biir6 
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fo  wet(  fi4>  offenbar  bic  ^el^Icr  umgcfel^rf  wie  bte 

' ©eroidb.tc  »er^aUen , ougenbfieftid)  bic  £Ki4)tigfcit  ber  foU 
genben  ^Proportionen  wnb  ©Uidjungen: 


1 : h =z  A : A^  i-  — Ji.r/ 

l:h'  = A'  ■.A',  A\  = 
l:h"  = A”  -.J\  ; J\  = h"  r 
X ■.  J"=z  J\  = h'V". 

, u.  f.  f.  u.  f.  f. 


®a  nun  nadb  bem  ^rincip  ber  fieinffen  öuobrate  bic  un- 
befannten  ©rö0en  fo  befiiinmf  werben  muffen,  bof 

ein  2)linimum  wirb,  fo  mu^  aucf>  jeßf  biefc  Sepimmung 
fo  »orgenommen  werben,  bap 

fin  SOlinimum  wirb.  ©«!  ip  alfo  fiermit  norliegenber  ^ad 
auf  ben  erpen  gad  jurüefgefu^rt,  inbem  man  nur  patt 
ber  §c^(er  felbp  bic  mit  ben  refpcctiuen  ©ewiebten  ber  ents  , 
fpredpenben  23eobad;tungen  mulfipUcirfen  Segler  fe^t.  31^ 
^al;er,  wie  in  (80.),  ' 

A j ~ H + bx  + cy  + dz  + cV  + . ..  . 

A"  z=  a'  4-  b'x  4-  c'y  + d'z  4-  e’v  + . . . . 

A“  = a”  4-  b”x  4"  c"y  4-  d 'z  + e”v  + . . , . 

A"’  = a“'  4-  b'"x  4-  c'"y  4-  d"z  4-  e%  4-  ..... 


»1.  f.  f. 

u:  f.  f. 

hA 

==  ah  + bhx 

4"  cliy  4-  dh? 

.+ 

h'A' 

= a"h’  4-  b'h'x 

+ c'h”y  4"  d’h'z 

+ 

h"A“ 

= a"h“  + ß"h"x 

4;  c"h"y  4-  d"h"z 

+ 

li'V" 

= a "h"  4-  b"'h"x 

+ c"h'"y  4-  d'"h''z 

+' 

U.  f.  f. 

U.  f.  f. 

unb  bie  unbefannten  ©röpen  pnb  a(fo  fo  ju  bepimmen,  bap 
(h.r/)»  + (.h'Jy  + (.h"J'y  4-  + .... 

ein  9)?inimum  wirb , weld)ed  natnrlid>  auf  biefetben  ©fei; 
jungen  jwifd)en  ben  unbefannten  ©ropen  wie  in  (80.) 
füt)rt/  »tnn  nur  refpcctine 
» 
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ah  , bh  , ch  , dh  , . . . . 

a”h  , b”h*  , eil’  , dh'  , ...; 

a"h"  , b"h*  , c"h"  , d ’h"  , . . . . 

' >/>,  //»  , 0t.  tt*  Oty  10  *** 

ah,  bh,  eh,  ah,*..; 

, u.  f*  f.  u.  f.  f. 
ffaff  bet  bocfigen 


1 , o , c , u , . . 

u.,f.  f.  u.  f.  f. 


Öefefef  «)«bett. 

84.  S)a0  2ßor(;ci:gc^enbe,ibejte]^f  ficb  ouf  ©Uidbungeit 
be'ö  fr(Ten  ©rabeö,,  ober  fogeiiannfe  (ineare  ©lei^ungeit.  - 
©ö  (äpf  (idb  ober  jeber  anbere  oiif  biefen  jurueffü^ren. 
®a  nimticb  bic  2In3a^lbcr  uttbefannten  ©roßen =m,  bte 
Slnja^l  ber  gegebenen  @(eid)ungen  —n,  unb  n > m i(f, 
fo  bere^jne  man  mi«e((?  ber  gemö^nlt^^en  ©timinationßmes 
t^oben  aue  m ber  gegebenen  ©feicbimgen  bie  genäherten  . 
SBerthe 

K. . yi . *1)  V, , 

ber  m unbefahnfen  ©roßen,  fege  nun 

X = X,  + x',  y z=  y,  + y,z=z,  + x',  v = v,  4-  v',  .... 

«nb  führe  biefe  3Iuöbrucfe  in  bic  gegebenen  ©iciebungen 
furx,  y,  z,  V,  ....  ein.  S)a  nun  bei  23eobad)tungen 
wetebe  im  21ilgenieinen  ben  Dramen  guter  23eobachfungen 
»erbienen,  bei  benen  nämlii^  nicht  augenfebeiniiebe  gehier 
»orgefaßen  ßnb  — unb  fotd;e  burfen  ja  überhaupt  nur  in 
0ted)uung  genommen  werben , wenn  bas  SXefultat  braudb* 
bar  fepn  foß  — offenbar  x',  y',  z',  v',  ...  immer  nur 
fehr  tlein  fepn  werben,  fo  fann  man  aße  bie  erße  überßeü 
genbenSimenßonen  bieferUnterfebiebe  nerna4)iäfßgen,  wos 
burd)  bie  gegebenen  ©(eiebungen  fogiei<^  auf  ben  §aß  iineas 
rer  ©teidjungen  jurüefgeführt  werben. 

85.  Sfladb  biefen  SBemerfungen  fehren  wir  ju  bem  er* 
ßen^nße^  wo  bie  gegebenen  @teid)ungen  linear,  unb  bic 
@ewid>te  ber  S5eobod?tungen  nicht  non  einanber  »crfd>iebcn 
ßnb,  wieber  juröcf,  SSorjüglic^  iß  nun  nod>  bie  ^eßim* 
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t 

tnung  bet  relativen  ©eivi^jfe  ber  bur^>  bie  obige  SWef^obe 
gefunbenen  SBcrtbe  ber  einjelnen  unbefannten  @r60en 
übrig.  SBic  ge^en  habet  von  einer  nähern  Setradbtung 
ber  §unrtion 

+ z/"»  + //*»  + . . . , 

tvet(^c  im  ^olgenben  immer  burdb  V bcäcicb^tf  iverben  foll, 
aus  / f4>icfen  jebo(^  no(^  folgenben  atigemeinen  <Sa^  von 
ben  Functionen  voraus.  , 

2Benn  bie  Function 

F = f(i,  y,  z, — <p(x,’y, 
von  einer  ber  in  i^r  entl^aitenen  verünberiieben  ©rbpen, 
j.  X,  unabhängig  i(t/  fo  erhäit  man  ben  von  x tinabs 
hängigen  5lusbrucf  biefer  Function  t »»«nn  man  x aus  ber 
©ieiebung 

v(*'.  y.  z.  •••)  = o 

bejTimmf,  unb  ben  erhaltenen  SluSbrucf  für  x in  bie  ge= 
gebene  Function  fe^t. 

S)a  bie  gegebene  Function  von  x unabhängig  if?,  fo 
müjfen  aüe  mit  x' behafteten  ©lieber  fi(h  segenfeitig  aufhe* 
ben/ unb  es  mu^  alfo  allgemein 

f(x,  y,  z, ...)  = V'lz»  y.)  z.  •••)  + F(y>  z.  •••) 
v(x,  y,  z,  ...)  = v(x,  y,  z,  ...)  + tp  {y , z,  ...)  ; 

folglich 

F = fCy,  z,  . ^ (y,  z,  ...) 

fepn.  Seflimmf  man  nun  x aus  ber  ©leiebung 

y»  z.  •■•)  = o . 

b.f,  V'(x.  y.  z>  •••)  + <f'(y,  z,  •••)  = o ; 
fo  erhält  man  für  x einen  Qlusbrucf/  iveliher  eine  Fun^ 
ction  von  y,  z,  ...  ijl,  unb  bur<h  X be5ei(jbncttverben  foll. 
@e^f  man  benfelben  für  x,  fo  erhält  man  aus  obiger 
©lei(bung 

^(X,  y,  z,  ...)  + ^'(y,  z,  ...)  = o , 

VCX,  y,  z,  ...)  = — ^'(y,  z,  ...)  . 

Fotglidb/  wenn  man  ben  gefunbenen  ?ffiecth  bon  x oudb  iit 
bie  gegebene  Function  fe^t,  na(h  biefer  @ub|iitution 

F = f(X,  y,  z,  ...)  — V(X,  y,  z,  ...) 

= VlX,  y,  z,  ...)  + f'Cy,  z,  ...)  — ^(X,  y,  z,  ,..) 

= — y (y,  z,  ... ) + f'Cy,  z,  ^(X,  y,  z,  ...)  . 
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9l6er  nad{>  bcm  Dbigeit  ^ ' 

xf  (X,  y,  z,  ...)  = o ; 

otfo 

P = f(y,  z,  — v'(y, 

bec  fdbon  oben  gefunbene  »on  x befcel’fe  9Iuöbru<f  bcc 
gunction  F.  , 

86.  ©e^en  t»tr  nun 

.1^  + y/»  + + . . . = V , , 

unb  (oergt.  80.) 

p = bj  + b'J  + bV'  + b'"./"  + ... 

q = + cJ  + c"./'  + c'V"  + . . . 

JR  = + dV/  + d",  /'  + d".^;'"  + . . . ' 

b 6.1/  -f*  c z/  4*  c "f“  © “b  . . . 

U.  f.  f.  U.  f.  f. 

wobei  immec  ' ' . ' 

^ = a + bx  + cy  + dz  + ev  + ..., 

/(  = a^'  + b'x  + c'y  + d'z  + ev  + .. .. 

J = a"  + b"x  + c"y  + d"z' ' + e'v  + . . . . ' , 

^ =z  B.  + bx-J-cy4-d2-*-ev+.,.. 

U.  f.  f.  u.  f.  f. 

iff.  ©ifferentiirt  man  V nodb  X,  fo  wirb 


= f a + bx  + cy  + dz  + ev  +...).  b 

+ ( a'  + b X + c y + d'z  + e'  v +...).  b' 

+ ( a"  4-  b"x  4-  c"y  4-  d"z  4-  e'v  4-  . . . ) . b' 

4-  (a"  4-  b'x  4-  c"'y  4-^d"'z  4-  e'"y  4- 

4-  . . 

= ab  4-  a'b'  4-  a"b"  4-  a'"b"'  4-  . . . . 

4*  (bb  4*bb4"bb  4-b  b”  «+  . . . . ) x 
4-  (bc  4-  bV  4-  b"c”  4-  b'"c”'  4- 
4-  (bd  4-  b'd'  4-  b''d"4-  b"'d"'  4-  ....)a 
4- 

SWan  fann  fo(gli(jb 

. /c)y 


1008  3ßa^rfc^cinUcf)!cU^rec6nung. 

fefjen , wo  immer  « eine  ©umme  non  üuabrafen , unb 
folg(ic|>  pojteiü  ifl.  ©e^t  man  bet  i^ütje  wegen 


■ <S)= 

fo  täpt  ficb  lei4?f  jcigen,  ba^ 


i + *x  + /5y  +■  y*  + ^<^  + •••  = » 


V _ ^ = V' . 
a 


non  X unabl^ängig  i(f.  Sifferentiirt  man  namtld^  na^?  x/ 
fo  erl^atr  man . 

' /av'\  /^v  \ 2ß  /^p-' 

\^)  ^ \W)  ” “ 


on 

_ 2Ä . « = 2^2  — 2Ä  =:  o ^ 


woraus  bie  25e^auptung  unmittelbar  folgt  ferner  ergiebt 
ftd?  au^  aus  bet  ©leicbung 

unmittelbar,  ba§ 

^ = hj+  b'J  + bV'  + b'V'  + ... . 

b.  i.  ba^ 

4 =3  P , nnb  tbcn  fo 

;■  4>''- 

. »©=“• 

«.  f.  f.  u..  f.  f.. 

ijl,  wonon  wir  fpaterl^in  @ebrau4>  tna^tn  werben, 

3)a  nun 

V'  = V — — ' ' 

a 

non  X unabl^ängig  ij?,  fo  erhalt  man  ben  non  x befrei’ten 
Slusbrucf  fiir  V',  wenn  man  x aus  bet  @lei4)ung 

£1=0 
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bellimmf/  unb  tcit  gefunbcnctt  5Iu«brucf  för  x f<^f  (85.). 
9]a4>’bicfec  @ub(iifution  wirb,  wegen  12  = o, 

'v'  = v., 

fo  ba0  o(fo  V',  eben  fo  wie  V , eine  ^untme  »on  öuabras 
fen  i|T,  bie  aber  »on  x unabhängig  iff.  21ucb  i(t  flar,  baf 
in  ben  ©röpen,  ouß  bcren  üiiabrafen  V'  bc|iet)t,  alle  un= 
befonnte  ©roßen  nur  in  ber  erflen  ©imenßon  »orfomm^n, 
eben  fo  wie  in  V.  2Ufo  ifi  ganj  wie  norhet 

/ 

+ ß'y  + + '5'v  + ...=  ü ; 

/?'  ifi,  wie  borher  «,  poßrib,  unb 

V'  - ^ = V”  , ‘ . 

we^(^)eg  nadb  bem  Obigen  natürlich  fein  x mehr  enthält, 
ifi  audh  bon  y unabhängig.  9Jian  erhält  baher  wieber  ben 
bony  befrei’ten  ,2lußbrucf  bonV",  wenn  man  y auß  ber 
©tei^ung  , I 

Sl  — o 

befiimmt,  unb  ben  gefunbcncn  SGBerth  fubfiituirt,  wo* 
burdh  won 

V"  = -V' 

erhält,  fo  boß  alfo  V"  -wieber  eine  Function  bon  ganj  ähn* 
lieber  SBefebaffenheit  wie  V unb  V ifi,  auf,weldbe  ßcb  olfo 
wieber  ganj  biefelben  ©bluffe  wie  borher  onwenben  laffen, 
wie  foglei^  erhellen  wirb. 

SOion  hat  fltfo  «adb  bem  iSißherigen: 

V — i^  = -v'  ,v  z=  — + r 


V'  = V"  , V'  =.^  + V“ 

V-  _ = V'"  , V"  = ^ + V" 

y y 


si* 


V'"  — ^ = v"" , V*'  = ^ + V" 

u.  f.  f.  u.  f.  f. 

wo  jebe  ber  gunctionen 

V,  V',  V",  V’",  V"" 

eine  unbefannte  @r6ße  weniger  enthält  alß  bie  nädbß  bors 
V.  ®ff 


ß 
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^frge^enbe>  unba,  ß' , f,  d"' , ....  oHe  poflfi»  ftnb. 
®ur4>  fucceffiwe  ©ubftiturion  erl^att  man  ^ierouö  Ui^t  . 


£1^ 

V = ~ + V' 

=4+f+v“  ' 

= ^ + T + 7-’  + ''" 


ir 
ß‘ 

«.  f.  f, 


b.  i.  enblid^, 


Sl"’^ 

S"' 

u.  f.  f. 


V = z/ä  + z/'«  + Z/ 
, Sl’'-  , ß"= 

; = — + Ä"  + 7" 

wo  olle  OTennec  pofitio  f?nb. 


0'"2 

H — jtt; — h . . . . + Conit 


67.  9}?on  benfe  fidb  je^f  irgenb  ein  ©p|Icm 

1.  1',  1",  1"' 

bcflimmecc  SBert^e  »on 

X,  y,  z,  V,  ....  , 

unb  bejet(jbne  ble  5el)ler,  b.  i.  bie  Unferf4>lebe  bon  ben 
wahren  2ßerel)en,  buc4> 

fo  b(iß  bie  wol^ren  SEBerf^e  fetbfl 

X = 1 + x',  y = r + y-,  z = 1"  4-  b',  V = r"  4-  

ftnb;  foiflnadb  (79.)  bie3öo^rfcbeinli(|)feitbtefe0©j;(?eniö, 
b.  i.  bie  2ßabrrcbeinli(bfeif,  ba0  bie  gf^lec  wirflicb  bie 
obigen,  on  fi(^>  notitrlicl)  unbefannfen,  aßerfl)e  l>aben, 

= h"  + •••  ) 


ober,  no^  ber  in  6.)  gebroudbfen  Sejeid^jnnng, 
unb  folglidf?  ber  ©r6fe 

e-h>V 

proportional.  2a0f  man  nun  x um  rV  ftdb  anbern,  fo  ifj 
bie  aÖQl)rfcbeinli(bfeit,  'boß  x jwifcben  ben  ©renjen  x, 
X + ö>x  cnfl)a(ten  fep>  inbem  alle  übrigen  unbefannten 
©rb^en  ungednbert  bleiben,  wenn  man^xalo  unenblic^ 


J 
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fftin  annimnif,  nod()  ber  Dtegel  b?r  jufammetigefe^fen 
2öa^rfct)einnd)feU  (8,)/  off?nbac  ber  @r6fe 


-h»v 


dx 


proporfionat.  überl^aupf -bfe  SBal^rfcbeinlicbfeif, 

ba§,  inbem  ade.  übrigen  unbefonnfen  ©rö^en  ungednberf 
bleiben,  ber  SBert^  »on  x jwif^ien  ben  cnMidben  ©rdnjen 
— ^unb  + enthalten  fep,  bem  be|liminten 


I- 


— h’Va 
e,  dx 
— 5 > 


proporfionat,  wobon  mon  jidb  nach  einer  ftrengen  3)?efbobe 
ganj  auf  biefelbe  SBJeife  wie  in  (79.)  bei  einem  gonj  a^ntU 
4)en  Satt  überjeugen  fann,  inbem  bie  2lflgemeinl)eit  ber 
bortigen  ©(^lüjfc  lei^f  in  bie  "klugen  füttf.  i'ü0f  man  nun 
X bbttig  unbejlimmf,  fo  finb  — oo  unb  + o«  bie  ©ran* 
jen,  jwifd?en  welche  fein  SBerfh  überhaupt  fallen  fann, 
unb  bemnadh,  wenn  x unbefiimmf  bleibt,  bie  5JBal)rfclKin= 
licbfeit  beo  in  Ovebe  jlehenben  ©pftemo  ber  3Berti)e  ber 
übrigen  unbefannten  ©rö^en  bem  bejtimmten  3ntegrot 


/: 


•4.00  — h»V 


proporfionat.  9la(^  (79.)  tji 


f- 

«nb  na4>  (86.) 

/ — h>V 


4-00  — h’x*-j  y"ir 


5x  = e 


+ v[ 

1 


Px 


-h^v'  , 

= e . e rx » 


WO  fein  x mehr  enthütf,  fo  bap  atfo 
S)a  nun  ferner  (86.)  , 

fl  = 1 + ox  + ySy  + y*  + Jv  + . . .' 

1(1,  fo  ijl,  ba  hicc  bto0  x ato  berünbertich  befra(3hfef  tpirb: 

PSl  Px  _ i 

5x"  * ’ Ää  ~ a 

@ff2 
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gotgticl» 


— — h»fl> 

e **  5x  = e “ 


^ fix  i a 
8Sl  ■ -sTTr  = — e 


— — h*  Ä* 


8Sl 

1 — h’V' 

Ja  8x=-a  Ja 


da , 


an 


S)a 

A 1 + ax  + i»y  + yz  + ^7  + . . . , 

unb  a pofiti»  ijl  (86.)/  bie  ©r60en  y,  z,  v,  ...  aSet 
at8  con^ant  betrautet  »erben , fo  i|l  offenbar  gtei^^ieifig 
X ==  + OS  / i2  = + oo  , tt)o  bie  Obern  unb  unfern 
4?en  ficb  auf  einanber  bejte^en.  2Itfo 


r"-h-v,  , -..v-  r" -T'-’“ 

I e dx  = — e f e 

f — 00  a f — oo 

1 .—1  — i i — h’\' 

= — e . ■ '■  = h o 


dA 


hr- 


woV'nury,  z,  v/  ...  entl^ätf. 

2((fo  ijl/  inbem  X unbejlirtimt  bfeibf/ bie  2Bol^rf(^)ein= 
liebfeit  bes  ©pftemö  ber  SEBerfbe  ber  übrigen  unbefannfen 
©rb^en  ber  ©rope 


— h*  V' 


proportional,  ©etraebtet  man  nun  ferner  auch  y alö  un* 
beftimmf/  fo  ijl  bie  2ßaf>rf4)einlicbfeif  bep  ©pjlerag  ber 
SBertbe  ber  übrigen  unbefannten  ©rbpen  ganj  eben  fo  bem 
bejlimmten 


f- 


' — V.—  i — h»V" 

e dj  ~ h p e 


b.  i.  ber  ©röpe 


— h»V" 


proportional/  »orauts  ferner  folgt,  bap/  wenn  auch  z 
unbejHmmf  bleibt,  bie  SEBabrfiieinticbfeif  bc6  ©pPenitJ 
ber  Berthe  ber  übrigen  unbefannten  ©rbpen  bem  beflimm« 
fen  3ntegral 

'•+00 


/: 


-Ji’V  a , — 1 — i 4 -h’V 
e dz  ^ h Y e 
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t).  {.  ber  ©cöße 


h*V” 


proportional  iji,  «.  f.  f. 

I 

Obgteict)  wir  bic  foigenbcn  Setradbfungen  ouf  ben  ^all 
befdbrclnfen  werben,  wenn  nur  üier  unbefannte  ©rb^en 
X,  y,  z,  V ju  beliimmen  finb,  fo  wirb  bieo  bodb  ber  UIÜs 
gemeinl^eit  nicht  fchaben.  3)ie  9Bahrf(hein(ichf eit  beg  3Ber* 
theo  »on  y i|i  nadh  bem  ^^Jorherge^enben  ber  ©rbße 

-h^r 

proportionot.  5lber  noch  (86.) 

V"'  = ^ + v"" 

wo  V""  fein  v me^r  ent^blt,  unb  bemnadh  eine  conjfante 
©rbpe  ifi,  fo  boß  glfo  * 

0’“2 

V"'  = ^ + c , 

obige  SBohrfdheinlidbfeit  folglidh  ber  ©rb^e 

\o'"i  ’t  0"'i 

-|■'  V-  + ‘=  -h-o  -‘•'r 

e , ' ' = e .e  , 

b.  i.  ber  ©rb0c 


3"‘ 


proportionot  ijl.  ®ie  3Bohrfcheintichfeit  wirb  oifo  om 
grb^ten,  wenn 


ein  SWopimum  wirb,  ^ifferentiirt  mon  nun  biefc  bto0 
pon  V obhbngenbe  ^unction,  unb  fe$t  benüDifferentiotquos 
tienten  = o,  fo  erhält  mon:  , 

' h*  3"'  Sa'" 

-2Ä.-^  = 0. 

taber  (86.) 

Sa" 


a"’  = r + 3"v,  = 3"' 


Sotglich 
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h’  fl“'* 


- 2h»ß"e 


ö"’ 


= o , 


tvorauiS  fogteicl^: 

ii"’  = o,  r + r'v  = o,  V = — — 

wefdfjet!  atfo  ber  tva^rf(^)einU(^jf!e  2öerf^  tjon  v ijt.  3Bir 
l^dtten  ju  bfmfflbcn  0?cfu(fat  aii(t  ouf  anbcrm  2Bege  mifs^ 
(eljl  unferer  frubern  Sornietn  gelangen  f6nnen,  unb  wer^ 
ben  na(^b?f  «uf  bie  Uebereinfiimmung  ber  SXefulfate  befon» 
ber«  aufmerffom  niacben.  ®er  roabrc  5öertb  toon  v ifl 
olfo  für  biefe  Sefltmmung,  wenn  wir,  wie  oben,  ben  §eb* 
ler  bur4>  v'  bejeic^nen: 

V = — ^,  + V , 

Wel4»e«,  für  V in  ß"' gefeijf , giebf: 

ii”  = r + + V j = r v' , , 

fo  bo0  alfo  bie3Bobrf(beinU(^feif,  ben  geiler  v'  ju  begehen, 
ber  0r6§e 

},jy''2V> 


proporeional  fjl.  3>ie  SBa^rfi^einlicbfeif,  bei  ben  unmifs 
telbaren  Beobachtungen  ben  ^ begehen,  ifb  nadb 
(78.  79. ) ber  @r6^e 

— h*J*  ' 
e 

proportional,  unb  h i(l  bie  ^rilcifton  ober  ba«  ©ewidbt 
ber  Beobachtungen,  ©ächte  man  nun  ben  obigen 
SBerth  »on  v burd}birecteBeoba45tunggefunben,  fo  würbe 
bog  ©ewicht  ober  bie  ^^rücifion  biefer  Beobachtung  = 
K h " = h K" fei;n , fo  bag  jlch  olfo  bag  ©ewicht  ber 

obigen  Bejiimmung  »on  v ju  beni  ©ewichte  ber  Beoba^^ 
tungen;»erhält wie  hK(r":h  = Kc^":I,  oberegijlbag 
©ewichtber  wahrfcheinlid)(ienBenimmungt>onv=  d"', 
wenn  man  bag  ©ewicht  ber  Beobochtungen  = 1 feQt. 

©g  i(i  nun  nach  (86.) 

= a'  + ^ si , 
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(f)=^ 


. oy 


ift. 


ferner  ijT 

= K^) + ?©  + ?© 


= Ä"+^ü'  + -^Ä, 


^nbü4^ 


^ =-^C?7)  = ^C?7)  + t(t^)  ^ 

= K^')+f(f)+T(^> 


fdM'“\  , p:  /cip:'\  , p /dp  \ , p /dp\ 

— i\-7>7)  + y i dv)  + jyyFj  + T KT7J 

— a'  4-  —£>"  4-  ~P’  4-  — P . 

— ^ + y-  - + li-  + « 

tWon  ^at  o(fo  folgenbe  ©(eic^ungctv;  ' 

p = Ä 

9=^’  + T^- 

R=  P"  + -|;i2  + 

ß a 

S = ä"  + Kp”  + ^P'  + -i» 

ober  flud^;  wie  er^eHeft 

p =¥ 

p'  = q + %p  , 
il"  = R + s'Q  + H'P 
P"'  = S + 6'R  + »"Q  + 2t"P 
WO  oDe  €oefftcienten  bon  P,  Q,  R/  S,  befannde  ©r6ßen 
finb.  Slbet 

r>'** 

p"  = i"  + a'"v,  V = - ^,  + 

5Ufo  oDgemein 


V = - 5^P  + ^Q  + pR  + 3^s  . 

Drücft  man  alfo  v bur4)  eine  ©leicbung  »on  ber  §orm 
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V = L'"  + A/'P  + B."  Q + C,"'R  + D,"'S 

auö,  fo  tfl,  »ie  aus  bcm  Obigen  erließet,  L"'  bertvol^c-' 
f4)cinli4?(ie  SBert^  »on  V,  unb,  ba 


iß,  TS"  =p^beffen  ©en)i(^f,  bas @c»ic|>f  bcr  23eo* 
ba4>tun9<n  = 1 gefegt. 

hieraus  ergiebt  fidb  nun,  ba  bie  Mgemeln^eit  ber  obU 
gen  0(blüffe  fogtcidb  in  bie  klugen  f^Qt,  unmittelbar  §ot< 
genbeS.  (£s  i|l  nai^  bcm  Obigen  überhaupt 

p = + bV  + VJ'  + \T'J"  + . . . 

Q ■ — c/f  c ^ c c /i*  • • • 

R = d/f  + dV  + d"^  + d"'^'  + . . . , 

S = eJ  + + e'"^r  + . . . 

U.  f.  f.  U.  f.  f. 

m ©lei(bungen  jmifcben  ben  m unbefannten  ©rS^en  x, 
y.,  z,  V,  mel(be  in  J,  J' , J" , J'" , ...  afle  nur  ' 
in  ber  erjien  ®imenfion  norfommen.  ©liminicf  man  nun 

aus  biefen  ©leicbungen  X , y,  z,  v,  Wd)  befann» 

ten  algebraifi^en  SOiefboben,  fowirb  man  bie  SBert^e  bie= 
fer  unbefannten  ©r6^en  offenbar  immer  bur^  Slusbrücfe 
»on  folgenber  §orm  barfieflen  fbnnen: 

. x = L + A.P  + B,Q  + C,R  + D^S  + .... 
y = L'  + A/P  + B/Q  + C.'R  + D,'S  + .... 

z = L"  + A,"P  + B,"Q  + C/'R  + D.'S  + .... 

V = L"'  + A/"P  +B/"Q  + C/"R  + D/"S  + . . . . 

U.  f.  f.  U.  f.  f. 

.^af  man  biefe  ^lusbrürfe  entroicfelt,  fo  finb  , 

L,  L',  L",  L"' 

bie  mabrf4?einli(bjlcn  SJBertbe  ber  unbefannten  ©rbfen  x, 
y,  z,  V,  unb 

1111 
yA,  ’ yß/’  yc/'*  yD/" 

bie  ©emidbte  biefer  S5effimmungen , baS  ©emicbf  ber  Seo= 
baefefungen  = I gefegt,  fo  bag  olfo  biefe^  elegante  ana» 
Iptifcbe  Sßerfabren  mit  einem  9Kale  ju  ber  ^ejiimmung 
ber  ivabrfcl;einli^|ien  SBertbe  unb  beren  ©emid^fe  füb^t. , 
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! 

3fl  nur  eine  unbefaunee  @r6fe  x p beflimmeny  unb 
luon  ^at  foigenbe  ©(efcbungen  f^r  bie 

^ — a + bx , <4*  = a'  + b'x ,,  = a"  + b”x , . . . , 

fb  erhält  man  (ei^Jf  t 

P = ab  + + •••  + "i"  "i"  "i*  •••)* 

ab  + aV  + aV  + ...  , 1 p 

*“  b’-  + b'^  + b">  + ...  ■*■  b’  + + b"»  + ... 

2I(fo  ber  n)ol^rfcbcinUd;f!c  2Bertl^  non  x 

ab  + aV  4-  aV  + a"V'  + ...  . ' 

b=  + b'»  + b"»  + b"'>  + ... 

«nb  fein  ©et»t(^f  / , 

= y-(b^  + b'>  + h'’'-  + b"=  +’...). 

©inb  bie  ©teidbungen  für  bie  §el^(ec 

J =z  a — X,  ^ = a'  — X,  J"  = a" — x,  ... 

«nb  bie  5ln jal^i  ber  ©eoba4)fungen  = n / fo  i(t  ber  »a^r» ' 
f4>ein(icblle  SEBert^ 

_ a + a'  + a"  + a'"  + .... 

«nb  bo«5  ©ewicbr  = Kn,  baö  ©ewi^f  ber  ©eobadbfun* 
gen  = 1 gefegt.  3jl  olfo  baß  ©ewi^t  ber  25eobadbeun* 
gen  =h,  fo  ifl  baß  ©ewicbf  beß  9?efulfaeß  = hKn. 

ba^er  ber  waf)rfcbeinlicb(^c  genfer  ber  ©eobadjtungen 
~J,  fo  ijl  ber  wat)rfc^einli(jb(le  Sezier  beß  Dvefultoteß 
offenbar  nur  = , ba  bejfen  ©emidfjf  K n SOial  großer  i|?. 

©e^  je^r,  um  nodb  einmal  ju  bem  fdbon  in  (80.)  be®  , 
fianbeteen  ©eifpiet,  wenn  au4>  ^ier  in  no4>  etwaß  anberer 
©ejie^ung  juröcfjufe^ren: 

X = X — y + 2z 
X'  = 3x  + 2y  — 5z 
X'  = 4x  + y +■  4z 
X '=-2x  + 6y  + 6z 

unb  bur^  ©eobadbfung  gefunben : 

A = 3.  A'  = 5,  A"  = 21,  A'"  = 28  . 

2)ie  ©ewidJfe  ber  brei  erfien  ©eobad^fungen  fepen  einam 
ber  gleich  i ber  lel|fen  aber  fep  nur  baß  l>al^>«  ©ewichf  non 
jenem  beijulegen.  3)ie  Segler  (inb 
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• \ 

^ z=  A — X = 3 — *+  y — 2* 

, /f“  = A'  — X'  = 5 — 3x  — 2y  + 5z 

^'  = A"  — X"  = 21  — 4x  — y — 4z 
= A"  — X*"=  28  + 2x  — 6y  — 6z  . 

®a  aber  bet  »ierfett  23eoba(^)f^ng  bto0  ba6  l^afbe  @ett)i4>f 
beijulegen  fo  mu0  man  na(^  (83.)  bloß  als  §e^s 
ler  in  bie  DJedbnung  einfü^ren,  «nb  etl()ält  bemna(^>  fot» 
genbe  5Iubbtücfe  für  bie  ^e^let: 

^ — 3 — % + y — 2z 
5 — 3x  — iy  + 5i 
— 21  — 4x  — y — 4z 
.</"  = 14  + X — 3y  — 3z 

WO  atfo  a,  'b,  c,  u.  f.  f.  biefetben  Sßerfl^e  l^aben  wie  in 
(80.).  Sei  i|l  nun  j.  35. 

p = + bV  + h^J“  + b'"z/"' 

[—3+  X—  y+2z 

) — 15  + 9x  + 6y  — 15z 

“ 1 — 84  + 16x  + 4y  + 16z 
I 14  4-  X — 3y  — 3z 
= — 88  + 27x  + 6y  . 

gü^rf  man  biefe  Oiecbnung  nun  auch  für  Q,  R auö,  fb  er* 
man  folgenbc  brei  ©leidbungen: 

= — 88  + 27x  + 6y 
Q — 70  + 6x  + 15y  4-  z 

R z=  — 107  4-  y 4-  54z  , 

3lue5  biefen  brei  ©teicbungen  beflimme  man  x,  y,  z. 
gut  y j.  35.  würbe  bie  DJe^^nung  fo  (leben: 

54  Q = — 3780  4-  324x  + 810y  4-  54z 

R = — 107  4-  y 4-  54z 

54  Q — R = — 3673  + 324x  4-  '809y 
12  P = — 1056  4-  324x  4-  72y 
— 12?  4-54Q  — R=  — 2617  4-  737y  . 

2)urcb  biefe  ©liminotion  crbcltt  man: 

19899X  = 49154  4-  809P  — 324Q  4-  6R 
737y  = 2617  — 12P  4>  54Q  — R 
6633z  = 12707  4-  2P  — 9Q  4-  123R  . 

unb  fotgticb  nadb  bem  Obigen , wenn  man  nur  nodb  burcb 
bie  ©ocfftcienten  »on  X,  y,  zbibibirt,  bie  wabrf4)einli4)» 

(len2ßertbcJ 
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X = 1 0 a a *'  *“  2/470 

y = = 3,551 

„ 1 2 7 07  1 Qlfi 

* ÜC3T  X,yiu  . 

®le  bicfer  Söejlimmungen  flnb,  bo$  ©ewi^Jt 

bec  25eoba4)tnn9en  = 1 sefe^f : 

fHtx  ....  = = .4,96 

fuc  y ....  = r w = 3,69 

. ‘ für  z ....  = r «1^*  = 7,34  . 

2Ufo  ifl  z »on  oflctt  om  f4)ärf(ien  beflimmf , • y am  wenig* 
flen  genau,  fo  ba^  y nur  ^a(b  fo  fi^er  i|l  oiö  z. 

88.  SBeber  bei  2Iuefmiffe(ung  ber  wa^rfcbein(i(^flen 
SEBert^e  ber  unbefannten  ©roßen,  no^  bei  Sejlimmung 
ber  relatiren  ©cwicbfe  berfelben , brauste  man , wie  aus 
bem  QSor^erge^enben  erbellef,  ben  SEBerr^  ber  @r6ße  h ju 
- fcnnen.  2Jnbeß  ijl  eine  jlenntniß  biefer  @r6ße  immer  on 
ßdb  interejfanr  unb  (e^rrci^,  unb  wir  wollen  ba^er  je^f 
nodb  einige  S3emerfungen  über  bie  2lrf  unb  SBeife  ^injufü* 
gen,  wie  mon  burcb  bie  ©eobadbfungen  felbft  ju  einer  foti 
5>enÄenntniß  gelangen  fann.  S)en  Sö3ert^  bcs^ntegralö 

/ r«  ’ 

»on  t=:o  on  geredbnef,  woHcn  wir  bei  biefer  Unferfu*  ‘ 
4)ung  burdb  0t  bcjei^nen.  DJliffeljl  ber  in  (75.)  gegebe. 
uen  gormeln  ßnbet  mon  leidet  folgenbe  »on  ©auß  bere^» 
nete  SÖJerf^e  biefer  gunction : ' ' 

0,5000000  = ©0,4769363  = ©e 
0,6000000  = ©0,5951161  = ©1,247790? 

0,7000000  = ©0,7328691  = ©1,536618? 

'•  0,8000000  = ©0,9061939  = ©1,900032? 

0,8427008  = 01  = ©2,096716? 

0,9000000  = ©1,1630872  = ©2,438664? 

0,9900000  = ©1,8213864  = ©3,818930? 

0,9990000  = ©2,3276754  = ©4,880475? 

”0,9999000  = ©2,7510654  = ©5,768204?  ^ 

1 = 000  = ©<*>  . 

®iefe  SBettl^e  werben  »on  bem  ©ange  unferer  ^uncfion 
eine  ^inlonglictje  Ueberßdbt  geben. 
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89.  ®ie  SBal^rf^jctnlidbfeU,  bo0  ber  §el^Ier  J einer 
Seobacbfung  jwifdjjen  bcn  ©cenjen  — 8 unb  H-,  8 ene^aU 
een,  ober,  o^ne  ouf  ba«  s{ci(^)cn,  nid{>t  größer  . 

oles<y  fe9,  iß  nac^)(79.), 


''■f- 
=■/ 


h’  J‘‘ 


f5.h^ 


T-. 

■f. 


3 — . 
e a .a/i 

, rn 


2e  f? . 


Yn 


WO  ß4>  immer  bie  ©renjen  bloß  ouf  bie  reränber(i(^e 
©röße  4 bejie^en,  wie  ß^  non  felbß  nerße^fi  ©e^eit 
wir  nun  hJ  = t,  fo  iß,  für  4 = o,  oudb  t ==  o,  für 
4=8  ober  t=  hj,  unb  folgU^)  obige  S£Öo^rfcßeinli(ji>feit 


■/: 


26 


<9t 


Yn 


= shs 


WO  ß(b  nun  notüriicß  bie  ©renjen  ouf  bie  nerünbertidi!^ 
©röße  t bejiel^ert.  0e^en  wir  hJ  = p,  J = ^, 
fo  iß  bie  ®o^rfd(?einücßfeit,  boß  ber  ^el^ier  jwif(|>en  ben 
©renjen  — ^ ent^otfcn,  b.  i.,  o^ne  Üvücfß^it 

ouf  boö  3«^4>cn,  nidbt  größer  olö  ^ f<9/  **<*'^>  (88.) =4/ 
foiglidb  ber  entgegengcfe^fen  SEBol^rfcibrinlicbfeif  g(eidi>,  fo 
boß  e0  fllfo  eben  fo  wo^rfeijeiniiefj  iß,  einen  gebier  ju  be= 

g'e^en,  wef^jer  < |-,  o(g  einen  ^c^Ier  ju  begehen , xotU 
ßjer  > y:  *ß'  ®ion  nennt  böiger  bie  ©röße 

Q _ 0,4769363 
h ~ h 


ben  wol^rfdi)einn(ji)en  geinter,  unb  beieic[>net benfeU 
ben  nodb  ©ouß  mit  r. 

5ür 

8 = 2,438664 . -f . ^ = 3,818930 . ^ 
n n 

J.  iß  * 

4h  = 2,438664e  ^ 3h  = 3,818930?  . 

2i(fo  bie  SBabrßbeintidbfeif,  boß  ber  §e^ier  2,438664() 
ober  3,81893ü(>  ni^^f  überßeige,  rcfpectine  = ^,  = 
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1^,  «nb  fo(gK4>  ble  enfgegengefcl^fe  SBa^rf(te{nn4»F<if, 
bie  ©o^cf4)efnn^Fei(  ndmli(^),  bo0  bet  Seifet  öbec 
2,438664p  ober  3,818930p  l^inauggcl^e,  nut  -^,  = ' 
ti*  f*  tt>* 

\ I 

90.  S>ie  ®a^rfc^elnn4>Fe{f,  ba0  bei  n wirf Hdb  ange*  - 
(feUfcn  Seoba^fungen  bie  J , J' , J' , J" , ... 
fe^et»/  warna(^(79.) 

woh  aiö  gegeben  ober  be(?dnbig,  bie^ebier  bagegen  o(ö 
»eronberti^  angefe^en  werben.  S3etra^fet  man  aber  je^f 
' «mgefebrt  bie  gebier  ato  gegeben  ober  befidnbig , bae  ©e^ 
wi4)f  h ber  Seobaebfungen  bagegen  alo  unbefannt  ober 
terdnberiidb/  fo  wirb  bet  ridbfige  SBerfb  »on  h offenbar 
berjenige  fepn,  weidber  ben  Reblern  J,  J',  J",  enfs 
fpricbf/  unb  cs  wirb  folgticb  offenbar  burdb  obige  ©rbße, 
wenn  bie  ^eblrr  gegeben  ober  conffant  befradbtet  wer» 
ben,  audb  bie  3ßabrfcbeinli(^feif  ausgebrueff,  ba^  h ber 
wahre  SSBereb  bcs  ©ewidbfs  ber  SBeobadbfungen  fe^,  fo 
ba^  a(fo  biefe  SBabrfdbeinlidbfeit  ber  @rö0c 

proporrionat  ifl.  S)cr  wabrf^jeintidbffe  SBerfb  bon  h wirb 
olfo  berfenige  fepn , für  welken  biefe  ©rößc  ein  ü)iopimum  ' 
wirb,  ©ifferentiirt  man  nun,  inbem  man  bie  gebUr  ais 
colifiant betrautet,  unb 

4. . . . = s 

feljt,  nadb  h,  unb  fe^f  bas  ©ifferentiai  = o,  fo  er* 
bait  man: 

* nh"-*e-*‘'®-2h"  + lSe“**’®  = o, 

n — 2h-  S = o , - 

^ ~ f^ÜS  2(.^*  + z/'»+^"»+/f">+...) 

wetdbes  aifo  ber  wabrfdbeinlidbfic  SEBetfb  »on  h fepn  wirb. 
4>icrauS  erbüif  man  unmitfeibor  ben  wabrfi^einlidbflcn 
5ffiertb  bon  r,  b.  f).  ben  wabrf4>einli(bfien  SSereb  bcS 
wabrf^einli^ien  gebters  = 
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» 

=.  0.4769363p^-^^+-"'^  + -^;  + <'-  + ---^ 

= 0,67m97f^'-  + ^^  + ^:  + <^^- , 

S)cr  tt>al^rfc()einU(fe|!c  SBerf^  t)ott  h foD  bet  j^urje  »egen  im 
goigenbm  l>utc|)  H bejei^net  werben  / fobapaifo 


« = Kn:r 


. • t/2  + +^"- + -^' + ••  ■ ) - 

i|f.  (Eben  fo  foß  ber  obige  wa^rfebeinllebfle  SSJerflp  bon  r 
bwr4)  R bejei(t>nef  werben,  fo  bo0»alfo 

V^t/2  4-t/'2+t/"2+t/'"2  +... 

R = 0,6744897 — — ^ 

i(!.'  SOlan  jte^fi)terau0,  ba0  immer 

HR  = — 0,47693631  = e 

91.  SDlan  begreift  leii^jf , bo0  man  bon  biefer  Sejiims 
mung  bon  h unb  r be(lo  weniger  berechtigt  iß/  biete  ©es 
nauigfeit  ju  erwarten,  je  f (einer  n ifl.  ©ntwiefetn  wir 
ba^er  ben  ©rab  ber  ©enauigfeit,  wetdben  man  berfelben 
ibeijutegen  hat,  fiir  ben  gafl,  wo  n eine  große  gahi  »ft* 
9la^  (91.)  berhätt  ßcb  bie  aSßahrfcbeintidbfeit , baß  H ber 
wahre  SBerth  bon  h iß,  ju  ber  2Bahrfcheinli4)feit , baß 
tiefe  25eßimmung  bon  ber  fffiahrheit  abweicht,  «nb  j.  Sö. 
H + ü.  ber  wahre  ?ißerth  bon  h iß. 


= H-e 


-H2S 


:(H  + i)»e' 


2lber 

H =1^-^,  s = . 

Solgtich  ba0  Sßerh^ttniß  obiger  SBahrfcheinti^feiten 

_i  n(H  + l)2 

O 

= Hne 


: (H  + l)“e 

n(2Hl  + i2) 
2H2 


2H2 


= l:|l+ äj 

logn  1+jj- 

s=  l:e  '"e 


2H2 


= l:e 


n(2Hl  + l*) 
2H» 


■ nlognj  1 +i^| 
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216«  (Sogarif^rnuö.  42.)  - 


2Hi  + i»  , I,  , i 

— 2H= 


a X 

~~H  “2H’  ir  ” ^ 


H» 


1* 

i-ip  + 


~ H>r  ^'H  ^ ^ ■■  ( 

«nö  folgtid^  baö  S3er^ä(fni0  obiger  9£Bo^rfc6einlldbfei(en 

_ . H»  I ^ iT  ^ •*  H>  ^ ^ j 

SS  1 t ^ • 

SBegeit  beet  negatioen  G;rponenfett  unb  bec  berrScbtlidbett 
©r60e  t)on  n wirb  t>a$  5weite  ©lieb  biefes  Sßerbälfnijfeö 
nur  bann  gegen  baö  erjTc  no(^  merflidb  fepn/  wenn 

ein  febr  fleiner  0ruc6  ifl;  6-  6*  wirb  nur  bann  no4>  tu 
nige  935a6rfdbeinlid)fcif  norl^anbcn  fepn,.  baß  nicßf  H,  fon* 

bern  H + A ber  wa^re  QBerf^  »on  h i(i,  wenn  ^einfel^r 
fleiner  25ru4>  ifl/  welcbeg  unß  bere^Jtigf/  ffa«  beö  obigen 
QSer^ältniffeo  fürjer  biefeg  ju  gebrau(t>en; 


ni» 

■r=‘ 


fo  baß  alfo  bie  ?JBa^rf(t)einli4)fei(r  baß  H + A ber  wal^rc 
SBert^  »on  h iß, 


= Ko 


nl» 

'h^ 


gefegt  werben  muß,  wo  K eine  conßanfe  ®r6ße  bejeidbnef. 
2llfo  iß,  na(t>  einer  früher  fcßon  öfter  gebrauchten @dblußs 
ort,  bie  2BabrfC)einliC)feit,  baß  ber  wa^re  ®ertb  non  h 
jwißben  ben  ©r^njen  H — A unb  H + A enthalten  iß, 

■r^  , 


r‘ 

=’■) 


dl 


®a  nun  ber  2Bert^  »on  h gewiß  jwifdben  ben  ©ränjen 
H — A unb  H + A enthalten  iß,  wenn  man  für  A ben 
größten  übetbaupf  julüffigcn  SBertb  A' fei^t,  fo  iß 
flar,  baß  man  bie  ©onßante  K fo  beßimmen  muß,  baß 

• + i’  ^ 

H’- 


6l  = i 
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wirb,  weit  füc  bicfe  ©renjcn  obige  ®a^tf(l^einti^feif  of* 
fenbar©ewip^eif,  b.  i.  = l ij!.  ©obatb  aber^  auf^bct 
ein  fe^r  fteiner  ©ru4>  ju  fe^n , wirb  wegen  ber  ©r6ße  »on 

n offenbor  e~H^,  atfo  audb  ber  5Bcrf^  beö  obigen  be* 
fiimmecn  ^nregrato  unmerftidb,  fo  baß  olfo 


r+i' -w  n 

Kl  e dlunbKJ  _ 


+ «’  — hT 
e “ fli 


ni^t  merflidb  non  einanbet  oerfdbieben  (e^n  fönnen,  imb 
bemnoci»  »erraffet  i|l,  K fo  ju  bc|timmen , baß 

r-  -S 

V-. 

wirb.  ©0  iß  aber,  für 


= 1 


ni»  2rn  _ , 5j  _ H(5t 


weit  offenbar  für  ^=+  «»  audbt=+  «»  iß,  no(ib(79.) 

/ni*  - , 

KH  , _ KHr« 

^'  = 1^7-00  ® r^- 

2ttfo 

KHrz  = i,K  = lKii, 

yn  ’ H f 71  ’ 

unb  fotgtic^  bie  «HJa^rfcbeinlicbfeif,  baß  h jwifcben  bett 
©renjen  H — 1 unb  H + 1 enthalten  fep, 


-in -fl 


+1-^ 
2 

n2^ 


■/. 


r'» 


fo  baß  atfo  naß>  ber  in  (88.)  eingefü^rten  ©ejeicfjunng  of- 
fenbar bie  in  Dvebe  ße^enbe  2Bal}rf4)einticf>feit 

- K¥) 
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ift.  S)lef«  2Bo^rf^«ntidi>felf  iß  a(fo  = wenn 


— _e,  i _ H — 


i|l,  unb  1 gegen  1 ju  t»e«en,  bop  ber  wal^re 

Sfflect^  bon  h 5wifcben  ben  ©renjen 

Hege.  3>a  ferner  p = rh,  p z=  RH  iff  (89.  90.);  fo 
i(f  rh  = RH,  r = ^;  unb  folgltdb  aud(>  1 gegen  1 ju 
werten,  b<ip  ber  wo^re  ©ert^  bon  r jwi'fd(jen  ben  ©renjm 

RH  . . R R 


RH 


ober,  wenn  mon  biefe  SJrüdbe  in  Dtei^en  cntwicfeit,  wegen 
ber  Äieinijeit  bon  — jwjf(^en  ben  ©renjen 

liege. 

®ir  l^aben  alfe  fotgenbe  $ormeln 

s = + + . . . 

2Bo^rf(^?einlic^>(!er  Sel^ler  ber  ©eoba4>tungcn  = 

r'  'c 

(90.)  . 

sffial^rfcpeinlicbfler  geiler  be«  ouö  ben  Q3eobo(jbfungen  nadb 
bem  orit^metifi^jen  9)litte(  gejogenen  0?efnlfat g =r:  ^ (87.). 
SBa^rf4iein(i4)|le  ©renae  beo  ©eobacbtunggfe^lero 

SBö^tf.^dnU(^(ie  Un(i(J)(r^ett  »on  R ölfo 

0,4769363  R 

“ rn  * _ 

Sitfrow  (Theoret.  u.  pract,  Astron.  I.  Wien. 
1821.  S.  266.)  fanb  für  bie  SSreite  ber  Ofener  ©tern* 
warte  folgenbe  10  0vefultate; 

V.  Ztt 
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, SEBa^rfc^einlic^f  eiföro^nung. 

47»  29'  11",  5 
12  , 2 

' 12  , 8 . 

' 11  , 2 

J1  . 7 
12  , 3 

I 11  , 5 

11  , 9 

12  , 4 

12  , 5 

Sffiittci  47»  29'  12",  00  . 

Jel^fer J , J' , ...  jebet  etnjeltTert  SSeoBadE>fung 
fann  man  gtei^  bet  ©ijferenjjeberiöeobacBfung  non  biefem 
ÜJiiftel  annebmen.  S)ic6  gicbf 

S = 2,42 ; n = 10  ; 

R 

-j^  = 0",3.3;  ~ =s  0'  ,104  ; 

0,47694p^  ='0''.01G  . 

92.  ö:ine  mcifcre  2lu6fi'ibrung  biefes  mistigen  ©egen* 
ftantes  ncrflattet  l}ier  bet  9?aum  nic()f.  @au0  fic6 
burd)  ©ntwicfelung  bet  obigen  ‘^bcorie,  mcldbe  bie  ©cunb= 
läge  aller  2lnmenbungen  bet  Slßabrfcbeinlicbfetioredjnung 
auf  bie  Olatunviffenfcbaft  entbälf , unjierblid;  »erbienf  ge^ 
macht-  ®ie  eigentlichen  Quellen,  ivorauß  man  biefetbe 
flubiren  nni^/  fliib  bie  Theoria  niotus  corporum  coe- 
iestium  Hamburgi.  1809.  p.  205.  sqq.,  jmei  2lbhanb* 
tungen  non  ©ail^  in  betMonatl.Correap.  Thl.  XXIV. 
Utib  bet Zeitschrü’tfürAstron.  Thl.I.S.  185. ff.  2luf  bie 
neueflen  hierher  geh6renben©^riften  non  ©auß:  Theo- 
ria Conibinationis  observationum  erroribus  minimis 
obnoxiae.  Gott.  1823.  unb  Supplementum  Theoriae 
comblnationls  observationum  erroribus  minimis  ob- 
noxiae. Gott.  1828.  fonnte  hier  feine  9\iicf|idht  St^ooimen 
tnerfen , (te  nerbienen  aber  ebenfaHoin  jeber  23ejiehung  eifs 
rig)l  ffubirt  ju  werben.  3»  biefem  2lrtifcl,  ber  feine  weitere 
2lueführung  gejlattere,  fonnten  bto^  bie  altern  21rbeiteit 
non  ©au ß berücf|id)tigt  werben,  ferner  f.  m.  noch  tiors 
jüglicht  Gauss  Disquisitio  de  elementis  ellipticis 
Palladis.  Comm.  Gott.  1811.  Bessel  E’iindamenta 
Astronomiae. j).  18.  116.  ^aucfcr:  über  bie  2lnw. 
ber  SKethobe  ber  fleinjlen  üuabratfumme  auf 


Digiüzed  by  Googl 


1027 


SBa^rf^einlk^fetförec^nung. 

/ 

Seobac^)fungen.  SKttau.  1819.  pwei  2l6^anb(ungen  t)ott 
^(ana  in  fcen  Me'ni.  de  Turin.  1811.  p.  355.  unb 
ber  Zeitschrift  für  Astron.  Thl.  VI.  S.  250.  Phil. 
Transact.  1819.  p.  77.  Annales  d.  Math.  T.  XII. 
p.  181,  (£ine  21b^onbIung  non  ©nanberg  in  bcn 
Kongl.  Vetensk.  Academieng  Handlingar.  1821.  p.  ‘ 
388.  ®er2Irt.  Milieu  in  b«rfranj.(£nc.  Gehlersphys. 
Wörterb.  Neue  Aufl.  Art.  Beobachtung  v.  Muncke. 
Thl.  I.  S.  901,  Sine  Sieccnfion  non  n,  0iicfe  in  ben  ' 
Jahrb.  für  wiss.  Kritik.  Febr.  1830.  S.  269.  iBorjügs 
lidb  fludb  Laplace  The'orie  anal.  d.  prob.  Suppl. 

3u  bemerfen  ifl  nod>/  ba§  nodb  ©auß  feine  SÖletbobe 
(beten  et  )id>  fi^on  feit  1795  bei  ber  Sered>nung  ber 
netenba^nen  bebient  ^at)  in  ber  Theoria  motus  etc.  1.  c.  ^ 
befonnt  ntadbfc,  £egenbrc  auf  bog  ^rincip  ber  fieinfien 
öuabratfummen  onfnterffam  gema^)!  ^af  (Nouv.  inetho- 
des  pour  la  determination  des  orbites  des  cometes 
etc.  Paris.  1806.).  ®ur<b  bie  roetfere  ©nfinicfelung  ' 
unb  bie  innige  95erbinbung  mit  ber  2ßa^rfcbein(icbfeit0= 
recbnung  i|l  |ie  aber  ganj  bas  ©igentbuth  non  @au0  ge* 
worben,  ber  fie  übrigens  oucb/  wie  oben  ennübnt,  f4>on 
feit  1795  angewanbt  bat* 

2 i f e r a t u r. 

93.  2Ius  bem  fofgenben  93eriei^ni^  ber wicbtigfien  über 
SEBabrfcbeinlicbfeifsrecbnung  erf(^tenenen  @d>riften  wirb 
man  jugleid)  bie  9)Zanner  erfenncn,  weI4>e  fi4>  um  biefelbe 
om  meifien  nerbient  gemalt  haben. 

®ie  erpen  21ufgaben  über  bie  ©lücfsfpicle  haben  ^aS* 
rat  unb  §ermat  gegen  bie  9Jlifte  bes  17ten  ^ahrbun* 
berts  aufgelofl,  unb  baburch  ben  ©runb  jur  ®abrfcbeins 
lid)fcitsrecbnung  gelegt.  iSabei  machte  fich  auch  ber  9Wt* 
ter  SOHre  befannt,  welcher  ^ascat  einige 'Aufgaben  bie* 
fer  2lrt  norlegte.  23efonbers  wichtig  in  biefer  3«!  i|t 
Hugenii  Tractatus  de  ratiociniis in  ludo  aleae, 
juerft  befonnt  gemacht  non  ©chooten  im  3ab*^c  16^8 
in  feinen  Exercitationes  mathematicae. 

2lud;  i|i  }u  bemerfen : 

%ii  2 
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Of  the  Laws  of  chance,  London.  1692.  Sßotl 
e/nem  Ungenannten. 

2)en  ecfien  »oßffdnbtgern  2e^r6egrtjf  nccfaffe  3aco6 
SernoulU,  weld[?ec  aber  erfl  nach  feinem  ^obe  »on 
Oliroiae  23ernou(n;  bem  Otejfen/  ^erau0gegeben 
warb/  unter  bem 'iifeii 

Jac.  Bernoulli  Ars  conjectandi,  opus  pos- 
thumum.  Accedit  Tractatus  de  seriebus.  inßnitis 
et  epistola  de  ludo  pilae  reticularis.  Basil.  1713. 
©iefeß  2Berf  enthält  au^  bie  obige  ©cßrift  »on  “ 9 * 
gens  mit2lnraerfungen.  SJ'ernoulli  warb  an ber  ^oß* 
enbung  beffelben  burcb  ben  '?ob  gehinbert,  eo  wirb  aber 
noch  jeijt  mit  9le(bt  fe^r  gef(^ä(jt. 

S)ie  “Theorie  ber  ©lücfsfpiele  be^anbelte  SÖiontmorf 
üuöfiibrlicb  in  einem  ebenfaße  no4>  l'e^t  mit  Dved^t  fe§r  ge* 
fcbäljten  SEBerfe : 

Essay  d’ Analyse  sur  les  jeux  de  hazard.  Sec.  e'd. 
Paris.  1713.  mit  23riefen  non  9Jico(a5 

23ernouUi. 

21ucb  ifl  über  biefen  ©egenjianb  ju  merfeni  Uytre 
bening  der  Kanssen  in  het  speelen  door  de  Arith- 
nietica  en  Algebra,  beneevens  een  Verhandeling 
van  Lotteryen  en  Interest  door  N.  S.' Amst.  1716. 
©.  eine  Dvecenfion  hiervon  in  ben  Act.  Erud.  Suppl.  T. 
VlI.  p.  268. 

@el)r  wid^fig  ij?;  The  doctrine  of  chances  by 
Moivre.  London,  1718.  unb'eine  frühere  fleinete 
@<brift  beffelben  Sßerfaffero:  de  mensura  sortis,  bom 
3abrel711.  SOloiore’s  SGBerfet  Annuities  on  lives. 
1724.  1756.  betrifft  bie  2lnn>enbung  ber  SBahrfcßeinli^* 
feitoredbnung  auf  Leibrenten/  3lnn)artfcb,aften  u.  f.  f.  unb 
gehört  baher  nicht  hi«t^>tr.  ijl  in’o 
feßt  »on  ©reg.  gontana  unter  bem  titelt  Dottrina 
degli  Azzardi  etc.  Milano.  1776. 

®urch  mehrere  0cbriften/  m\ä)t  ober  grö^tentheifi 
ber  2lntt>enbung  angehören,  h“^  ©onborcet  , 

oußgejeichnet.  ©r  iff  ouch  93erfaffer  be«  SlrtiPelo  Proba- 
bilite  in  ber  fran jöftfdhen  ©nc^clopäbie.  2 a c r o i p führt 
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toon  i^m  an:  Elemens  du  calcul  des  Probabilites, 
»orjugtict)  aber  Essai  sur  l’applieation  de  l’Analyse  ä 
la  probabilite  des  dccisions.  21ucb  »on  ^re»0(l 
fü^rf  2acroi;  Lebens  sur  le.calcul  des  probabilh 
te's  an. 

S5ei  SSeifem  bo0  unb  »odfianbigfie  2B<rf 

fibet  biefen  ©egenfianb  ifi  ^bec 

Theorie  analytique  des  probabilite's  par  De  La- 
plaae.  Troi«  e'd.  Paris'.  1820. , 
ein«  ber  tieffmnigflettSSBerfe  in  ber?9iot^emadf  öber^aiipf, 
ttetdjee  auch  niete  »{(htige  rein  anotptifdje  Unterfu4)un9en, 
noraöglicb  über  ^Innä^erunggmet^oben,  enfljdtt.  2Ber  e« 
ftubiren  »iß,  muß  fd?on  gute  SßorfeniUniffeinber  ^Inafpß« 
mitbringen.  SGöir  ^äben  Einiges  aus  biefem  fdjarfßnnigen 
SaJerfe  inbiefem  2Irtif et  mitgetbeitt.  t£)ie  britte  2tusgabe  ent* 
t)dtf  unter  bem  “üfet  Introduction  ben  non  ?aptace  be» 
fonbers  ' **”b  non  “iön nies  ins  ®euf* 

f(be  uberfe^ten,  Essai  philosophique  surles  probabi- 
lites, nadb  beffen  nierter  21usgabe,  unb  brei  ©upptemenfe, 
norjögtitb  öber  bie  2tn»enbung  auf  geobdtifd^e  üßejfun^en. 
§ür  ben  erßen  Unferrieijt  ßn.b  beßimmf : 
Biequilley  Rechnung  des  Wahrscheinlichen, 
übers,  v.  Rüdiger.  Lpzg.  1788. 

Se^rbueb  berSBat)rfcheinticbfeifsred)nung  non  Sacroip, 
uberf.  nonllnger.  ©rfurt.  1818, 

Sßonben  Sßerbienjlen  onberer  «matbematifer:  (guter, 
S>’2ltemberf,  ^otjann  unb  3?aniet  23ernoutti, 
norjugti*  aber  ©auß,  iß  ftbon  nbt«  bie  Diebe  gemefen. 
S)urcb  2tufl6fung  mebrerer  ^cobteme  b^ben  ßcb  auch  be? 
fonbers2aqrange,  ^rembtep,  g’XDuitier  nerbient 
gemacht.  3bf«  ««b  2Inberer  afabemifebe  2tbbanbtungen 
finbet  man  nottßänbig  ner jeidbnet  in  R e u s s Repertorium 
commentationum  a societatibus  literariis  editorum. 

Gott.  1808.  T.  VII.  p.  22  — 29.  ®ie  2tn»enbungcn 
oufi'ebensbouer,  Leibrenten,  2tn»artfcbaften , gcugniffe 
u.  bergt.,  potitifeb«  ^citbmetif  überbaupt,  geboren  nid>t 
bierber,  ba  biefer  21rtifel  nur  bie  ©tünbt  ber  2tn»enbun» 
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gen  enfl^olfen  butfre.  5Daö  wi^rigfle  beuff4>e  5£Becf  üSec 
biefe  ©egenjidnbe  ifi  nod|>  immer : 

?efeng  ©inleifung  in  bie  S8ered()nung  bet  2eibrenfen 
unb  2Int»atffcbaffen , bic  vorn  2eben  unb  ^obe  eiper  ober 
meuteret  ^^erfonen  ob^idngen.  Spjg.  1785.  9licbf  nad) 
QSerbienft  fcbeinf  jebodb  befannf  5u  fepn:  Slllgemeine  5ln* 
leitnng  jur  33ered)nung  bet  2eibrenfen  unb  Sinmatffdjoften. 
Sßon  3.  ©.  2)?  cp  er.  2 23nbe.  .^open^ogen.  1822. 1823. 
Slnbere  SKerfc  uberbieSlnwenbungen  gei)5ren  nid?t  ^ieri)er. 

©eraber  ©ptinber  mit  freiefbrmiger 

©runbfiddje. 

9B  (l  r 5 U n SBäijenbe  Bewegungen  nennt  man 
in  ber  ©eometrie  fold()e  wie  bie,  wobur^  j.  B.  bie  ©pfloU 
ben  unbSpicpfioiben  befebrieben  werben.  SW.  f.  bicfe2Irtt. 

SB  e f C I f (1^  m'  1 1 , f.  itegei  ( 9. ). ' ©pUnber 
1-  700. 

' SBed[)fcrÖtDl'nfeI,  f.g3aroaefen(l.). 

SB  C 9 f d f f e 11  / f.  ©Uminalion. 

SBcl'te  be§  einer  frunu 

in  e n <0 1 n ( e / f.  Amplltudo  arcus. 

SB enbun^ßpunft  (punctum  flexus  con- 
trarii,  point  d’inflexion).  SBenn  eine  ©ur»e  oufbei= 
ben  0eifcn  eineo  fünftes  P (Fig.  156.)  liegt,  unb  in 
biefem  fünfte  ein  9Bcd;fel  beo  ©oncaoen  unb  ©onnepen 
patt  finbet,  fo  bap  namlidb  auf  ber  einen  ©eite  bcffelben 
in  feiner  9l<ll)e  bie  ©uroe  ronca»,  auf  ber  anbern  ©eite 
fonnep  gegen  bie  Slbfcijfcnape  i(l,  fo  bei^t  ber  ^unft  P aus 
leid>t  ju  begreifenben  ©rünben  ein  SBenbungopunft, 
worouo  dueb  erbetlen  wirb, ' wobureb  fid?  ein  fol« 

(ber  ^unft  non  einer  ©pi^e  (Fig.  157. ) unterfbeibet  (f. 
SSueffebrpunft ).  ®enh  man  ßd?  bureb  P (Fig- 156.) 
eine  Berübrenbe  gejogen,  fo  i|?  flar,  ba^  bie  ©urne  linfs 
unb  rechte  non  P auf  ncrfcbicbcnen  ©eiten  ber  Berubren= 


' Digttizcd  byGoogl 


5ißenöu»9^punf(.  1031 

, t 

bcn  tkgf,  cIneSemerfung,  we(4>e  für  baö  gotgen&e  »on 
■großer  5Bid;tigfeit  i(f. 

1.  S)lc  Slbfciffc  &ec!  ^unefeö  P fep  = x,  t»ic  Orbi* 
nafe  PQ  =y,  bie  ©ubtongenfe  TQ  = ^ (S5eru^s 
renbe  2inie.  12.).  Qlenbcre  ßcb  nun  x um  bae  fel^r  ffeine 
i =r  Qq , 'unb  fei;  pq  = y' , p'q  = z ; fo  nac|)  bem 

^a^lor’fcben  J 


, . i . , d'y  i’  . 

^ (5x'j  j?x’ 'i . a r^x’ ■ 1 ,2 . 


^Iber  offenbar 


gelgfic^ 


V(5x  y^x 

757 


i:z  , 


= y + ^'T 


Y-  - z 4-  ^ ^ J.  ^ - 

^ ^ ^'1.2  ^ ^ 1..4 


+ ... . 


SBeit  eg  f)ier  offenbar  nberl^aupt  nur  ouf  bfe  in  ber 
2f?äf)e  non  P liegenben  Q)unfte  ber  Surne  anfoinmf , fo  ifl 
cß  nerßartet,  i ß6  als  fe^r  flein  ju  benfen,  untr^  l^abeu 
folglicb  z unb  y'  mit  y immer  einerlei  SQerjeicben. 

2.  3ßnun}uer(t0  nidbl  = o,  uttb  mit  z,  atfo 
cudb  niit  y , non  einerlei  93orjei(^en , fo  ifl,  weit  wegen 
ber  5?teinl)eif  non  i baß  i“  * obbirten  0tei^e 

bloß  non  il)rem  erßen  ©liebe  ob^ingo  ber  abfolutc  SBerf^ 
non  y'  für  poßtine  unb  negatine  i großer  atß  ber  abfolute 
Sßertl)  non  z , folglid;  offenbar  bie  ©urne  in  bem  fünfte 
P gegen  bie  2tbfciffenape  connep.  .^at  aber  mit  z unb 

y entgegenfe^teß  SSorjeid;en,  fo  iß  ber  abfolute  SBertß 
nen  y'  für  poßtine  unb  negatine  i fleiner  atß  ber  abfolute 
9Bcrt^  non  z,  unb  bemnad;  bie  ©urne  in  bem  fünfte  P 
gejen  bie  2lbfciffenapc  concatr.  ^n  feinem  biefer  beiben 
gelte  ßnbet  alfo  ein  ffienbungepunft  ßatt,  fonbern  eß 
muß  nielmc^r,  wenn  P ein  foteber  ^unft  iß,  'ein  lieber» 
gang  ber  Sßertbe  beß  S)ifferentiatguotienfen  von  bem 

^oßtinen  jum  Diegatinen,  ober  nom  Ü7egatinen  jum 
ßtinen,  ßatt  ßnben. 
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®ie  «iner  §unrt«on  gelten  abet  «nfweber  burc^ 
o obec  b«r4>  »om  ^ofiflwen  jum  SflcgotiDcn,  ober  um« 

gefe^rf/  über.  Um  bie«  beuftidb  }u  Äberfe^en,  fe^  junS^fl 
inbem  a,  ß,  y,  ö,  ....  blof  pofttiue  ©rbfen  bejei^juec/ 
«Ine  beliebige  ^unceion  = 

y SS  A Bx*  Cx^  Dx^  • \ 

fo  iji  flflt/  baf  bie  SBert^e  biefec  Sunction  (lefig  ma4)fett 
unb  obne^mett/  ein  Uebcrgang  »on  bem  ^ofitiuen  jum 
SHegatiuen,  ober  umgefe^rt/  olfo  blop  burdb  o flau  pnbett 
fann.  31^ 

- A + Bx"  4-  Cx'*  + Dx^  + . . . _ £X 

^ A'  + B'x“'  + Cx'^'  + D'x’''  + . . . ’ 

tvo  ou^  a t' ß' , y’r  ..-nur  poptioe  ©r6pen  bejeidl* 
nen;  fo  pnb,  inbem  y »om  ^ofieloen  jum  Olegatioer., 
ober  umgefe^rf,  übergebt^  jwei  ^affe  benfbor.  ©ntme* 
ber  bebalt  nämlidb  bei  biefem  Uebergonge  ber  Olenner  (p'x. 
fein  3ei4>en  unb  ber  n>e4>fe(t  boffelbe,  obec  ber 

bebält  baß  Ölenner  wei^felt  baf« 

felbe.  3m  ec^en  §atte  gebt  offenbar  nach  bem  iöorigen 
ber  olfo!au(b  bie  gunctlon  y felbp,  bur4>  o vom 

^ofifioen  jum  Sflegaeioen,  obec  umgefebrt,  über.  3»« 
5meWn  $a(Ie  bagegen  gebt  naeb  bem  Obigen  ber  9Renner 
bur(b  o,  bie  ^nnefion  y felbp  alfo  burdb  Pom  ^optU 
pen  jum  ölegatben,  obec  umgefebrt,  über. 

.^)ierauß  erbeßetnun,  bap,  wenn  P ein 'SJenbungß« 
punft  iff,  immer  entwebec  ^ = o,  ober  fep> 

SDlan  barf  bieß  ober  nicht  umfebren,  ba  für  eine  ©pi^f 
ou^  ^=o  ip  ( Dtücffebrpunft.  2.).  Söielmebc  mi^ 
man  immer  untecfudben,  obber^unft,  on  welchem  0 

= o ip,  ein  SEBenbunggpunft  obec  eine  @pi^e  fep.  3u 
bem  ©nbe  mup  unterfucht  werbeu , ob  in  biefem  <punfte 
für  negatioe  unb  poptiPe  3Ptt«*PtPte  ber  2lbfcipe  bie 
Orbinote  reelle,  obec  in  einem  5aßt  imaginäre  SBertbe 
erhält,  immer  blop  in  ber  Qfläbe  be«  in  ^ebe  pebe nben 
^unfteß,  Sinbet  baß  ©rpe  patt,  fo  ip  berfelbe  ein  2ßen= 
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bunggpunff;  {m  te^fern  gatte  bagegen  eine  ©pi^c,  wie 
ieiibf  errettet.  9Ran  fann , um  biefe  Unferfucbung  ju  er= 
ieicbfern , ben  Einfang  ber  Soorbinafen  au(^  in  bcn  ^unft 
Q verfegen,  unb  bie  Orbinofe  naci>  (ieigenben  ^potenjen 
ber  neuen  ^bfciffe  enfwicfeln,  wo  bennbie  fieinen  pojitii 
tten  unb  negafwen  51bfci(fen  felbfl  bie  ©fette  ber  obigen 
3ncremente  »ertrefen.  3Jt.  »ergi.  Dvucffe^rpunft  (12.). 


3.  ©ep  5.  23. 

ax* 

^ a*  + X* 

bie  ©tei(^>ung  ber  gegebenen  ©urbe,  fo  erl^äif  man  ieid^fj 

fiy  2a’x  • 2a®  — 6a®  x\ 

' c5i  “ (a®  4-  X®  )®  ’ ^ ~ ( a»  + x® )®  ' 

©e^fe  man  ben  jweifen  S)ifferentia(quofien'fen  = 
fo  wdre  + a“  = o,  X ==  a K — -1 , b.  i.  imaginär, 
woraus  f?cb  alfo  fein  SBenbungspunff  ergiebt.  ©e^f  man 
ober  biefen  S)ifferenfia(quofienfen  = o,  fo  ijl  2a®  — 
6a®x®=o,  3x*  = a2,  x = + -:^,  welchen  beiben 

ölbfeiffen  alfo  SBenbungspunffe  ober  ©pi^en  entfpre^en. 
©e^f  man  nun  nddb  ber  in  ( 2. ) angegebenen  95orf^?rift 
X = x'  +^,  fo  ifl  flor,  bott,  inbem  mon  bem  x'  pofi® 
fibe  unb  negatibe  Sß3erf^e  beilegf,  y nie  imoginär  wirb, 
unb  folgli4>  ber  bejiimmfe  9?unft  in  ber  ^l^af  ein  SGBen» 
bungspunft  if!* 

lieber  ben  Sßenbungepunft  ber  ©ondf;oibe  f.  m.  biefen 
3Irfv  V)t  I.  ©.  535.  ff. 

4.  ©ei  polaren  ©oorbinafen  tp,  z ijl,  wenn  wir  ben 
3Infangsrablus  als  %e,  ben  ^ol  als  2Infang  ber  SIbfeif; 
fen  anne^men: 


X = zcoiip,  y = zsin^  ; 

dl  — cos (f dz  — z sin  cpd<f>,  dy  — simfdz-{-zeosifd(p  ; 

dz 

rj  • n . WO  ff  * COi  q> 

cj  ^ sinyrz  + zco$fpc(p  ^ ^ ry- 

^ cos  r/^z  -*2  sin  wd(f  5z  * 

^ ^ ^ — zsing) 


©ifferentlirf  man  nun  nadf?  <p,  fo  erholt  mon  nadf>  einigen 
lei4>fen  Diebucfionen 


I 


\ 
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fökntungöpunft. 


(cos,^-  zsin,^y 


ferner  ifl  fluef)  na4>  t>fni  Obigen 

rz  (^w 

->r-  = COS  w ■» s siti  w , V-  = 

<5^  ^ (hf  ^ ’ dx 


Sotgli^,  weit 

y 

m 


cosy^^ zsiny 


c)<p  ' ^ cx  ^x* 

<5x2  ^ "75z  . n’ 

^ cos  y ^ z sin  y j 


®a  nun  für  ben  tZBcnbungßpunff  ber  jweife  ©ifferenfiaij 
quotient  = o,  ober  = <»  ; fo  mup  mein 

«^’Z 

=°* 

z2f5y2  — zrt^i  2^i!  = o 


ober 

<^Z  CL 

COS  y — z sin  w =,  o , tane  y = — 
Py  > D j- 


fe^en.  3m  teilten  Soße  ij?  nocti  bem  Obigen  offenbar 
^^  = o,  alfo  oueb  =jO/  b.  b-  (^ernbrenbe  2imV. 
13.)  bie  0ubfangenre  = o,  unbbie  Söerübrenbe  fotgli^  , 
ouf  bem  $lnfange!rabiu8  ober  ber  '^Ibfcijfenajrc  fcnfreci;t. 
3n  biefem  gaße  mu^  nun  immer  befonbero  unterfuebf 
tperben,  ob  bie  Q^uroe  in  bem  beflimmten  fünfte  auf  bei^ 
ben  0eifcn  ober  nur  ouf  einer  ©eite  ber  ißerübrenben 
liegt,  inbem  nur  im  er(!en  gaßc  biefer  ^^unft  ein  2ßen= 
bungepunft  fepn  »wirb. 

2ßolf  jtnbet  in  ben  Elem.  Anal,  Infm.  $,  309.  bie 
0(ei45ung 


= yf5'y  , 

u'o  nadb  unferer  Sejeictmung  y = z,  ==  obige 
01ei(bung  alfo 

\ z*^y2  — iB-i  + pz2  = o 
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jfl.  nimmt  ba6  ©ijferentiat  conflanf,  nld[>t 

angelt,  ba  eß  »on  iwci  »erfinbeciid^cn  @r60eti  ab^angf. 

5.  3acob  53ernouUi  bef(^dftigt  ftcb  in  ben  Act. 
Erud,  1691.  p.  13.  Opp.  T.  I.  p.  436.  mit  bcm  SEBen* 
bungßpnnfte  ber  parobolifcbtw  @pitate.  Sie  ©leidbung. 
biefcc  ©nrne  ifl  ( ©piraie.  78.) 

ar(p  = (r  — z)»  , 

wenn  nur  z ffatt  beß  borfigen  y gefegt  wirb.  2Ufo 

„ , V . ar 

ar  — “ 2(r— zi-j;-  , 5—  = — ^ . 

'■  'cv  d^>  2(r  — z) 

t ' 

o = - 2 («•-*)  + ; 

f)’z  _ 1 a^  r*  . 

Cjp*  r — zv^i^  4^r — z)* 

+ -llll- = o , 

4(r  — z)J  ^ 2tr  — z)^  ’ 

4(r  — l)’z’  — a’r’z  + 2a’r’(r  — z)  — o , 

4(r  — z)*z*  — 3a’r’z  + 2a* r*  = 0 , , 

4z*  — 12rz«  + 12r*z*  — 4r*z*  + 3a*r*z  — 2a»r*  = o , 

ober/  wenn  mon  r — z'  =;  z fe^t:  - 


4z'*  — 8rz'*  + 4r*z'*  + 3a*r*z'  — a*r*  = o . 

Sicfclbe  ©icicbung  ftnbet  3flco^  S5e;rnou((i  n. 

0.  O.  (Opp.  T.  I.  p.  437.).  3^®  möglidben  SBurjeln  - 
geben  bie  Orbinaten/  bei  weldben  ein  SBenbungßpunft  ober 
etwo  eine  @pi^e  (f.  2.)  (iatt  ftnbet.  gür  bie  fünfte, 
wo  bie  Serübreribe  ouf  bem  2lnfangßrabiuß  fenfredbt  ifl,  . 

erbdif  man  ouß  ber  ©leicbung  tang^;  = ^ teicbt  . 


= - 27(7^)  ’ 


worauß  in  Sßerbinbung  mit  ber  ©ieicbung  ary=(r — zy, 
burdb  ©timinotion  bie  entfprecbenben  y unb  z befiimmt 
werben  muffen.  2luß  ber  IV.  Tab.  XXVII.  Fig.  40. 
gejei^neten@efia(t  berSuroe  erbeßet  ober  leidet;  bo^beiben 
auf  bem^Hnfangßrabiuß  fcnfred>fen  ^erübrenben  bieSuroe 
niebt  auf  beiben  ©eiten  biefer  ©erübrenbcn  liegt , unb  bie 
entfprecbenben  g)unfte  folglich  feine  ^nfiefionßpunfte  finb. 

3n  bem  2lrt.  ©pirale  (83.)  ift  wegen  beß  SBenbungß* 
punfteß  ber  Parabola  helicoides  ouf  biefeu  2lrtifel  Per* 
wiefen  worben. 
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SBcfentlic^e  SBuvieln  einer  ©leic^ung, 
f.  ©lel^ung  (171.)* 

SBieberl^olung  m ber  combmatonf^en  Sinns 
f.  Somblnotien  (1.  I.  II.  III.);  Sombinafotifc^e 
Ulnolijftö  (25.). 

SSi'eberl^oTung^s^icponent/  f.  €ombmofion(4.). 

SBl’eberfel^renbe  dici^Ct  f.  0!fticf(a«fenbe  Dtel^e. 
SBi'eberfel^rpunft,  f.  9viicffe^rp«nft. 
9Btllfu5rlid)e  Functionen,  f.  ben3irf.g>arfie(ie 

®iffetenttatgleid(jun3en.  3ut  ©ef4>ic^fe  SHr.  59.  ff. 

9Billtu^rnct)er  f.  SEßo^ifa^. 

. SBilfonö  ^^5^orem,  f.  3o^t  (III.2. 3,). 

' SBinfet.  SBenn  jtvet  gerabe  2lnim  AB  unb  AG 
(Fig.  158.)  in  einem  fünfte  A jufammenflo^en,  fo  ftnb 
pe  offenbar  röcfficbUicb  i^rcc  2age  »erfdjieben,  unb  bie 
©rb^e  biefer  S5erfd[)iebenf)eif,  bie  ©rö^e  j^rec  5lbroei(ibung 
t)on  einanber  wirb  burd()  ben  »on  ii>nen  eingef4>toffenen 
SBinfel  beflimmr,  meteben  manj«  ndberec  ^eflimmung 
gewbbnlicb  «*nen  ebenen  Söinfel  nennf.  Sefrodbtet 
man  ober  bie  2lb»cidbung  ber  Jinie  AG  »on  ber  Sinie  AB 
in  ©ejug  auf  bie  gegenfeifige  2agc  nübec,  fo  i(l  ftar,  baf 
man  bicfclbe  entweber  nach  ber  9^i4>fung  aß  ober  na^  ber 
CKidbfung  aß'  beiradbfen  fann,  unb  baß  alfo  jwei  in  einem 
fünfte  iufammenjioßenbe  gerabe  2inien  eigentiieb  jeberjeit  ' ' 
jmei  5ö5infel  mit  einanber  einftbließen,  bie  auch  beim  neuern 
Söorfrage  ber  ©eometrie  gewbbnlid;  von  einanber  unter* 
fd>ieben  werben.  3)enff  man  ficb  bie  2inie  AG  jucrfl  auf 
ber  2inie  AB  liegenb,  unb  bann  aufwärtg  bewegt,  fo  wirb 
AG  offenbar  immer  einmal  in  eine  fol^c  2age  fommen," 
baß  beibe  2inien  in  einer  geraben  2inie  liegen,  unb  ee; 
erljellet  leicßt,  baß  audb  in  biefem  §alle  bie  beiben  2inien 
rücfßdbtli(b  ib*^er  2age  eine  gewiffe  2lbweidbung  bon  einan* 
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^oBcn , ober  einen  gewlffen  SGBfnfei  mte  einanber  ein* 
f^iiefen  werben,  ©oi^e  2Binfe(  nennt  mon  3 c (J  r e cf  f c 
ober  gerabe  SBinfei.  aSJinfel,  weldber  f(ei* 

ner  atfii  ein  gefirecfter  iß,  ^eißt  ein  concaoer,  jeber 
Sffiinfei  bagegen,  we(4>er  gr6ßer  al«  ein  gefirecfter  iff, 
ein  CO  nt) e;:  er  SBinfet.  ^wei  in  .einem  CPunfte  jufam* 
menfiopenbe  gerabe  2inien  fcbliepen  bemnacf)  immer  ent* 
Weber  jwei  gefirecfte , ober  einen  concaoen  «nb  einen  con- 
vejcen  SJInfel  mit  einanber  ein.  'Me  gefirecfte  SEBinfei  finb 
offenbar  einanber  gtei4),  inbem  bieSinie  AG  ougenf(jf)ein* 
lieb  in  i'ebeni  §afle,  wo  fie  einen  gefireeften  SEBinfet  be* 
febrieben  bat , einen  gleiten  SEBeg  ju  burdbiaufen  bat.  £)ic 
4>aifte  eines  gefireeften  SEßinfetS  ^eißt  ein  redbter  SEBin*  ' 
' fei,  fo  bap  otfo  offenbar  au(b  aUe  redbfe  SEBinfel  einanber 
' gleich  finb.  ®er  rechte  SEBinfel  wirb  in  bet  ©eometrie 
bureb  R bejei^net.  (Ein  gefirecfter  3Binfet  ifi  alfo =2R, 
jeber  concaoe  SEBinfet  <,  jeber  cont)e;:e  SEBinfel  >.2R. 
®ie  ©umme  ber  beiben  t)on  jwei  in  einem  ^^unfte  jufam* 
menfio|enben  geraben  2inien  eingefchloffenen  SEBinfel  ift 
bemna4>  immer  s=  4R. 

“JJie  beiben  geraben  2inien,  welche  einen  ebenen  SEBin* 
fei  einf4)lie^en,  beiden  feine  ©dbenfel,  ber  ^unft,  in 
welchem  fte  jufammenfiogen , fein  ©che itel  ober  feine 
© p i ^ e.  ®ie  @r6pe  eines  SBBinfels  b^ngt  offenbar  ni^t 
non  bet  2änge  feiner  ©cbenfel  ab , fonbern  bloft  »on  beten 
Oeffnung  ober  Abweichung  non  einanber.  ^ejei4)net  wirb 
ein  SEBinfel  bur4)  bie  brei  Sudbfiaben  an  bet  ©pi^e  unb 
an  ben  ©^enfeln,  fo  bo0  erfierer  in  ber  SÖiitfe  fiebt;  bur^ 
einen  fleinen  in  bie  Oeffnung  bes  SEBinfels  gefegten  Sudb* 
fiaben ; ober,  wenn  an  berfelben  ©pige  ni^t  mebrere 
SEBinfel  liegen,  au4>  blo§  burch  ben  ©udbfiaben  an  ber 
©pibe.  3u  wönfehen  wäre  bie  (Sinfübrung  einer  SSejeicäb» 
nung,  burch  tneldbe  unterfhieben  würbe,  ob  man  ben  pon 
jwei  2inien  eingef^loffenen  concanen  ober  ronnepen  SSJinf'el 
meint.  SBielleicht  fbnnte  man  im  lebtern  Salle  einen  flci» 
nen  Sogen  übet  baS  3«^«»  SEBinfels,  unb  im  S«ll 
eines  geftrerften  SEBinfels  einen  geraben  ©trieb  barüber 
fe^en. 
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©a«  eucnbifct>e  ©t)ffem  f<nn(  b(o0  concab«  SEBInFef. 
®le  neuere  ©eomefrie  fann  aber  wegen  ^eroHgemeinerung 
man^>er  0a^e  unb  25eweife/  in  ben  (Siemenren  5.  35'.  fcbott 
in  ber  ?e^re  nom  i^reife,  ber  conneren  unb  geffrecftett 
SSBinfet  nidbt  wo^t  mel^r  entbehren.  (Sin  rpncotoer  Sßinfet 
I()ei0t  fpi^  ober  flumpf,  jenadbbem  er  fteincr  ober  größer 
ato  ein  red^fer  SBinfei  ifi.  Me  concaoen  SBinfel,  weld?e 
feine  reifen  5SJinfel  finb,  l^eißen  fd)iefc  2Binfef.  g*'’« 
foncooe  SBinfet,  welche  ben  ©d?cifel  unb  einen  ©cbenfel 
gemein  beibe  anberc  ©dbenfel  »on  ber 

©pi^e  au«!  enfgegengefeht  in  geraber  2inie  liegen, 
SHebenwinfel.  jwei  Sflebenwinfel  befragen  jm 

fammen  offenbar  immer  einen  geßreeffen  fffiinfel,  unb  ftnb 
alfo  = 2R.  SSBinfel  am  SHiffelpun f f e ober  Sen* 
triwinfet  in  ber  Se^re  »om  .Greife  oöe  folche 

SBinfel,  beren©pi^en  im  Senfro  beo  jtreifeo  liegen;  SEBin* 
fei  an  ber  Peripherie  ober  Peripherie winfet 
ftnb  foldhe,  beren  ©pi^en  in  ber  Peripherie  liegen,  unb 
beren  ©d>enfel  ©ebnen  beo  Greife«!  ßnb.  ®ie  Srftarun* 
^ gen  ber  äbrigen  ebenen  SBinfel  f.  m.  an  ihren  Orfen. 

X)ie  Sinheif  beg  SEBinfelmaaße«!  ifl  wegen  feiner  un* 
Peränbertidhen  ©röße  ber  re^fe  SGBinfel.  Um  ober  25rüdhe 
mögli(^fi  ju  permeiben , fheilf  man  ben  reifen  SCBinfel  in 
90 gleiche "^heile,  weldhe  man  ©robe  nennt,  ben  ©rab 
in  60  dWinuten,  bie  SJiinufe  in  60  ©ecunben,  biefe 
wieber  in  60  “ijerfien,  ,u.  f.  f.,  unb  bejeichnet  biefe 
£Oiaaßfheile  burch,  ®,  ",  wonach  ^luobrücfe  wie 

j.  S3.  45®  6'  17"  25"'  leicht  werben  gelefen  werben  fönnen. 
©ei  ber  neuen  franjößfdjen  9Jlaaßeinrichfung  fheilte  man 
ben  rechten  2Binfel  in  100©rabe,  ben  ©rab  in  lOOÜÄinu* 
teil,  bie  üOiinufe  in  100  ©ecunben,  u.  f.  f.  SOian  theilt 
auich  ben  j^reisguabranfen  in  90  gleiche  wan 

ebenfall«!  ©rabe  nennt,  ben  ©rab  in  60  SKinufen,  bie 
Saiinute  in  60  ©ecunben  u.  f.  f. , wie  »orher.  ®enft  man 
man  jwifd)en  ben  ©chenfeln  eineo  2öinfelei  au$  feiner 
© pihe  al«!  d)liffelpunft  einen  ^reieibogen  befc^^rieben , fo 
enthält  ber felbe,  wie  groß  ober  flein  manaudh  ben.^alb* 
mt'ffer  onnehmen  mag,  offenbar  eben  fo  Piele  ©ogen  * ©rabe. 


• ' 1039 

» SOliituf  cn,  * ©ecunben  u.  f.  f.  at«  ber  2Binf  cl  ?S3fnf  e( » ©rabe, 

» Sninuteti;  * ©fcunben  u.  f.  f.  cnt^ätf.  hierauf  beruht  bie 
ÜBcjTung  berSEBinfel  buc(^>  ^ogen.  2)ie  ©ogens@rabe, 
sSKinutett,  .©ecunben,  u.  f.  f.  bienen  elgeneti(b  bto^,  bte 
inbem  enffprecbenben  SBiufet  entl^oifehen  9Binfet*@rabe/ 
rSKinuien/  = ©ecunben  u.  f.  f.  ju  jä^ten.  ©in  reifer  SBin* 
fei  i|l  alfo  = 90»,  ein  gefirecftec  = 180“ , i'eber  con* 
cabe  SGÖinfel  < 180“ , jeber  ge jirecffe  > 180“ , jeber 
fpi^e  QBinfet  < 90“ , jeber  flumpfe  > 90® ; }wei  öle* 
benwinfet  jtnb  = 180“. 

©togen  jwei  fcumme  2inien  in  einet  ©bene  ober  im 
SKaume  in  einem  ^unfre  jufammen , fo  ijl  bet  wen  i^nen 
eingef4>toflene  5öinfei  fein  anberer,  al»  ber  »on  ben  burdb 
ben  gemeinf4?affU4ien  ®urdbf<b«>ft«*pwnff  an  bie  beiben 
©urven  gejogenen  iSerü^renben  eingefdbtoffene  ebene  ®ins 
fei.  5)ie  ffiinfct  einee  fp^drifcben  ®reierf«  j.  SQ.  ftnb  bie 
brei  ebenen  ®infe(,  weidbe  »on  ben  fe(b6  burdb  bie  ©pi^en 
t»ee  Dreiecf«  an  feine  ©eiten  gejogenen  Setü^renben  an 
ben  brei  ©pi^en  eingef4?(o(fen  »erben. 

®ie  @r6pe  ber  5Ib»ei(bung  jmeier  in  einet  geraben 
£inie  jufammen|?o0enben  ©benen  non  einanber,  röcf|t(^)f[idb 
ihrer  gegenfeitigen  Sage,  bei  franjbfifcben  ©4>riffs 
ficDern  angle  diedre,  wel(^e£5  man  etwa  bur^) 
^enwinfel  überfe^en mag.  ®er  SJleigungetminf et 
jweier  ©benen  gegeneinanber  ifi  nach  ©uctib  ber  ebene 
5a3infe(,  wel(f)en  jmei  auf  ben  gemeinf(j)affticben  ©urdb* 
fcbnitf  ber  beiben  ©benen  bur(jb  einen  »ittführti^en  ^unff 
bejfelben  in  ben  beiben  ©benen  erridjtefe  ^erpenbifet  mit 
einanber  einfcbüeßen.  S)en  Sfleigungsminfel  einer  geras 
ben  Sinie  gegen  eine  ©bene  (inbet  man,  wenn  man  von 
einem  »illführii^en  fünfte  in  jener  auf  bie  ©bene  ein  ^er* 
penbifet  faßt,  unb  bejfen  ^ußpunft  mit  bem  ©urdhfcbnittg* 
punfte  bet  geraben  Sinie  mit  ber  ©bene  burdb  eine  gerabc 
Sinie  verbinbet;  eo  ijl  ber  ®infet,  welken  biefe  gerabe 
Sinie  mit  ber  gegebenen  einfd[)(ie^t. 

©to0en  mehrere  ©benen  in  einem  fünfte  jufammen, 
fo  he«0f  ber  jmifdhen  ihnen  enthaltene , auf  ber  einen  ©eite 
unbegrenzte , Diaum  ein  f6rperli(^er  SEBinf e(.  ©eine 
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. ©eifcnja^l  feejlimmt  fi4?  noc^  b<r  Slnjäl^I  t»er  cinfci^ne^enfceR 
ebenen.  ebenen  jTnb  mtnbefiens  jur  S5itbung  eine« 
förpetticfjen  Sffiinfelg  erforberlicl).  '21(s  SKaag  eines  foicben 
SBinfeis  fann  man  baS  jwifi^en  i^m  enthaltene  0tüi 
cinccilugelfläcbe  betracbfen,  welche  aus  feiner  ©pi^e  mit 
einem  beflit^mteh  Jpalbmeffec,  etwa  mit  bem  DtabiuS  1, 
befcbrieben  worben  ijt.  S)er  fpbarifcbe  Octant  fann  bann 
hierbei  wieber  ols  SKaageinheit  bienen.  9K.  f.  eine  jum 
^bcil  beäiehenbe^lbhanblung  non  mir  in  Grel- 

les Journal  d.  r.  u.  a.  Math.  V.  1.  S.  37.  2lucb  nergl. 
man  bie  25efltmmun9  bes  Flächeninhaltes  fphärifcher  ®rei* 
(de  unb  25ielecfe,  benen  immer  ein  beffimmter  förpcclidber 
SBinfel  am  SOlitfelpuntfe  ber  jlugel  entfpricht,  beffen 
SOiaaf  bas  fphärifche  Sßielecf  iff,  im  5lrf.  ‘Trigonometrie 
(86.  ff.).  Suclib  seigt  XI. 21.  geometrifch,  ba§  bie 
©umme  ber  ebenen  fBinfel,  welche  einen  forperlichenäBitu 
fei  einfchlie^en,  immer  < 4R  iji. 

3u  »erglei^en  ftnb  h«r  23eruhrungswinfeJ 

unb  ‘Trifection  bes  Siöinfels. 

SSmfeTmaag,  f.  SBinfef. 

SBinf elmeffung.  2luf  bem  Rapier  wirb  ein  SSin^ 
fei  am  einfa^jlen  unb  genaueffen  gemeffen,  wenn  man  aus 
feiner  ©pi^e  mit  einem  beliebigen  0labius  einen  ißogen  bes 
fdjreibt,  unb  beffen  ©ebne;  fo  wie  ben  Svabius,  mit  einem 
taufenbtheiligen  fÜlaapjlabe  fo  genau  als  m6gli(h  mi^f. 
Für  ben  DtabiuS  fann  man  auch  größerer  ©enauigfeit  wes 
gen  eine  beliebige  ganje  3oht  DJfoa^jfabes 

annehmen.  3fi  nun  ber  ju  meffenbe.SOBinfel  = y,  bet 
gemeffene  SRabiuS  = r,  bie  ©ebne  = s,  fo  erhellet  aus 
cinfochen  trigonometrifchen  ©runben  fogleidh  bie  0vi(hti3» 
feit  ber  Formet 

= rtinj^p,  «inj»!  = — , 

woburch  (p  mittelfl  ber  trigonometrifi^jen  Tafeln  gefunben 
wirb,  ©ine  befonbere  ©h»rbentafel  hat  Ff<>ncoeur  ju 
biefem  ^weefe  in  einer  f leinen  @4)cift  (La  Goniome- 
trie, ou  l’art  de  tracer  sur  le  papier  des  angles  etc. 
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Paris.  1820.)  grilefcre.'  5Öoö  umgefd^tfe  iBcrfal^ren 
bient;  SBinFel,  beren  @ro0e  in  ©raben,  üninuten,  ©e« 
cunbcn;  u.  f.  f.  gegeben  ift;  auf  bem  9>apiece  ju  »er* 
iei4>nen. 

2>e'c  ‘Jranöporfeuc  i|l  ein  in  feine  180  ©cabe;  oudb 
»0^1  b^ibe  ©rabe,  cingetbeiifei:  4>^^bfreig  t)on  SKeffing 
jur  SOJeffung  unb  3ci(|)nung  bet  2Binfe(  auf  bem  ^iapier, 
ein  febr  un»oflfommne$  3'iffrumenf,  wenn  nicht  Djellei^t 
ein  Verniet  bamif  »erbunben  i(i  (f. ‘ib^Uung.  19.),  wo* 
bucdb  ober  ber  ^reig  febr  erbbbet  wirb.  !Die  ©efdbreibung 
anberec  2ßinfelmejfung  gebärt  nidfjt  in 

biefe  2lbtbeilung  unferg  3ß&rfcrbu(bg. 

\ 

SBinfitUl^eiTung*  «‘««ß  SBinfefg 

in  gleidbe  Diecbnung  bienen  bie  im  2lrt.  ©ö^ 

hiomefrie  (102.)  entwiefetten  5oft»rin  für  sin  * unb 
cos“y  burdh  siny  unb  cos<p.  lieber  bie  geometrifdbe 

Sfiotur  fol^er  f-  >«•  5lrt.  ^rifection  beg 

Söinfelg.  ^u^  »ergi.  man  Opp.  Job.  Bern.  T.  I.  p.386. 
p.  511.  Öpp.  Jac.  Bern.  T.  II.  p.  921.  ferner  gebärt 
bierber  ein  t^rogramm  von  j^dflncr:  Unde  plures  in-« 
sint  radices  aequationibus  sectiones  angulorum  de- 
finientibus,  au^  abgebrueft  in  beffen  Dissertt.  math. 
et  phys.  Altenb.  1771.  p.  150;  ©eometrifcb«  Slbbanb» 
iungen.  U.  ©.  241.  ff. 

SButfef/  f.  SSieteefige  .Kärper,  unb  ®elifdbe  2Iuf* 
gäbe« 

SG8lU*jet;  überj^tipi  jebet  SHJertb  ber  imbe* 
fannten  ©rä0e  in  einer  ©(eiebung.  3ebet  SBertb  toon  x, 
weither  ber  ©leichung  beg  nten  ©rabeg 

xta  + Ax»-‘  + Bx“-2  -I-  . . -f  Mx  + N =3  o 

©enfige  teifief,  beißt  eine  SBurjel  berfelben.  2fn  bem  2Irt. 
Unmäglidhe  ©rößen  (32.  ff.)  ifl  gejeigt  worben , boßjebe 
©leidhung  beg  nten  ©rabeg  n 2ßurjcln  bat,  unb  ni(^t 
mehr,  ©inige  berfelben  fännen  imoginor  fepn;  bie  imogi« 
nären  SBurjeln  finb  ober  Immer  paarweife  »orbonben  ( o. 

V.  Uuu 
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0.  0. 34.).  bic  SBurjeltt  b«r  ®(ei4nmgcn  ju 

ftnben , b.  % bie  ®(ei4>ungen  aufjul6fen7  enthält  bec  Slct. 
®Ui(^ung.  , ' 

1.  Sßorjugdd^  wi4)tig  i|I  ber  §aH,  ivenn  bie  gegebene 
©iei^ung  eine  reine,  b.  »on  bet  §orm 

r*  — N = o 

ifi.  lieber  bie  oDgemeine  Slufiöfung  folcber  ©(eiebungen 
f.  m.  bie  3lrft.  3lnwenbimg  ber  ©eometrie  auf  bie  5Ugebra. 
,IV.  unb  Unmbglicbc  ©rbgen  (24.  ff.),  auch  ©otefifeber 
5?ebrfa^.  3!5je  SBurjeln  obiger  @(cid;ung,  ober  au^  ber 
©feiebung  x"  = N,  ftnb  alle  SGBerfbe  »on  x,  roelcbe,  auf 
bie  nfe  ^ofenj  erhoben,  bie  @rö0e  N beroorbringen.'  ©ic3 
führt  auf  ben  einfadbern  begriff  ber  ?ffiurjeln  auo  ^oten* 
jen.  ©g  i|l nümlid?  überhaupt  bic  SEBurjcl  beg  nfen 
©rabeg  aug  N eine  ©rö^e,  welche , auf  bie  nfe  ^ofeuj 

erhoben,  Ngiebf,  unb  wirb  burch  Kn  bejeiebnef.  2Bur= 

\ jelnbeg  2ten,  3ten,  4ten  ©rabeg  heilen  au^  öuabraf=, 
©ubif  = unb  ^iquabratwurjeln , unb  werben  burch  KN, 

3 4 ' ^ 

Kn,  Kn  bejeichnet.  ©lementare  SWethoben,  biefclben 
ju  ftnben,  f.  nt.  in  ben  befonbern  2lrtifeln. 

2.  3ebe  ntoglidje  ©ro^e  fann  burdb  1 + x' bargefleUf 
werben,  wie  lei^t  erheßef.  ©e^en  wir  nun,  tie  .^inbens 
burgifdie  SSe^eid^nung  ber  ©Inomial  = ©oefficienfen  (f.  biefen 
2lrt.  l.)  beibehaltenb , für  jebeg  wiflführli^e  n unb  in: 

“S  = 1 + »2Cx  + "SSx’  -j-  n(|x^  + “^x'*  + . , . 

, niS  = 1 + «njfx  + “SxS  + mgx»  K"'^>x''  + ...  ; 

fo  erhält  man , wenn  man  multiplicirt,  leicht: 

»S.»*3  = 1 + "2tJ  X + »B  j + ”6  \ X’  + .. 

I + “2C I + "3t  "•3t  + I.S8  mjc  I 

+ ”-23 1 + "3t  "'SB  ( 

*f*  “S ) 

b^i.  nach  bem  a.  a.  0.  (22.)  ganj  aßgemcin  bewiefenen 
©a^e  Pon  ben  ©inomiaU  ©oeffidenfen: 

"S,'»3  = 1 + "»•n3(x  + iHmsgiS  + nunSx’  + ...  ; 

ober  für  jebeg  n unb  m : 

"S  , "'S  — nfitiS  . 
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s ~ 

Sda^  bem  ?tfl^rfa^e  für  pofif(»e  gaitje  (S)rpo= 

nenfcn/  wc((^ec  bcfanntlicb  fc^r  {cid)f  bur^  ble^e  50l»l(i= 
pticaflon  bcwiefen  focrben  fann,  i(t/  wenn  n eine  pojitine 
ganje  ^abl  if? : 

«S  = (1  + X-)"  . ' • 

©e^enwirnun,  unter  berfelbenSÖocaUßfe^ung,  m=— n, 

foifl 

.S.-nS  ^ h-nS  = OS  = 1,  -ns  = 1 = . 

^”S  wirb  auö  "S  erraffen,  wenn  man  — n für  n fe^f  j 
oifo  muß  auch  / namlid)  in  SSejug  auf  biefe  Steifen , 

aues  (l+x)"  ermatten  werben,  wenn  man  — n für  n 
fe^t.  35ies  ^at  auf  bie  fogenannten  ^ofenjen  mit  negatis 
»en  Opponenten  geleitet.  (1  + x)-'  ijl  nid)t«  anberet, 
otö  eine  neue  S5ejeid>nung  für  ben  ©rueß  ' 

Olacß  ber  obigen  allgemeinen  0telation  erl^alt  mort 
leid(?t : 

oS."S  = ("S)*  — ntnS  = ;«S  , 

. a»S  . "S  = ( »S V = *n<nS  = ’"S  , 
jnS.oS  = ("S)‘*  = *“*"S  = ^“S  , 

U.  f.  f.  V u.  f.  f. 

Sllfo  für  jebeg  n unb  jebees  ganje  poßtioe  mj 

(oS)«  = “«S  . 

0ep  nun  ti  =^,  wo  « eine  wiflfü^rlicbe  pößtine  öbef 
negatibe  ganje  / y ober  eine  poßtibc  ganje  3a^l  feptt 
fofli  fe  i|l 

ä ay 

z=  »'S  = “3  , 

- 

unb  folglich  offenbar  rS  ein  SDßertß  non  r “S.  3lbet  na^ 

bem  Obigen  “S  = ( 1 + x )».  Sllfo  ein  ÖBertß  Port 

y “ 

K(1  + x)“.  Oe!  wirb  ober  »'S  auß  "S  erholten,  wemt 

man  für  n fe^tj  alfo  muß  au(^,  immer  namlidß  in 

r 

©ejug  auf  biefe  Dvei^en,  1^(1  + x)“  ouß  (1  + x)"  eP* 

U u u 2 
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* i 

l^a(f eit  werben,  wennmony  för  ii  fe^f.  S>jeö  ^of  oiif 

eine  neue  ^e}ei(j(inung  ber  ^urjetn  geflirrt,  inbem  ^ierna(^ 

y fL 

r(i  + x)“  unb  (l+x)y 

. ibentif(|>e  Slujsbröcfe  |?nb.  • . / 

5Iu(t>  ijl  nun  l^iernadb  für  jebeg  n i 

(l  + x)-  = »S  , 

WO  aber  nafütUdb  in  bem  Salle,  wo  n feine  ganje  «11^ 
bur4>  "S  nur  ein  befiimmf er  SBerf^  non  (1  +x)“ 

< gegeben  wirb.  !t)ap  bie  »oefie^enbe  ©lei^ung  audb  bann 
gilt,  wenn  n irrational  würe,  nerffebt  ft(^  non  felbjf,  bd 
)ebe  irrationale  0r60e  eine  rationale  @renje  bat;  ifl 
' atfo  für  aöe  n unb  m: 

. (1 +x)»  = "S,  (1 +'x)“  = "S  ; • 

( 1 + X )»  . ( 1 + X = »S . “S  = “»“S  j ' 

aber  audb  ' 

( 1 + X )»*in  = n»i«S  I 

alfö 

(1  + X>.(1  +x)«n  = (l+x)“f»  ; 

.ober für  1 + x = a,  überhaupt: 

. a®  = « 

V * 

für  jebeg  n unb  m.  ?luf  biefer  Ovclation  berubf  befannt* 
iid)  bie  ganje  fogenannte  ^otenjen  = unb  SBucjelrecbnung. 
^an  jiebt,  boß  nodb  bem  obigen  SBeweife  biefe  Övelation 
in  bem  Salle , wo  nicht  beibe  (Exponenten  ganje  gablen 
ffnb,  natürlidbnurfür  bie  SBertbe  ber  SBurjeln  gilt,  weli^e 
bie  burch  8 bejei4?ncten  Dieiben liefern, b.  i.  für  bieSSBerlbe, 
wel^e  burdb  ben  binomifdben  2ebrfa§  gegeben  werben.  S)ie 
folgenben  25etradbtungen  foHen  jeigen , ob  unb  inwiefern 
obige  EKelation  eine  weitere  2lu6bebnung  gefiattet. 

3.  S5ejcidbncn  wir  bet  i?ürje  wegen  auch  — 1 
bur4)  i , fo  folgt  burdb  fucceffwe  SOlultiplication  ou6  ganj 
einfachen  trigonometrifchen  ©rünben  leicht,  baf  für  jebeo 
<Pf  (p , (f",  ...  immer 

( cos  9>  + i sin  gi ) ( cos  q>'  + i sin  ^' ) ( cos  y"  + i sin  y" ) ... 

= cos(  y + + i sin  ( (jp  + ip'  + qp"  + . . . 

ijf.  3llfo  offenbar  oudh  für  jebeo  gonje  pofitioc  n : 
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(oosqi  4-  = cosn^t  •('  >*(»1191  . 

(£bcn  fo  t(l  ! 

(cosny)  -l*  i <in  ) Ccos  ( — n^)  4*  isin(  — n^)) 

=3  coi  (n  — n)jp  + i tin  (n — n)q>  =:  i , 

fot(  — n«p)  + i*in(  — ny)  = ^-r— : = ; , 

• . coSD^j+.ismmo  (cosy  + 

fc.  i.  nadt)  t>cc  Scjcii^nung , we(4>e  tvir  in  (2.)  fenncn 
geUcnt  l^obcn,  ’ . 

cos(  — ny)  + >sjh( — ngj)  = ( cos y 4- > )~“  i 

fo  ba^  otfo  für  i'ebeg  ganje  poftfitoe  ober  negative  nt 

I ^ ( co$  gp  + i sin  fl = cos  ny>  4- isinnjj 


4.  SBir  be(rad|)ten  nun  tm  2I(Igemeinen  bte  0r6ße 
(t  + ßi,  unter  welker  aud(>  für  /?  = o jebe  reelle  ©r60e 
entölten  ift.  S)o^  auf  biefc  §orm  au^  jebe  imaginüre 
0r6ge  gebracht  »erben  fann,  ifl  in  bem  5lrt.  Unmbglidbe 
©rb^en  au8fül)rlidb  gezeigt  worben,  worauf  wir  uns  l^ier 
ber  Äürje  wegen  bejic^en  tuüffen.  3|i  « + /ü  = a + ff  1, 
fo  ij?  a = a,  ß ==  ß' , weil  au6  biefer  ©lei4>ung  ! 


folgt,  fo  bap  alfo,  wenn  ni^^t  jug(cid(?  « — « = o, 
ß — ß' = o wäre,  eine  reelle  ©röpc  einer  imaginären 
©räfe  gleid?  wäre,  welcbcß  ungereimt  i(t.  S)ie  ©rö^e 
a + ßi  lä^t  fi<b  immer  auf  bie  §orm 

a 4-  /?i  = p(cosy>  4*  isinyi) 

bringen.  2Iu«  biefer  ©leidbung  folgt  nämlid; , wie  wir  fo 
eben  gefe^en  hoben,  , . 

o = f cos  tp,  ß = Q sin  (p  ; 

«nb,  wenn  man  quabrirt: 

o*  4-  iS*  = e’  ( cos  (p}  4-  sin  y’  ) = e*  ; . > 

qlfo  p = "Ta  2+/?*,  WO  für  alle  SBurjelgräfen  immer 
bie  burcb  ben  binomifdben  ^e^rfalj  gegebenen  Söerthe  foHen  ' 
gefegt  gebacl;t  werben.  2llfo 

a . ß 

COS  fo  = ‘ j.  r , sin  ü)  = rrr-;  — 


tt)Obur(b  (f  gegeben  iji. ' , 
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5.  2)en  oßet  SSerr^e  von ' 


wollen  wir  burd|) 


r^a-j-ysi)“  ober  (o4-/S>j^ 


T((o+^i))»i  ober  ((o  + yJi)> 

Beid4)nen.  Saffen  wir  ober  nur  einen  beftimmfen  ?8Jerf^ 
in’ö  '^luge^  fo  foll  mir  eine  einfache  ^arentbefe  gebraust 
werben;  wie  im  tJIrf,  Unmögliche  ©ropen  (24.).  ©e^ 

o + /Si  = ^(c0S9>  -jr  iiiny)  , 

m 

unb  irgenb  ein  2Bertb  »on  ( a + /5i  f = x.  SOlan  fe^e 

X = i(cosy/  4-  isin*//)  ; 

.,  fo  iji  alfo 


n7  (cosQp^-isin^i))?*  =:  r (cos V'  + * »i» ) » ’ 

woroiifii ; wenn  mqn  ouf  beiben  ©eifen  auf  bie  nte  ^ofenj 
erbebe,  ougenblicflich: 

p“  ( CO»  y + i sin  00  )W  = r“  ( co*  y + i sin  y- 

b.  {.,  weilm,  n gonje  3ab^e«  l»«b/  noch  (3.): 

(P>  (cos  m jp  + i sin  my) ) = r”  ( cos  ay>  + i sin  ny)  . 

^(fo  (4.) 

0“  cos  myi  = r”  cos  ny , fO>  sin  njoo  = r“  sin  ny>  . 

folglich;  wenn  man  quf  beiben  ©eifen  quobrirf,  bann 
obbire: 

zz  = r“  . 

^5)iefe  ©ebingung  wirb  erfüHe,  wennmon 

n in 

fehf , wo  wir  wieber  ben  burdh  ben  binomifdhen  Je^rfa^  ge» 
gebenen  SBerfh  biefer  2öurjclgrö0e  uns  genommen  benfen 
wollen,  welkes  ofenbar  »erjlaffef  if.  ©g  ^(^  alfo  auch 

cosmyi  = cosny,  sinm^?  =:  sinny>  ; 

woraug  nach  einfochen  trigononiefrifchen  ©rünben; 

■ ni.  nioo  4-  2k7T 

nyj  = mqj  + 2kT,  %p  ~ — i— II 

n 

für  jebeg  ganje  pofitioe  ober  negatioc  k.  folglich 


-I 


m(ft  + 2kT  . . nio)  + 2krt  / 

cos + ism-  ' 


+ 2krt  > 

n' 
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unb  folglich)  für  jebes  gcmjc  poflf it>c  ober  negative  k : 

111 

((»  + ßi))^  = , , 

— / nup  , . . ni(p\  / . . 2k/t  \ 

(.»(cos-^  + ~ + •““"TT  / (3  )- 

©anj  eben  fo  ijl 

( C a + jW ) ) 

V f um  ,.  . f'Cp  \ / 2*1  , . . 2*1  \ 

p {^COS-^  + ism-^  ^^cos—  + J . 

goig(i<^)/  wenn  mnitiplicirt: 

m /u 

((  0 +/**))”•(  ) ~ 

m /u 

> -e  ^ cos—  +ism  — j|^oos-^  + i..n-^ 

/ 2k7T  , . . 2k7t\  / 2*t  , . . 2^\ 

/ cos—  + ism—  U cos—  + ism  — ^ . 

m u > 

9lber,  weit  ^ bi«  burd?  ben  binomifcbcn  2e^rfa^  ge> 
gebencn  SBert^c  biefcc  SäJurjelgro^eii  jinb,  nac^^  (2.)  , 

m fi 


n V 11 

n • e = e 


5I(fo  nad>  (3.)/  «?«nn  »vir  ber  ilürje  tvegen  ky  + xn  — V 
feuen:  ^ > 

m ^ 

((«  +iSi))H(«  + /?!))*'  = 

ni  . 

e“  )»’ 

x(cos^  + ism^^- 

3(bet  nad?  bem  Obigen 

CC»  + ^i))‘ 

(“ 


^+ü 

. u ‘ * 


111  , l“ 

IT'*'  * I 


, 2k”7i  , . . 2k"i'N 

X f cos  — + ism  — J 


ny 
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ta  btt  Dlenner  bon  21,  + -^  = 2*r-+  g2  ^robiicf  r\v 

g(ei4)  ijl.  X)a  tt^fece  ©(eic^ung  fut  jebets  gonje  pojitjöe 
ober  negatibe  fc"  gi(t , fo  ifl  obigeb  ^cobuct  offenbar  ein 

m > 

SBert^  bon  ( ( a + /5i ) ) ® * t unb  fotgtic^ 

tL'  Hü.  -^JL 

((a  + i5i))».(Ca  + ^i))»'  = ((a  + ßi'))^  v 

tbe(4)e  ©(ei^^ung  man  aber  nur  fo  )u  berjlel^en  l^af/  ba^ 


immer,  wenn  irgenb  jwei  SBettl^e  bon  (((*  + /31)}'^ 

• ^ , 


«nb  ((«  + /?i))'  in  einanber  muWplicirt  »erben,  eii^  - 


SBerf^bon  ((a  + /5i))«  »' 

jie^nng  iji  glfp  bie  €?eiarion 


gn»  . 


er^att?n  wirb;  inbieferSöe» 

- ^m-4*Q 


gdgemein,  unb  gilt  für  febeb  unb 

6.  5lub  biefen  ©teiebungen  foigen  affe  öbrigen  gor» 
mein,  auf  benen  bie  9ie4>nung  mit  ^otenjen  unb  SOBur^cin 
beruhet,  (eiebt.  SHur  b^t  man  biefetben  immer  in  einem 
4bnii(b«n  ©inne  wie  borbergebenbe  ju  nehmen.  ffBit 
geben  nur  bie  25eweife  bet  .^auptfäibü^fitn.  ©e^en  wir 
— nförn,  fo  wirb  / ' 

a®  . a~““  — a™  ■ ^ « am— n 
^ a» 

rine  ebenfaffb  febt  befannte  formet. 

3(i  nun  m eine  beliebige , n eine  pofitibc  ganje  ^abf, 
fo  ifl  '■  ' 

{ am  ss;  ftO  , fttt  , a*n  , , am  — a®  + m + • • + ® zz  a®®  • 

^olgli^^  aui^ 

fa“  V- “ = — - — = -ll-  = a— ““  s=  a»>(— ■>)  . 

V / . a>^  ■’  ' 


n =y,  wo  a poflfib  Ober  negatib  fepn  fann,  y. 
gber  pojitib  genommen  wirb , fo  ijl 

2_  r y m ' 

^a*®)y  = T*(a*“)“  = =sa?^=a^.  ' ' 

'2Ufo  ifl  für  febe$  m unb  n : 

( a®  )®  — a®®  . 
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3ff  m eine  btliefeise,  ^n  eine  ppfifitje  gonje  unb  m 

n ‘ • 

z=r\a,  fo  t|l  tJtmtec  "K" a"‘  =r  a»,  mit  (a“)“  na^  bem 
fo  eben  55eiviefenen  = an“  = a“  ijl.  > 

^tefc  25emerftm9en  über  bie  oHgemeinen  Formeln  ber 
53ofenjen=  unb  59urjetre(^>nung  mögen  binteicben,  unb  mir 
geben  nur  no(^>  einige  gormeln  jur  qnnabeenben  Söere^s 
uung  irradqnoter  Sßurjeln.  ^n  ben  hier  bewiefenen  ©ä^en 
|mb  ou(b  bie  aCgemeinen  Otegetn  ber  in  ben  (Elementen  fo» 
genannten  CRetbnung  mit  ©urjetgröpen  boHfiänbig 

7.  3ur  onnübernben  Sere^nung  irrationoler  9Burjelrt 
bienen  u.  21.  bie  in  ben  2lrft.  ©inomifeber  2ebrfa^  (13  — 
19.)  uiib  j?ettenbru(^j  (53  — 59.)  mitgetbeilten  Sot«»eln, 
ober  du(^>  bie  im2Irt.  Umformung  bet  9?eiben(27.)  be* 
toiefene  ©lei^^ung : 


1 / X“ 


mn  — 1 / 1 y _ 

mn  . 2mnyi +x"),  . 
mn  + 1 


I 

i*  / \ _L  4- 1 / X”  i 

^ ^ müyi4*x“j  mn  . 2mn^l+x*»j  *"  J 

wo  n eine  ganj  willfübriicbe  3<>bl  beliebig  angenom* 
men  werben  fonn. 

gjlan  fonn , um  ju  ffnben , au<b  ouf  folgenbii 
2Beife  oerfobren.  SDian  wüblc  «ne  3abt  k fo , ba^  k"a 
ber  nten  ^otenj  einer  anbecn@r6pe  amöglidbjlnabe  fomme/t 
unb  fe^c 


k«a  = an  — X,  Y^a 


-pKa“  — X 

k 


©oll  biefes  Sßerfabren  mit  2ei(^tigfeit  angewanbt  wer» 
ben,  fo  mup  man  im  23efi^  jiemlid?  auesgebebnter  'Jabetten 
ber  (potenjen  ber  3«^len  fepn.  SJiacb  bem  binomij^»«^ 
Jebrfage  erbült  man  nun  teilet 


( n — 1 ) ( 2n  - 1 ) X" 


j _ ^ X n—  1 x^  (n  — 1) 

kj  n ' o"  n . 2n . :jn 

_ (n— l)(2n— f)(3n  — O x«  _ 
n . 2n  . 3u  . 4n  ' a*“ 

®iefe  Dveib?  wirb,  weil  x nad;  ber  2(nnabme  gegen  a" 
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fef)r  ffein  ij!,  immer  jlarf  cotittcrgiren,  unb  ba^er  jur  S5e= 
recbnung  bequem  fcpn.  SOi.  f.  ».  ßtting^aufen  comb. 
?lya(.  2öien.  1826.  $.95  — 100. 

2ambert  (Söeifrige  jur  SOlartjemadf.  II.  ©.152.) 
giebt  foigcnbeo  Sßerfa^cen.  ©e^ 

X = (a+b)»  = a"  + na“-‘  + a»--b»  + ...  . 


S0?an  mutfipticire  auf  belbcn  ©eUen  mir  1 + ^ , fo  ecs 
l^dit  man 

(.  bv\  , , n(n  1)  , , n(n-l)(n-2)  ,,  , , 

1 q.  — J = af»4-na“— ‘bq — a“~“b*q- a“~*b*+... 

+ ya“-‘b  + nya“— -b*  4"  — 7p-— ya“~*b’ 4. . . 

SHun  wirb  y fo  bejiimmf,  ba0  bie  enr^)a(fenben  ©(iebep 
»erfc^winben/  ober  ba^ 

a°~^  b^  4 nya"— ^b^  = o ^ 

wirb.  5!)ie0  giebt  y = — — , unb  nadt>  gehöriger  ©ub= 
(litution : 


/ n — 1 b\  "41  „ nfn— l)(n41)  „ ... 

*(l-  — •r}=""+  ^ ^±JÜ_a«-3b3_... 

I 2a  4-  ( n 4 1 ) b ! ^ n(n  — 1)(n+l')  8°—^  b^  

* '|2a  — (n  — l)bj^  6(2a  — (n  — l)b)  ' 

©ooerjie  ©lieb  bient  jur  ©erecbnung  ber  ©Jurjel,  baö 
jweite  jur  Prüfung  beo  ©rabet!  ber  ©enauigfeit.  §iir 
n=^  wirb, 


ya4b  = 


^^fa4 
3»4b  ' ^ 


2b’  ya 
81a’  + 27a’  Ij 


2ambcrt  bere(^?net  a.  a,  0.  nadi  biefer  Formel 
. biß  auf  18  SecimaljleHen.  J^ier  ©pempel  beijubringen 
i|l  unn6tl)ig. 

8.  SBurjcln  auß  S5inomien  t»n  ber  ^orm  A+KB, 
wo  KB  irrational  i|I,  außiujicl^cn,  fommt  oft  oor,  fo 
ba0  einige  Semerfungen  über  tiefen  @cgen(lanb  ^ier  nid^t 
am  imrecbtcn  Orte  fcpn  werben,  ©c^ 


I 


f(A4rß)  = x + ry,  A + rß  = (*4-ry)" ; 
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fe  cr^ätf  man  na(J>  bem  binomifdben  ?e^rfa^e  mit  iJInmeni 
bung  ber  Jjinbenburgif4)en  Sejcii^nung  bcc  25tnomiaU 
'SoefjTcienfen:  *' 

V , 'A  + rB  — 

, X"  4-  «Sx»— *y  4-  “2)x"— *y-  4^  .... 

+ j“2[x'i-‘  +•  “Sxn-^y  + »@x“-*y*  4-  ...  jry  • 

2I(fo,  tt>«nn  man  bas  9vafiona(e  b«m  Diafionaten,  bae!  3^= 
rationale  bem  Relationalen  gleidb  fe^t : 

A = x“  4-  "SBxn-^y  4-  PDx"-*y’  4r  ..  • 
l^ß  = j“2(xtt-*  4-  ”Sxi»-äy  + ngxn-Sy».4-  ...  jjry 

metebeo  jweiSleicbiingen  mit  ben  jmei  unbefannten@r66en 
Kunby  jtnb/  bur^  beten  Qlufiofung  biefe©t6^en  erbal= 
ten  werben.  S)ie  (Elimination  fubet  man  am  leicbteflen 
guf  folgenbe  ?ltt  auO.  S)urcb  ©ubttaction  erhält  man; 

A — rB  = 

■ x?  — “2Cx"— *ry  + "5Bx“— 2y  — “Ext»— 4yry 
4-  n®xH-*yä  — ...  = (x  — ry)“ ; 

worauf  audb  juglei^)  crhcDct/  bap  immer  ju  gleidbct  ^eif 

f(A^±  rB)  = X ± ry 

iji.  5llfo 

(A  4-  rB),(A  — rB)  = (X  + ryMx  — ry)“  ; 

A»  — B = (x>  — y)“,  f(A=  — B)  = x=  — y ; 
y = x=  — f(A"  — B)  . 

liefen  SBerth  bon  y fe^e  man  in  bie  rationale  ©lei^ung 

A = X“  4-  »Sxn-»y  4-  ®2)x”-*y^  4-  . 

woblirdb  tban  eine  rationale  ©leiefeung  bes  nten  ©rabeö 
erhält/  but(^  beten  5luflöfungx,  unb  folg(i4>  mittclft 

y = x’  — r(A^  — B) 

auch  y bejlimmt  wirb. 

0.  R|l  bat!  gegebene  Sinomium  bon  ber-^orm 
rA'  ± rB' , . 

fo  wähle  man  6 fo,  ^ TA'.KÖ  = ^ A'0  rational, 
unb  Tß' . ro  = Kß  ö = rß  ifl;  fo  il^ 
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r(rA'  ± rB').rrö  = r(A  ± rß)  = » ± ry  (s.) ; 

I 

10.  (pei;  5.  §5.,  "TCA  + KB)  fo  1(1 

no^  (8,)  ' • ' 

A = X*  + y,  y = X»  — r(A*  B)  ; 

A = - r(A*  - B)  ; 

, = jri±X^l=12.  Ky  ; 

A±rB)  = |-i±r ^A^)  ^ . 

©0  ijl  j.  25./ füc 

A + rB  = 7 + 4r3  = 7 + r48 , 

A = 7,  B = 48,  A»  B = 1 ; 
r(7  + 4r3)  = 2 + r3 . 

3ÄC  ' ■ 

rA'  — y-B'  = r32  — r74 

i(l  A'  = 32,  B'  = 24,  K32 . K2  = K64  = 8, 
0=2,  A = 8,  B = B'0  = 48.  2UfoA*  — B = 
16,  x=r6,^-y  = 2^;  K(r32  — r24)  = 

K^c  _ ^ ^18  _ -^2. 

4 

11.  @oß  man  KCa+Kb)  «n{wi,rfe(n,  fo  ^ar  mat^ 

tia^  (8.)  t)le  ©leid^ungen  ' 

A = x'*  + 6?^y  + I y = X*  — , 

4 4 r 

mctm  mir  bec  .^üric  megen  KCA^  — KB)  = 21  fc^cn. 
Slfo 

A = 8**  — 8x^ 3t  + 3£S  Sx“  — 8x*3t  4-  2P  — ’a  — o . 

$6fet  man  btefe  ©(ei4)ung  tote  eine  quabratifi^e  auf,  fo  eo:: 
|)dit  man 

r(A±rß)=r  + ?2tj  - j . 

©n;  J-  K (1 1 3 + 72  K2)  J!  finben.  ibier  ift  A = 1 1 3, 

B = 72  =>.2  = 10368,  A^— B=240l,  K2401 
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49,  r240I  = 7 = A2  + 21*  = 162, 

A+a» 81  ir±±Il 1 

— 8~  — T'  ' 8 — : 2’ 

f(ii3+72r2)  = r(?+i)  + r(i-i)  = i+r8  = i+2n. 

12.  §ör  K(A  + KB)  mußte  man  na4>  (8.)  bie  ©IcU 
jungen  , ' 

A,=  x’  4-  3xy,  y = x»  — lyCA»  — B)  , 

b.  {.  näd^  ber  ©(iminafion  bon  y bie  @(ei4>ung  beö  briften 
©rabeö  , 

4x’  — 3xf  (A»  — B)  - A = 6 

außöfen,  «nb  y auö  obi'gec  formet  Beßimmcn.  ®ie  9Bur» 
jeln  ^6^ercr  ©rabe  fuhren  eben  fo  ouf  bie  ^iupöfnng  ^6* 
leerer  ©leidbungen , in  melcbem  SDecbnBniffe  natürticb  • 
bie  0dbwierigfeil  wacbß. 

' - 9)1.  f.  öbec  biefen  ©egenfhnb  Neutoni  Arithmetica 
universalis.  $.  84.  unb  ©afliUonö  ©ommentoc  p.  78* 
©ulcrß  2Ugebra.  I-  «»««» 

2iuffa$  »on  .1  e n n e r t in  i n b e n b u c g 6 2Ircbiü  ber  reu 

nen  unb  angem.  SOlatb*  Sleunteö  J^eft.  0.  50. 

SBur^elörogen/  f.  ^urjei  (6.), 

SBur^el^eid^enf  f.  Söntjet  unb  matbema* 

tifdbe. 

3. 

emeö  aSnid^^  / f.  ©ru4>. 

Sol^l  (Numerus).  ®er  ©egrijf  ber  enffiebt 
fiberbaupf  bur4>  bie  aöorßellung  beö  Sieben  * ober  ©eiein* 
anberfepnö  mehrerer  S)inge,  meicße  cntweber  mirfiicb  »böig 
glei^  unb  g(ei(iarfig  ßnb , ober  auf  beren  2ßerfi;bi«P«”'b*'Jf^ 
infofern  pe  ju  einer  3<ibi  vereinigt  merbcufoilen,  »enigpenö 
feine  Stücfpcbf  genommen  wirb ; olfo  auch , waB  boffelbe 
iß,  burdb  bie  Sßorfledung  ber  Söieberbolung  ober  SßernieU 
fa^ung  eine«  unb  beffelben  üDingeö,  n>el4>ee  im  2lt(ges 
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ntfinen  bur4>  A Bfjfidbnee  werben  fofl*  üluit  fann  matt 
fid)  aber  enfweber  bie  burd>  SBieber^oUmg  bes  A enf= 

\ flanbene  @r6^e  fe(b|t,  ober  au^  bloß  bie  üOienge  ber  SBie= 
ber^olungen  »orffeDen.  ©asCrfTel^eipf eine  benannte/ 
concrefe  ober  oud?  unreine  unb  A ihre  Sim 

l^eif;  boö  ^tt’tife  wirb  eine  unbenannte,  abfirocfe 
, ' ober  reine  genannt.  2(tt)tber  benannten^al^t  ifi  fofg* 
üö)  eine  unbenonnte  entl^alfen,  unb  man  fann  alfo,  wenn 
jene  burdb  N,  • biefe  burd>  n,  bie  Sinl^eit  burc^  A bejei^net 
wirb,  jebe  benannte  ^a^t  burej)  N = nA  barfiellen,  inbem 
bureb  bas  bf60e  STlebeneinonberfe^en  ber@i^mboleiiünbA 
. befanntlidb  bie  nmalige  2ßieberbolung  ober  SÖernieifadbung 
ber  ©ro^e  A angebeutef  wirb.  Umgefe^rt  fann  jebe  un* 
benannte  «in«  benannte  bettad?tef  werben,  wenn 

fte  auf  eine  befiimmte  @r6^e  aie  ©in^eit  bejogen  wirb. 

1.  ®af  jebe  benannte  @rb0e  (Quantum) 

ifl,  unb  if)t  au(^  eine  bejfimmte  @r60e  als  ©igenfebaft  5u» 
fommt,  unterliegt  feinem  3tt>eifel.  ©ben  fo  flariffes, 
ba^  auch  jebe  unbenannte  in  ©ejug  ouf  me^r  obef 
minber  oftmalige  SEBieberfiolung  irgenb  einer  wiDfüf)rtidb 
gebadeten  ©inbeit,  eine  ©rö^e  iff,  unb  alfo  au^  unbe* 
nannte  rücffidbtlii^  ber  ©r6§e , auf  jebe  lilrt  mit 

einanber  »erbunben  unb  nerglicben  werben  fbnnen.  ®ie 
©rö0e  einer  benannten  3»^bl  N = n'A  bängt  fowobl  von 
ber  ©ro^e  ber  ©inbeit  A,  auf  weldje  f?e  fid)  bejiebt,  als 
audb  »on  ber  ©röße  ber  in  ibt  enthaltenen  unbenanntett 
3abl  n ab.  Ueberbaupt  fönnen  aber  benannte  ^ablen  nuC 
bann  mit  einanoer  ttfrglidbcn  werben,  wenn  bie  ©inbeiten, 
ouf  welche  |te  ftcb  bejieben,  wenn  auch  nitht  gleich/  aber  hoch 
gleichartig  ftnb.  12  5^funb  unb  6 "^bfr.  ij!  feine 

Sßergleihung  möglich;  aber  wobl  jwifchen  12  ^funb  unb 
6 fitb.  0oöen  nun  überhaupt,  ©leichartigfeit  ber  ©inbeitett  ' 
porausgefe^t,  irgenb  jwei  benannte  N — nA, 

N'  = n'A'  mit  einanber  »erglicben  werben;  fo  fud)e  man 
ein  gemeinfd>aftlidbes  9)Iaa0  ber  ©inbeiten  A unb^  A%  wel» 
thes  burch  M bejeihnet  werben  mag.  gemein» 

f(haftlid;e  ü)laafl  in  A unb  A'  refpectioe  m unb  m'  SOJal 
enthalten,  fo  baß  A=m]VI,  A'=m'M  ijl;  fo  ifl 
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N = iimM,  N'^n'm'M,  linb  t»ie  (3r60e  ^^r 
N unb  N'  ^angt  nun  b(o0  non  bcn  unbenonnfeit  galjfett 
nm  unb^n'm'  ab.  SO?an  fann  otfo  biefe  f?aff  jener  fe^en, 
unb  mit  i^nen  aUc  OCe^^nungen  ouöfü^ren , tneldbe  mit  beit  ^ 
benannten  Sagten  toorgenommen  werben  fofiften,  wenn  nur 
bem  cbenfall«?  als  unbenannte  erfcbeinenben  Diefuttate  • 
wieber  M a(o  (Sinbeit  untergelegt  wirb.  3)ieg  i(T  audb  bec 
©runb,  bap  bie  Ulrit^metif  bei  otten  i^rcn  Operationen  bfo0 
unbenannfe  Sagten  jum  ©runbe  legt,  weil,  um  mit  be- 
nannten redbnen  ju  fbnnen,  blo^  no4i  fpecieOe 

Siegeln  jur  Stebuction  ber  nerfebiebenen  ©inbeiten  auf  ein* 
onb;r,  ober  jur  5luf}tnbung  ibreo  gemeinfebaftiieben  9)?aaf  cg 
erforberli(^  finb,  weldbe  aber  immer  non  ber  befonbern 
©efebaffenbeit  ber  in  Siecbnung  genommenen  ©rbßen  ob*  - 
bangen,  unb  eben  besbalb  ber  reinen  ?lrirbmetif  fremb 
ftnb,  jt^  aber  immer  aus  ber  STatur  biefer  ©rögen  leicbf 
ergeben,  wie  febon  aus  ben  erffeu  ©Icmenten  bcs  SKccb» 
nens  befonnt  ij?. 

2.  SOlan  pflegt  jwifi^cn  ganjen  unb  gebroebenen  * 
3abt«tt  ober  ©röcben  ju  unterfd;eiben.  3ene  entfleben 
bur^  unmittelbare  Sßernielfacbung  ber  ©inbeit,  unb  finb 
nöQig  einerlei  mit  bem,  was  wir  fo  eben  eine  3al)l  fcblecbt--. 
bin  genannt  haben,  ©rücbe  enffieben  bureb  '^bfilung  ber 
©inbeit  in  gleiche  Zl)eiU , unb  aScrnielfacbung  eines  ber  er* 
baltenen  ?b«itf-  b'^fbei  eine  bejiimmte  ©inbeit  jum 
©runbe,  fo  ifl  ber  ©rudb  benannt,  fonfl  unbenannt.  ®ie* 
fer  Unterfebieb  jwifeben  ganjen  3ablen  unb  ©nicben  ifl  aber 
burdbaus  nid?t  wefcntli^,  ba  jeber  ©rueb,  wenn  er  nur 
auf  eine  anbere  ©inbeit  bejogen  wirb,  audb  als  ganje  ^abl  be* 
tradbtetwerbenfann,unbumgefebrt.  5Der©rud;^A  iß  biC' 

ganje  3obl  n,  auf  ^ A = A'  als  ©inbeit  bejogen ; bie 
ganje  ^abl  nA  ifi  ber  ©rueb^,  für  nnA  = A",als  ©in* 

beit.  biefem  Slrtifel  werben  wir  »on  nun  an  unter 
bem  SBorte  3abl  immer  bie  ganje  ^abl  »erfleben. 

SSorjuglicb  bei  ben  älter n 9)Zatbemattfern  ftnbet  man 
febr  »iele  »erfdbiebene  formen  ber  fahlen,  non  benen  in 
einjclnen  Slrtifeln  biefcs  386rterbucbs  befonbers  gcbanbelf 
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worben  i(l , wie  j.  55.  bte  geroben  unb  ungerobcn  ^dl^tett/ 
bie  ^rinijal^Ien;  bie  voOfi^nbigett  urib  unt>oQ(!änbigeh 
len,  bie  befceunbeten  gölten,  bie  figurirfen  ^o^ien,  bie 
ipoipgonaU,  ^^romibalä  unb  ^^rgoibat*^^^^«»’/  bie  ^roi 
nifjo^ten,  u.  bergt. 

UeBer  bie  S5eiei(^»nung  ber  ^al^ten  f.  m.  bie  Strrifel 
ga^tenf^liem,  3o^(jei4>en  unb  Ziffer. 

3.  3mmer  l^af  ber  abergUubifil>e,  bem  SEBunberbaren 
gern  jtdb  ^inneigenbe  SOlenfcb/  in  gewtflen 

äbermenfi^(i(te  .^rdfte  )u  ftnben  geglaubt.  04)on  bei  ben 
dg^ptifcben  ^rlejlern  treffen  wir  bie  erflen  ©puren  ber 
^a^tenfpmbotif.  S)ie  ^gt)(  (leben  war  i^nen  Zeitig,  weit 
ber  £Rit  mit  (teben  9Jlunbungen  in’o  üOieer  (iremt.  ^ p* 
tlf)agora0  mag (ie auf  feinen 0ieifenoon ben  ^cgpptiern  ge« 
lernt  ^aben^  unb  bie  ^at)tenfpmbotif  warb  ein  <barafteri(H« 
f^eö  SOlerfmat  feiner  ©(^>ule.  ©dbon  bei  ben  Jg)ebrdern 
l^eift  f4>wören  fi ebenen,  b.  1^.  bei  ber  fitben  be« 
treuem.  bie  inbenSd^ern  berbeitigen©cbrift 

oft  »orfommen , finb  bei  ben  Sßölfern  bet  4>ri|iti4>en  3« if* 
re(^nung  immer  für  b«itig  gebatten  worben,  wie  j.  55. 
bie  3^»bl  weit  bie  ©enefio  tebrt,  ba§  ©ottin  ebeit 
fo  oieten  ?agen  bie  (Erfcbaffung  ber  2ßett  PoHenbete.  e i t« 
b r 0 n n e r bat  man^ee  geborenbe  in  einem  befort» 
bern  ^apitett  De  arcanis  immerorüm  qualitatibuSj 
a quibusdam  ingeniöse,  interdum  vero  superstitiose 
‘'inventis,  feinet  Historia  Matheseos  (p.  746  — 758.) 
gefommett.  ©t  fübrt  j.  55.  jebn  ©pratben,  on,  in  beneti 
ber  Sflame  beS  iSJefrnö  "mit  Pier  ©u^>|iaben  ge« ' 

fbrieben  wirb.  Sßon  ben  bittb^t  gcbörenben  ©Triften 
beo  SßirgitiuO  (Salzburgensis),  ©tidbtopeuö,  ?>au* 
linu0,  Sinbenberg,  ^etruo  ^ungue  b^^ibett 
Ädfiner  auöfdbrticb  in  ber  @ef4).  b.  SJlatb-  “^b^- 
205  ff.  2Iu4)  gebbrcn  birtb«f  beo  Sltbanafiuö  jtir» 
4? er  Arithmologia,  sive  de  occuhis  numerorunl 
mysteriis.  Romae.  1665.4.;  Meursius  dedenario 
pythagorico;  oucb  ein  jwar  furjer,  aber  nicht  uninter« 
effanter  5tuffat5  in  ben  S5tättern  für  titcrarifcbe  Unterbai« 
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fung.  2pjg.  1827.  OTr.  148. 149.  ©efd^i^>fe  Uß  @(au= 
ben«  an  &ie  .^eiligfcif  bcr3a^t  ©leben  in  §.  ©ebifcß 
vermifcfeten  ©dbriftctt*  23cdin.  1801.  ©.  32  — 60. 
S)urdb  bie  Uebcrfcbriff  bes  ^ier^er  gel^örenbcn  jtapifctö  in 
.^äfiners  @efct)id;fe  ber  SD^af^^maf^f:  „©eic^rfep 
^anb  t)on3^»M«o"  mag  gwecf  unb| 9Bed^ »or jle^en* 
ber  23emerfungen  ongebeuiet  fc9n. 

4.  ®ie  ganje  3a^t«nmiflTenfd)aff  nennt  nian  gemö^nlidb 
bic  2Irit^nietif.  ^n  neuerer  3f«t  j«nö  jebod>  iwei  wefent* 
lid)  »on  einanber  »erfcbiebene  'tl^eKe  berfdben  »on  einanbec 
gefd»ieben  worben.  3)en  einen  grögern,  am  meifien  bear* 
beiteten^  fbnnte  man  ben  redbnenben  ober  caIcu(atorifd;en 
nennen,  »ei(  ber  eigentlidpe  ©afcui  nach  offen  möglichen 
SXidjfungen  .^auptjwecf  bcffeibcn  ift,  feinen  4)<Juptin^o(f 
ou6mad)f.  Unter  ber  2lrif^metif  im  engem  ©inne  wirb 
namentlich  biefer  '^^eil  »erfianben.  ©r  jerfafft  wieber  in 
mehrere  einjelnc  große  9Bijjenf(haften,  über  wcldtje  befon* 
bere  2lrtifel  biefeef  SB6rferbud)e*  l^inreicbenbe  25ele^rung  er» 
t^eilen.  35er  onbere  ll^eil  ber  jabl^nmiffenfihaft  bagegen 
befdbaftigt  ßch,  fo  wie  bie  ©eometrie  bie  ©igenfihaften  ber 
t»erf(hiebenen  formen  ber  ou«gebel)nten  @r6ße  unterfucbt, 
mit  ber  tffuffuchung  ber  ©igenfdpaften  ber 
immer  ber  gonjen  t ccn  e0  »iele  ^6(hfi  merfwür» 
bige,  jum  nerßecfte,  giebt.  SJlon  nennt  biefen 

3weig  ber  2Irit^metif  bie  3<>^ltnle^re  im  engem 
©inne,  ober  ouch  fe^r  pojfenb,  nad>  Segenbte’ö  SÖor» 
gange,  bie  ^l^eorie  ber  3a^ten.  95on  biefer  widbti» 
gen  unb  ^o^eg  l^abenben  SDiociplin  einen  2lbriß 

ju  geben,  i|l  ber  3mecf  biefee  2lrtife(g.  QSoffficlnbigfeif 
ijl  jouf  fo  geringem  Svoume  unerrei(hbar.  5Die  ©ä^e  o^ne 
SSeweife  }u  geben,  mbdbte  wenigen  9?u^en  ^aben,  unb 
nur  ^öcbjl  unnoff(idnbige  23elel^rung  gewähren.  S33ir  ge» 
ben  ba^er  einige  ber  wicbtigßen,  einßußrei(hfien  unb  inter» 
effantcjlen  “i^eoreme  uoflfiänbig  mit  i^ren  23eweifen,  wo» 
burd>  ber  2efcr  in  ben  ©eifl  ber  SJBijfenfcboft  eingefül)rt, 
unb  5um  ©tubium  grbferer  Sßerfe  vorbereitet  werben 
wirb. 
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• 3a^l. 

I.  t)c^  0uclit)e^  »on  t>cn  ^rimja^lcn. 

I 

1.  SBenn  jetie  ber  Selben  3a^f«n  P,  Q f (einer  a(6  bie  / 
^Jrimjal^l  p ijl;  fo  if(  Sag  ^robuct  PQ  ni^jt  burcS  p 
t^eilbar. 

©ep,  inbem  man  P,  r,  r,  x" , x"’ , ...  o(ö 
ren,  unb  r,  r,  r",  x‘" , x"' , ...  als  bic  entfpre^jenben 
0ie^e  Utxa^M, 

y y ll-=  Pq  + r , 

P = rq'  + r'  , 
r = r'q " + r"  , 

r'=r"q  "'+  r'"  , 

IC.  tc. 

/ 

wobei  ju  bemetfen,  ba0  t,  roeU  p eine  ^rim5a^(  unb 
> P i(l,  pojtti».  unb  nicht  = o ifr.  3)ur^  ©ubjiifutien 
erhält  man  (eicht  nach  unb  nach  > 

i' 

p = Pq  + f 

= rqq'  + r'q  +•  r 
= r'qq’q"  + r"qq'  + r'q  + r 

= '"qi'q'q"'  + '"’qq'q"  + r"qq'  + t'q  + r 

' IC  , :c. 

SCBöcbe  nie  ein  ©lieb  ber  Dleilje  r,  r",  r",  .... 

= o,  fo  würben  biefe  '3(usbrücfe  in’s  Unenbliche  fortgehen, 
unb  foigli^  p burdh  eine  unenb(i(he  0?eihe  pofitiner  ganjer 
fahlen  ausgebrücft  werben , we((he8  ungereimt  i(l.  51(fo 
muh  man  irgenb  ein  SOlal  auf  einen  0iefi  = o fommen. 
S)iefer  0lefl  fep  = r("  + i);  fo  ifi  bie  0veihe  ber  erflen 
©(ei^ungen  begrenzt  unb  folgenbe : 

p = Pq  + r 
P = rq'  + r' 
r = r'q " + r* 


f(n«-2)  ^ j.(n—l)  q(n)  ^ j»(ii) 
t(n-i)  — rCn)q(nti)  , 

9((fo  geht  r(*0  in  r(n-i),  folglidh  audh  in  r(»— 2),  folg* 
(ich  audh  in  r(“-3),  a(fo  enblich  cjuch  in  p auf.  ®a  nun 
P eine  9>rlmjoh(  unb  r(“)  offenbar  < p ijl ; fo  i jl  r(")  = 1 . 
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5or9h’4>  »örffe^enbe  ©(eldEjungen/  wenn  man  (ie 
olle  mit  Q »em'etfdUigt: 

pQ  = PQq  + rQ 

PQ  = rQq'  + r'^ 

I " rQ  = r'Qq"  + r"Q 


rCn-ü)  Q — r(“— OQq(n)'^  Q . ■ ' 

©Inge  nun  p in  PQ  ouf^  fo  mö^te  es,  wegen  feet  ctfTert 
©leleljung,  t>o  tß  in  pQ  dufge^t,  offenbat  auch  in  rQ, 
folgticb  eben  fo,  wegen  ber  jweiten,  in  r'Q,  unb,  wegen 
ber  britfcn,  in  r"Q  aufge^en,  u.  f.  f.  ©eljt  mon  biefett 
Gtblu^  fo«,  fo  erhellet,  ba0  p in  Q aiifge^en  müßfe^ 
wet(^je6  ungereimt  ift , bo  na^)  ber  Sßoraugfe^ung  p > Q. 
Sllfo  fann  p nidbt  in  PQ  aufgefjen.  * ' 

2.  ©e^f  bie  ?3rim}al^t  p Weber  in  P,  nb4>  itt  Q oufi 
fo  gel^t  (io  audf>  in  PQ  ni4>t  auf. 

0e9 

P = pp'  + r,  Q = pq'  + r'  ; 

to)o  i <-P,  r p ffi;  fo  ijl  ' 

PQ  =p5p’q'  + pq'r  + pp’r'  + rr'  . 

©inge  nun  p in  PQ  auf;  fo  müßte  es  offenbar  audf>  Tn  rt^ 
oufgef)en,  welcbeß  gegen  (1.)  iß. 

3.  ©e^t  alfd  bie  ^rimjol^t  p in  PQ  auf;  fö  muß  ßi 
entweber  in  P ober  in  Q dufge^en. 

liefen  @a^/  welcher  in  ber  ^dhlenlehrc  fehr  gefchü^t 
wirb,  hot  fcbon  ©uclibce  (VII.  32.).  ,2lnbere  Se» 
weife  geben  Segenbre  ( Theorie  des  nombres.  Sec. 
p'dit;  p.  3.)/  unb  ©auß  (Disquisitiones  arithmeti< 
cae.  p.  8.  9.).  ^ 

4;  ©eht  bie  95rimjahl  p in  feiner  ber  3ahien  P,  Qjr 
R,  S,  i*.  oufj  fo  fann  ße  au^  in  PQRS  ;...  nidht 
oufgeheh; 

' i>  geht  in  PQ  nidht  duf  (2.);  atfö  du^  in  PQp.  nid^f 
(2.)  j alfo  au4?  in  PQRS  ni^t  (2.);  u.  f.  f. 

5.  ©eht  aifo  bie  ^rim jahi  p in  bem  ^robucfe  pQRS  ...t 
ouf;  fo  muß  ße  in  einem  feiner  gactoren  aufgehen,  ©eht 

diff2 
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fie o(fo In  Q,  R,  S,  ...  m4)f  auf;  fo  muf  ftc  in  P auf* 
ge^en.  » 

P *u*t  P/  Q/  R/  S,  ....  celafiue 
fo  ge^t  p in  PQRS  . . . . nid)t  ouf. 

3(t  p Qbfolufe  ^rimja^l ; fo  folgt  ber  ©a^  ouö  (4.). 
3fl  bieß  aber  ni^)t  ber  fo  fei;  p = p'q,  wo  p'  eine 
^rlmia^t  ifl.  ©ingc  nun  p in  PQRS  ....  auf;  fo  fe^ 

PQRS  ■ . ■ ■ _ _ PQRS....  _ 

p p'q  ’ 

olfoPQRS...'=p'qN,  unb  eo  mö0fefotgti(^>bie^timial^l 
p'  in  PQRS  ...  aufge^en,  o^ne,  weit  p = p'q  mit  P, 
Q,  R,  S,  ...  retafinc  ^rirnjo^l  i(t,  in  einet  biefec  ^a^»  ' 
lenaufjuge^en;  gegei;  (4.). 

7.  @e^t  p,  »etdt;eß  mit  P,  Q,  R,  S,  ...  retatioe 
^rimja^l  i(t,  in  bem  ^robnete  PQRS  ...  X N auf;  fo 
muß  p in  N aufge^en.  - . 

©e9  »leber  p = p'q  unb  p'  eine  ^rimjal^t; 

PQRS  . . . X N _ _ PQRS  . . ■ X 1\T 

P p'q  ’ 

£2^-4:.^  = . 

p ^ ; 

Sllfo  ge^t  bie  ^rim^al^t  p'  , wetdbc,  weit  p = p'q  mit  P, 
Q,  R,  S,  ...  relatioe  ^rimja^t  iß,  in hiner biefer  3al^s 
len  aufge^en  fann,  in  PQRS  ...  X N auf,  unb  miiß 
fotglidb  in  N aufge^en  (5.  ).  ©et;  ba^er  N = p'Nj, 
q = p''q  , «50  p"  wieber  eine  ^^rimja^l  iß ; fo  iß 

PQRS...XN  _ _ PQRS...XN, 

pq  p"q'  ’ 


woraus  t»ie  borl^er  folgt,  boß  p"  in  aufgel^en  muß, 
©ep  ba^er  =p"N2,  unb  jc^t  q'  felbß  eine  ^rim» 
ja^t,  alfo  nicht  weiter  jertegbar;  fo  iß 

PQRS  . . . XN,  _ _ PQRS  . . . xN,  , , : 

p'q'  “ q'  ’ 

folgliij),  wie  »orher,  audh  burdh  q'»theilbar,  unb  ballet 
N 2 = q'Nj . 51ber  N= p'  p"  q'  Nj , unb  p = p'p"q'; 
alfo  N burdh  p theilbar.  S)oß  biefer  beweis  allgemein  iß, 
fäüt  in  bie  ^ugen. 
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8.  ©inb  P/  p'  refatiBc  ^nmjol^fen,  beren  ;ebe  in  , 
P öufgcl^f ; fo  gel^t  aud|>  pp'  iq  P auf. 

©et>  P = pq,  fo  gebt  p'  in  pq/  unb  fofglidb  , 
(7.)/  t»eit  eß  mit  p rcfafioe  ^rimjabf  ifif  in  q auf. 
alfo  q ==  p'q';  fo  i|?  P = pp'q'/  fo  ba^  alfo  pp'  in  P 

öwfgebt*  , ^ 

9.  ©inb  p,  p',  p",  p"%  ....  reiafioe  ^rimjabfen,  - 
beren  jebe  in  P aufgcbf ; fo  gebt  pp'p"p"' . . . in  P auf. 

9f?a(l>  (8.)  gebt  pp'  inP  aufj  pp'  unb  p"  jinb  rclafioe 
^rimjablen,  ujeiii  wenn  bieß  ni(^)f  ber  §afl  märe,  pp' 
unb  p"  einen  gemeinfcbaftlidben  ^rinifacfoc  haben  müßten, 
weldber,  weil  ec  in  pp' aufgingc,  in  p ober  p' aufgeben 
mü^te  (3.),  fo  ba^  alfo  p " unb  p ober  p'  ni^t  relatioe 
^rim^abten  wären,  gegen  bie  93orauefe^ung;  alfo  gebt 
pp'p"  in  P auf  (8.),  5HJie  man  weiter  geben  fann,  fällt 
in  bie  klugen. 

10.  btt  Srudb  j auf  feine  Fleinfie  Benennung 
gebracht,  fo  finb  x,  y relafioe  ^rimjablen;  alfo  ifi  * 

= y Feine  ganje  ^abl  (6  ).  ^öfgticb  i(F  ou^ 
y = (y)”  Feine  ganje  g^b^/  ‘teil,  wenn  bieß  ber  gaH, 

unbp  = zwärc,y  = zy  b.  i.  eine  ganje  ^ab^/ 
feijn  würbe,  gegen  baß  fo  eben  25ewiefene. 

11.  S)ie  epotenj  a"  bat  Feinen  'anbern  ^rimfactoc  alß 
a,  weil  jebe  ^cimjabl,  bie  in  a nid?t  aufgebt,  auch  in  a“ 
ni(l>f  aufgebt  (4.).  ©ebt  baber  bie  ^rimjabl  x in  a“  auf  j 

_ fo  fnujj  X au(f>  in  a aufgeben. 

, 12.  Siebt  eß  Feine  ßabl  x,  welche  = f"a  ifl;  fo 
giebt  eß  auch  Feinen  biefer  5äJurjel  gleichen , rationalen 

23ru4>.  2Bärenättilith  ;=^,  unb  biefer  Srudh; 
wie  immer  angenommen  werben  fann,  auf  feine  tleinjfe 
5J?enennung  gebraut,  aber  auch  nach  ber  Söoraußfe^ung 

feiner  ganjen  3abt  9tti<h ; wäre  (y)”  = a boch  eine  . 

ganje  3abt;  flesen  (10.).  S)iefec  ©ag  i(i  für  bie  jtcengc 
^beotie  ber  ^tcationaljablen  febc  wichtig. 
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13.  ben  bie^fttgen  @d^en  ftdb  audb  >ntt  adec 
0frenge  betveifett/  ba§  jebe  3a^l  nur  auf  eine  einjige 
^n  ^rimfactaten  jeriegt  werben  fann, 

©ep  nämiicb  N = a“b/^cr ....,  wo  a,  b,  Cj;  .... 
lauter  unter  einanber  ungteidbe  ^^rimja^ilen  finb.  Äbnnte 
nun  N no^  auf  eine  anberc  2lrt  in  ^rimfactoiren  jerlegl 
werben,  fo  ijl  junä4)jl  flar,  ba^  unter  berfelben  feine 
anbern  aio  a,  b,  c,  ...  vorfommen  fbnnen , weit  fon(l 
N non  einer  ^rimja^l  get^eilt  werben  mü^te , weidbe  we=* 
ber  in  a,  no^  in  h,  no<b  in  c,  u.  f.  f.  aufginge,  wei^eg 
mit  (4.)  fireit«.  ^u(b  fann  in  bem  {weiten  ©ijffeme 
feiner  ber  ^rimfactoren  a , b , c,  ...  fef)ien,  weUfonjl 
ebenfoßg  nad>  (4.)  ber  fe^lenbe  <primfactor  nidbt  in  N 
qufge^en  fbnnte.  ©emna^j  f önnte  ber  Unterfdbieb  ber  bei= 
ben  ©^(leme  blo^  barin  liegen,  baf  ein  ^rinjfactor,  j.  35. 
p,  in  bem  einen  öfter  »orfäme,  alo  in  bem  anbern.  Äöme  - 
nun  p in  bem  einen  fi,  in  bem  anbern  yQJial  bor;  fo  f^)ajfe 
mon,  »orauggefe^t,  ba^/i>»'.,  biefen  ^rimfactor  aug 
jebem  ©bfleme  v üJial  burcb  ^inijlon  weg,  wobur^  er  aug 
bem  einen  gan{  verfdbwinben,  in  bem  anbern  bagegen  nq4> 

/n  — V SWat  »orfommen  wirb.  (£g  würbe  alfo  bie 

^ fowo^l  burcb  p tbeilbar,  alg  audb  (4.)  bur(t)  p nicht  tbeil» 
bar  feijn,  welc^eg  offenbar  ungereimt  i|f.  ©.  ©ayß  a. 

f,  0.  p.  10, 

' II.  ®ic  Congruenj  t>er 

1.  S5egrtff  unb  Reiche«  ber  ©ongruenj  finb  non  ©au 0 
in  bie  ^a^lenlehre  eingcfüf)rf  worben,  unb  für  biefe  SBiffen* 
f^)aft  in  jeber  ©ejiebung  fo  wichtig,  ba0  bie  .^auptfa^e 
borüber  hier  ni^t  fehlen  bürfen. 

SBenn  bie  3)ifferenj  jweier  ^ahfe«  b,  enon  ber  34^ 
a gemeffen  wirb,  fo  heilen  bie  Sohie«  b,  c noch  bem  ^o* 
b u l u g a einanber  congruent,  unb  jebe  ein  CKeji  ber  ans 
bern.  2Birb  bagegen  bie  ©ijferenj  biefer  3Qhle”  non  a 
nidht  gemeffen,  fo  heilen  fe  nadh  bem  SDlobulug  a ni^>t 
congruent,  unb  jebe  ein  Olichtrefi  ber  anbern.  ®iefe 
begriffe  gelten , b unb  c mögen  pofitin  ober  negatin  fe^n. 
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341. 

5Der  SWofeuHj«  ivirb  ob«  immer  ofß  pofifiw  ongeuommett. 
®ie  öejie^ung  ber  Songruenj  jtt)if4)en  jwei  wirb 
no(S>  © 0 u 0 burcb  b = c ( 2Wob.  a ) bejcid()nef , wie  j.  ©. 
— 16  = 9(ÜÄob.  5),  — 7^15(3«ob.  II),  bo(— 
16  — 9):  5=— 5,  (—7  — 15):  11=  — 2, 
ober  oucb  (9  — (—16)):  5 = 5,  (15, — ( — 7)): 
11  = 2,  b.  i.  immer  einegonje  3o^(  if|.  9 l^ei0f  ein  9te0 
»on  — 16  für  ben  SKobuiuo  11,  15  ein  üiiStrefi  toon  — 
7 für  ben  SD?obu(ues  3.  3^ber  0ve(I  ber  a für  ben 
SBobuluo  m ifi  unter  ber  §orm  a + km,  wo  k;irgenb 
eine  unbeflimmte  ^o^t  bejeicbnef,  cntljaiten. 
i(i  0*  felb0  in  Sßejug  ouf  einen  wißfü^riidben  SJiobuiuö 
tongruenf,  bo  Dluß  burdb  jebe  ^o^i  fbeitbor  i0. 

2.  §ür  irgenb  eine  a ober  — a fc^ 

a = mk  + r,  a = m(k4-l)  — pj 

— a — mk  — T,  — a = — m(k-|-l)  + p; 

fo  bo0  r < m,  (»  < m 10.  ®onn  i0 

a — r = mk,  a — ( — p)  = m(k  + l)  ; 

— a — { — r>  = — mk,—  a — p = — m(k  + l). 

§o(gtid;  bat  jtbe  a einen  in  ben  Sieibeti 

* 0,  1,2,  3,4,....  (m  — 1 ) i 

0,  — 1,  — 2,  — 3,  — 4, (m— 1)  } 

enthaltenen  po0ti»en  unb  negatioen  0ve0.  ®iefe  beiben 
Öiefie  rebuciren  0(i>  ober  ouf  ben  einen  9?e0o,  wenn  a 
felb0  burcb  ben  SOiobutuef  m tbeilbor  i0.  2Iui?  ben  obigen 
@Iei0>ungen  folgt  burdb  @ubtroction  lei4)f 

0=;  — m.  + r + p,  r + p = m. 

2Ufo  i0,  wenn  bie  0ie0e  r,  9 ungtei0>  0nb,  immer  einer 
< 4-  m,  wenn  0e  ober  gleidb  0nb,  jeljer  = .|  m. 
glei^  erbelief  ober  oudb,  bo0  in  jeber  ber  beiben  obigen 
Siciben  nicht  mehr  olo  ein  D?e0  ber  ^abl  a cnfbolten  fepn 
fonny  inbem  für  ben  po0fi»en  0{e0  r,  bo  ber  ©rudh 
eine  gonje  3abt  >0/  offenbar  feiner  ber  35rü4?« 

a — 1 _ a — r + (r  — 1 ) 
m ~ , m ’ 

« — 2 _ a — r + (r  — 2) 
m ~ m ’ 
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a — (r— 1)  _ a -f  r tf  1 


m 

a — (r  + 1)  _ a — 

m 

r 

f 

— 1 

m ^ ” 

m 

9 

a (r  + 2)  _ a — 

• r 

— 2 

m 

m 

9 

. 

. . 

a — (m  — t)  _ a — 

-r  — (m  — 1 — r) 

m ” 

m 

eine  ganje  ffO**  fanit/  i»fU  olle  ju  a— r obbirfen; 
ober  bobon  obgeiogenen,  ©roßen  < m ßnb.  gör  ben 

negotlben  0fe(l  — ifi  ber  S5ru4>  eine  gonje  3®^^ 
nnb  foigli^)  auf  ä^ntidlje  2lrt  wie  borl^er  feiner  ber  S^rndt>f 


a 1 a +> 

1 

1 

m 

m ’ 

a + 2 _ a + 

P — fe—  2) 

m 

m 

t • • • 

« • • ' • t 

a + (f — 1 ) 

a + p — 1 

m “ 

m • 

a + (e  + 1) 

a + p + 1 

m 

m * 

a 4-  (e  + 2) 

“ + p + 2 

m m 


a + (m  — 1)  _ a -h,  e + (m-1  — 

B»  m ''  - ' 

eine  gonje  3o^f.  ' , 

©ie  beiben  Stefle  ber  toeldße  < m ßnb,  foffen 

bie  fleinßen  9{efle  oerfelben  genannt  werben.  SBie  fte  in 
jebem  gode  (eidbf  gefunben  werben  fonnen,  cr^edet  aus 
bem  Obigen.  «5on  — 13  ßnb  fdr  ben  «mobuius  5 bie 
beiben  fieinffen  Dfejie  — 3 unb  + 2,  bo  — 13  = « 
— .5.2-^3, --13=:r~5.3  + 2i(T. 

®ei  öden  fotgenben  @Ä^cn  über  bie  ©ongmenj  ber 
3al^len  fod  immer  ^bentifüt  bes  SKobulus  oorousgefe^t 
werben. 

3.  SGBenn  a = c,  b = cj  fo  i|l  aud(>  a = b. 

^ejeicimen  wir  immer  ben  SJiobuins  bur4>  m;  fo  ij? 
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a — c = mk,  b — c = mV,  (a  — c)  — (b  — c) 
SET  a — b m (k — -V);  aifo  a ~ b. 

4.  ?SJenna:zib,  a'  = b',  a"^b",  a'"=b'",.,. 
ijl ; fo  tff  au(^) 

a + a + a"  + a'"  + ...  = b + b'  + b"  + b'"  + ...  , 

S)enn  e«  ijl  nac&  bec  aSorausfe^ung 

a-b  = mk,  a'— b'=mk',  a"-b"  = mk",  a"'-b"=mk'",  ...j 

aifo 

(a— 'b)  + (a' — b')  + (a"  — b")  + (a'"— b'")  + , 

= m(k  + k'  + k"  + k'"  + ....) 

(a  + a'  + a"  + a'"  -}■  ...)  — (b  + b'  + b"  + b'"  + ...) 

= m ( k + k'  + k”  + k'"  4"  • • • ) > 

a + a'  + a"  + a’"  + = b + b'  + b"  + b'"  + ... 

5.  3l^a  = b,  a'  = b';  foijlail^ja  — a' = b — V. 

■ ^enn  a — b = mk,  a'  — b' =:  mV;  atfo  (a — b) 

— (a— b')  = (a  — a')  — (b— V)  =m(k  — V), 
t».i.  a — a'  = b— V. 

6.  3jla  = b,  a'  = V,  a"  = b",  a"' = b"', 
fo  Ijl  ani 

aa'a''a"'  ....  = bb'b"b'" 

25etto(fefen  wir  nur  ben  wenn  fünf  €ongruenäcn  ge= 
geben  jinb , weil  baran  ber  25en)el8  f4?on  in  feiner  211l9e= 
mein^eif  »bdig  beutlicb  »erben  wirb  5 fo  erl^eller  lei^t;  bo^ 

' ( a — b ) a'  a”  a'"  a"'*  = a a*  a"  a'"  a""  — b a'  a"  a'"  a."''  , 

' b (a'  — b’)  a”a'“a“”  =?  ba’a"a"*a’'^'  — bb'a”a'*'a""  , 
jj  b'  ( a”  ~ b"  ) a'"  a""  = b b'  a"  a'"  a'"'  — b b'  b"  a'"  a""  , 
bb'b"(a"'  — b"')a""  = bb'b"a"'a""  -r  bb'b"b'"a""  , 
bb'b"b'"(a'"'— b""J  = bb'b"b"'a""  — bb'b"  b'-'b""  . 

SBirb  nun,  inbem  man  wieber  a — b = mk,  a' — V 
=:mV,  a" — b"  = mV',  ...  feßf,  aufbeiben  ©eiirn 
abbirf  j fo  ermatt  man  teidb« 

aa'a"a''a""  b b’ b"  b*"  b'"' 

_ } ka'a"a"'a'"'  + bk'a''a'"a""  + bb'k"a'"a'"'  i 

“ “ j + b b'  b"  k”'  a""  + b b'  b"  b'"  k""  I ’ 
wotauö  bie  behauptete  Songruenj  unmittelbar  folgt. 

7.  V(x  für  jebeg  a immer  a = « ifl  (1.);  fo  i(f/ 
wenn  a = b ijl,  na^  be«n  »origen  @aße  immer  ouch> 
«a  S ab. 
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8.  (Eben  fü  folgt  audb  ou«  (6.)/  baß  für  jebesj  fl 
poßtiM  gonje  a,  wenn  a = h i'ß,  immep  a“  = b“ 
fepn  muß. 

^uß  ben  »oT^fS^^nben  ©äften  folgt  unmittelbar,  boß 
mit  ben  Congruenjen  5^nli^e  ^erdnberungen,  wie  mit 
ben  ©lei^ungen  norgenommen  werben  fonnen;  ndmli^i 
bur4)  ^bbition , ©ubtpaction  unb  3)?ulfiplication. 

9.  iBejeidbnen  a,  b,  c,  d,  ...  poßtibe  ganje,  A,  B,  \ 

C,  D,  ....  gopje  ^o^lep,  fo  ßnb,  wenn  für- x in  bem 
^olpnom.  ! 

Ax*  + BxV  4-  Cx«  4-  Dx«  4- , 

irgcnb  jwei  congruente  SSertl^e  gefegt  werben,  bie  ent» 
fpredbenben  SBert^e  beß  ^olpnomß  eipanber  ebenfattß  con» 
gruent , in  25ejug  auf  benfetben  SOiobuluß. 

@ep  p = q,  fo  iß  p*  = q* , p**  = q’’,  p'  = q', 
pd_qd,  Ap*  = Aq®,  Bp**  — Bq**f  Cp*  = 

Cq“,  Dp-^^Dq**,  ....  (7.); 

Ap»  4-  Bpk  + Cp«  4-  Dp'*  4-  .... 

^ Aq*  4-  Bqk  4-  Cq«  4-  Dq<l  4"  • • • •,  (4. ) . 

10.  3ß  a = b (SQZob.  nin) ; fo  iß  immer  auijb  a = b 
(SOlob.  n).  ®enn  a — b = mnb , a — b = n . mk, 
olfo  a = b (DJiob.  n). 

11.  3ß  a ^ b (9)iob.  m),  a = b (SOlob.  n),  a = b 
(9)2ob.  p),  fo  iß,  wenn  m,  n,  p,  ....  relatiwe 
^rimjabten  ßnb , oudb  a = b (Sßob.  wnp . . .). 

S>a  nomli^  m,  p,  ...  in  a — b aufgel^en,  unb 
relatioe  ^rirnja^len  ßnb;  fo  muß  aucb  mnp....  ina  — b. 
aufgeben  CI- 9.),  b.  b- a = l> (20?ob.  nmp  ...)  fepn. 

12.  SBenn  a,  b burc^  n tbeilbar,  unb  inSSejug  auf 
t)en  ^obutuß  m congrucnt  ßnb;  fo  iß,  wenn  in  unb  n 

Velatipe  ^rimjoblen  ßnb,  immer  (ÜWpb.  m). 

©a  nanilicb  fpwobl  m,  alß  oucb  n in  a — b aufgebt ; 
fij  gebt,  weil  m unb  n relntiöc  ^rirajablen  ßnb,  au^ 
inn  in  a — b auf  (I.  9.),,  unb  eß  iß  folgli4>  a — b = 

inink,  ~ = mk,  alfo  ^ (üJlob.  ni). 
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13.  3jl  a = b (?9lob.  m)j  fo  iß,  n in  a,  b;  m 

oufgcl^f, immer  au4>  (20?ob. 

S)enn  C6  ijl  a — b = mb.  31^  a = na> 
b = nb',  m = nm';  fo  ifl  n (a'  — b-)  nm'k, 

*'  — b'  = ra'k,  a'  = b'  (Stfoi.  m'),  6.  f.  ^ = i 

(S0!ob.i). 

14.  ©inb  m,  n «idbf  retofibe' <prtmjo]^(ctt , fonbern 
l^aben  bag  größte  3emeinfdbaft(i4>e  !Öiaa0ej  fo  ifl,  wenn 

a,  b bur4>  n t|ei(bar,  unb  in  $ejug  aufm  a(0  £Ülobutuei 
congruent  ßnb , immer  ^ (SÖlob. 

©e^  m = ee,  n = ee";  fo  ifl  na<b  ber  S5ora«t{= 
fe^ung  a = b (ÜBob.  ee')f  a = b (SOiob.  ee"),  baa  unb 

b,  alfo  aud^  u — b,  bur^  n t^eilbar  ifl.  gofglid^  -|-= 
|-.(3nob.e'),|=4(3K'>t>-e")(13.)j  fotgii(6,  weit 
e,  e"  feiatibe  ^rim5a]^(en  ßnb,  -7= -7  (50lob.  e e") 
(11.).  2)a  aber  ee"  = n in  a unb  b aufgel^t,  foge^f 
au(^  e"’  in  — unb  7 auf,  fo  boß  atfo 

^.(®cb.  e')  («.),  b.i.7=^(®ob..^)  . 

15.  3jl  a mit  m reiatibe  ^rirnjal^I,  unb  p,  q' ßnb  ' 
in  Sejug  auf  m a(g  SJlobulu«  nidbt  rongruent;  fo  ßnb 
au(^  ap  unb  aq,in^e}ug  auf  biefen  9Jlobu(u$  ni<it  com 
gruent. 

SEBöre  ap  ~ aq  (?9lob.  m)  j fo  wäre,  ba  a unb  m res 
lafibe  ^rirnjo^ien  ßnb,  oudi)7=^  (SOiob.  m)  (12.),, 
b.  i.  p = q (SOlob.  m) ; gegen  bie  Söorousife^ung. 

i 

16.  (Einen  2Iu0brucf  wie  ax  = b (ÜJlob.  m)  nennt  man 
nach  ©auß  eine  ©ongruenj  bets  erße'n  ©rabeo. 
©in  fol^er  2lu«brurf  bertangt  ndmlid^ , x fo  ju  beßimmen, 
baß  ax  mit  b in  ©ejug  auf  ben  SOlobutuo  m congruent, 
ober  ax  — b burdb  m t^eiibar  wirb,  worau«  man  fogieid?. 
überßei)t , boß  bie«  ein  Problem  ber  unbeßimmten  2lnal^s 
tif , unb  mit  ber  2lußöfung  ber  unbeßimmten  ©ieid^iungcn 
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t)eß  cr|!en©rabeg  einerUi  ifi/  fnbem  fidb  au$  bcnSebm» 
gungen  ber  3lufgobe  unmittelbot  bie  unbe(limmte  ©leü 
^ung  bes(  crflen  ©tobe«: 

’ ax  — b ' , 

— ^ = y.  a*  — my  = h 

ergiebig  beten  21uflöfung  in  bem  Slrtifel  Unbe|Ilmmte  5lnoi 
l^tif  ousfübrliij^  geteert  morben  i||,l  fo  bop  wir  otfo  bo» 
bei  ^ier  ni4)t  länger  netmeilen.  ©ben  fo  würbe  bei  me^ 
rern  unbekannten  ©r60en  bie  ©ongruenj 

. ax  + by  = c(S0lob>  m)  ' 

auf  bie  unbejiimmte  ©lei(^ung 

ax  + by  — o , , 

' , — ^ ^ a,  ax  + by  — mz  = o 

führen,  u.  f.  f.  Heber jleigen  bie  ^otenjen  ber  unbePonn» 
ten  ©rbßen  ben  erfien  ©rob , fo  Ponn  man  ouf  ä^nli(^ie 
2lrt/  wie  bei  ben  ©lei^ungen , ©ongruenjen  nerf^iebener 
©rabe  unterfdbeiben.  3mmet  wirb  aber  öoß  9^roblem  ouf 
eine  2lufgabe  ber  unbejlimmten  2lnol^tif  jurücffommen, 
woraus  jugleicb  bie  innige  Söerwonbfdbaft  biefes  ^^eites  ber 
2llgebra  mit  bet  “i^eorie  ber  Sollen  erhellet. 

17.  ©oQ  bie  ©ongtuenj  bes  crflen  ©robetf 
Ax  4-  B = C(50lob,  p) 

im  2lllgemeinen  oufiösbar  fe^n,  fo  bürfen  A unb  p fein  ge? 
meinfcbaftlidbes  9)laop  hoben.  ®o  nämlidb  C=C  ijl(l.), 
fo  folgt  aus  ber  obigen  ©ongmcnj  leicht  burch  ©ubtraction 

Ax  + B — C ^ o ( sffiob.  p ) ( 5. ) , 

b.  h*  Ax  + B — C bur4?  p fhfilbar.  2llfo  loft  ft(l)  fc^en 

Ax  + H — f C = pq  . 

.^ättcn  nun  A unb  p ein  gemeinfi^aftli^jes  ISlaaß  e,  fo 
bap  A = eA' , p = ep'  wäre ; fo  wäre 

eA'x  + B — C = ep'q  , 

Ax  + — = pq  , 

unb  folglidb  audb  B — C bur(h  e theilbar.  Jgiätten  alfo  A 
unbp  ein  gemeinfchoftlid;cs  SOlaap,  fo  würbe  unfere  ©on* 
gruenä  nur  in  bem  befonbern  gallc  in  ganjen  fohlen  oufs 
lösbar  fe^n,  wenn  oucb  B — C burdp  boffelbe  3Kaap  tbeiU. 
bar  wäre,  ©oll  unfere  ©ongruenj  olfo  im  Slllgemeinett 
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auffosbar  fcpn,  fö  bücfen  A unbp  fein  gcmclnf(|><ifrti4>«s 
2Koa0  l^aben.  ..  . 

18,  3(1  nun  p eine  nfe^r  in  A öufgel^enbe  ^rimjal^f, 
fo  Wf t fid|>  jeigen,  ba^  ottc  ble  Songruenj 

Ax  + B = C (SRob.  p) 

fluflöfenben  na^)  bemf?ib«n  SDiobuluö  unter  elnan= 

bcc  congruent  (Tnb. 

/ 

©ei;en  a,  ß irgenb  jwei  2Iufiöfungcn  unferer  Eon* 
gruena,  aifo 

Ao  + B = G (SKob.  p),  A/?  + B = C (SKcb.  p)  ; 

fo  folgt  bureb  ©ubtraction  (eiebt 

A(b  — ^)  = o (SKob.  p)  (5.)  . 

^(fo  gebt  bie  p in  A (a — ß),  unb  foiglidb* 

voeit  fle  in  A nicht  aufgebf/  in  «— /?  auf  {l.ß.),  fo  baf 
fllfo  'v  . • ■ 

0^/8  (50lob.  p)  . 

5ÖC  ;ebe  Eongruenj  beö  erfien  ©rabco  giebt  ti  aifo, 
wenn  p'eine  inA  ni^t  aufgehenbe  ^rirnjaht  tf?,  infofern 
immer  nur  ejne  2Iufi6fung,  afst  aCe  übrigen  biefer  con* 
gruent  ftnb.  Ees  ifl  merfwurbig,  bap  biefer  ©aJj  (ich  auf 
bie  Eongruenjen  aller  ©rabe  außbehnen  Wpf , wie  trir  je^t 
bemeifen  wollen. 

• 19.  Eß  ifi  befanntlich 

~ä—^ß  " + ...  + 

unb  folglidb  immer  «“  — /?"  bur4>  a — ß theilbar.  S5e* 
aeidbnen  wir  nun  bie  gunefion  überhaupt  burdb 
y (n  — 1)‘  fo  la^t  (ich  leicht  jeigen,  ba0  auß-ber  Eon* 

A (a»  - /5”)  + B +M  ( a*  — ^*)  + N («  — /S)  = o 

für  bie  ^imjahl  p alß  SOlobuluß,  wenn  « unb  ß nicht 
congruent  finb,  immer  bie  Eongruenj 

Ay(n‘— 1)  + Bg)(n-^2)  + ...  + M9>Cl)  + N=  o 

folgt.  S)ie  gegebene  Eongtuena  lüft  ^dh  nümlich  offenbar 
fo  barfiellen : 

I Ajp  (n— l)+B«,(n--2)  4....  + Mj)(l)  + N.|(a-/S)  = 0 , 
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f»  baf  olfo  p in  bcm  ^öbucte  ' . \ 

lAy(a-l)  + By(a  — 2)  +...  + lVt9,(i)  + NKa-/J) 
aufgel^en  mu0v  3>a  ttutt  « «Hb  ß nidbf  cbngrucnf  ftnb, 
fo  i(l  a—ß  bur(^  p ni^t,  «nb  fotgUfb^  weit  p eine 
^tirnjof)!  Ift,  ndc(?  (J.  3.)  ber  onberb  Sactor  bur4>  p 
bar , b.  ü in  Söejug  auf  p aiö  SKobuiub 

A9>(n  — 1)  4-  B9>(b  — 2)  + ...  + Mfl5(l)4-N  = o . 

' 2Ö.  0ei;  nun,  wcnh  p eine  in  A nic^f  oufge^enbc  ^rim* 
jal^t  i(l,  in  ©ejug  auf  p ais  SKobuiub 

AX“  + Bxn-‘  + Cx"-*  + ...4-Mx4-N^o  / 

fo  ffdb  jeigen,  baf  eö  nidbf  me^r  alon  2Iup6fungm 
biefer  (Eongcuenj  geben  fann,  wei^e,  in  S5ejug  auf  p aiel 
SOiobutus,  ni^t  unter  einanber  congruent  finb. 

(£e  gebe  n + 1 nid^f  unter  einanber  congruente  2tuf(54 
fungen 

X — d f ß , y,  i , t .i  ftf  if 

ber  gegebenen  Congruenj , fb  baf  atfo 

Aa»  + Ba”-*  + Ca"-2  4....^.M«  + N = Oi  i 

A/S»  + B/Jn-«  + C;Sn-2  + . . . + Al/J  + N = o j 
, Ay-  + By»-‘  + Cy"-i  4-  • • i + My  + N = o , 


A,i«  + B,<n-‘  + Cf4n-1  + . . . 4-  M,«  H-  N = o i 
A>-“  4-  B^«-*  4-  c.n-2  4- h Mk  4-  N = ö . 

2Iug  biefen  n 4- 1 Cöngruenjen  erhält  mah  nach  (5.) 
burdb  ©ubttaetion  unmittelbar  bte  folgenben  n neuen  Som 
gruen^en  j 

^A(o-  — /S‘i)  4-  Bf  0—1- /Sri-')  4-  4.  = o , 

A ( tt»  — y“  ) 4*  B ( “"*■*  — y"~‘ ) 4"  ••■4-  M^o— y)^  O , 

A(o“  — jU>»)  4-  B(oa— ' — 4-  • 4"  M(o  — ft)  = o j 

A ( «“  — »“)  4"  B ( o»— • — »>n— I ) 4.  ,j;.4.BJ^a  — y)  ^ o , 


unb  l^ieraus  ferner  nodb  (19.) 

* O"  — /5“  , „ o«-*  — /Sn-1 

^ —ä-ß  + 
4.  + . 

a — y a — y * 


4.  4. 


i“ 


o— /U 


4-  M = o i 
4-  M ^ 6 ; 

+ M = ö, 


«■  — >0  an— 1 — yn— l 

A r 4-  B 

a — K — r 


+ 


-f  M S o • 
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©e^enwtrmirt  :■  ^ 

B'  = Aa  + B , 

C Act"  -f-  Bc*  + C I 
3D  ES  Aa^  "4*  Bflt^  + Ctt  X)  ^ 

• < • 4 ^ h ^ ^ 

L'  = Atttt-2  ^ Batt-J  + 4-  ; i . + L > 

Ivi'  z=  Aon-»  4.  Bon-2  4.  Con-3  + . /•  4-  Lo  4-  M ; 

fo  »erwanbctn  fi(S>  burc^)  Snfwicfefung  bec  23ni^c  obige 
(Songruenjen  in  foigenbe: 

Aßn-i  + B'/Sn-2  + C'/Sn-l  + i . i + L'/?  + M'  = o , 

Ay“-»  + BV»-2  4.  c'yn-3  + . . , + L'y  + M'  = o , 

Ay»n_t  + B'/i"— ä + C/A^i—i  4.  , t ^ Uft  + M'  = o , 

Ay«-i  + BVü-2  4.  CVn-i  + . . . + LV  + M'  g o , 

Uhb  eo  würbe  aifo  au^  für  bie  Congruenj 

Axa-“*  + B'x«-*  + C'“-»  + + L'X  + M'  = o , 

wo  p eine  ni^f  in  A aufgebenbe  ^rimjobt  iff/  n ni(bf  un* 
ter  einonber  congruente  2lu|[6fungen  ß,  y, 
ben.  @ebe  eo  oifo  unter  b«n  SSorauofe^ungen  beo  ©Aijeet 
für  eine  Songruenj  bees  nfen  ©erabeo  n + 1 nicht  unter 
einonber  rongruente  Sluflöfungen , fo  würbe  cg  oudb  für 
eine  ©ongruenj  beg  (n — l)ten  ©robeg  n,  aifo  für  eine 
©ongruenj  beg  (n— 2)ten  ©rabeg  n-^1,  u.  f.  f.,  für 
eine  ©ongruenj  beg  crjlen  ©robeg  jwei  untereinonber  nicht 
rongruente  2lufl6fungen  geben,  wetdbeg  mit  (8.)  llreitef. 
Unfer  ©o§  i(i  olfo  bewiefCn. 

©inge  p in  bem  ©oeficienfen  beg  erffen  ©tiebeg , biel* 
leitbt  ou4)  noch  in  benen  einiger  fotgenben  ©lieber , auf; 
fo  fönnte  man  offenbar  äße  biefe  ©lieber  weglaffen , wo* 
burdh  bie  ©ongrucnj  ouf  einen  niebrigern  ©rab  rebucirt 
würbe,  wo  nun  p nicht  mehr  in  bem  ©oejicienten  beg  er* 
(!en  ©liebeg  aufgebt,  ©inge  p in  ben  ©oejtcienten  oßer 
©lieber  auf,  fö  würe  bie  ©ongruenj  ibentifch. 

©inen  onbenr  95eweig  biefeg  merfwürbigen  unb  wi^* 
figen ©ai^eg gicbf  © a u f 0. a. O. p. 38.,  Jagrongein betr 
Me'm.  de  Berlin.  1768.  p.  192.,  ©uler  in  ben  Nov. 
Comtn.  Petrop.  XVIII.  p.  93.  für  ben  befbnbern  ^aß' 
x" — 1=0,  2egenbre  in  ben  Me'm.  de  TAcad,  de 
Paris.  1785.  p^  466. 
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©fnb  q unt)  q'  jwei  jwift&en  — 4p  «nt>  + ^^pHegenbe 
3Ittfl6fungen  unfmr  ^ottgruett j ; fo  i|l  offenbar  immer,  q 
unb  q'  mbgen  pofttiv  ober  negatin  fe^n,  bem  abfoiuten 
Söerf^e  nodb/  q — q"<P/  fo  baß  offo  p nie  in  q — q' 
oufge^r,  b.  \j.  nie  q=q'  ifl.  2Itfo  ßnb  aße  Slußofungen 
«nferer  Songruenj,  »cl^e  jmifctjen  ben  ongegebenen  ©ren^ 
jen  liegen,  unter  einanber  nicbf  rongruenf,  unb  i^rc  5lnja^l 
folgti^  nie  > n.  Xegenbre  (Theorie  des  nombres. 
p.  169.)  nennt  ba^er  »orjugsmcife  bie  jwififjen  — 4-P 
+ ^p  Uegenben  2Iufi6fungen  unfercr  ©ongruenj  ®urjeln 
berfelben,  ober,  wenn  baß  gegebene  ^oli;nom  burc^  P be= 
jeicbnet  mirb , unb  e überhaupt  eine  ganje  3^1)1  bebeutet, 
2Iujl6fungen  ober  5SJur5eln  ber  unbeßimmten  ©leidfjung 
|-  = e.  ^af  man  eine  biefer  ©urjeln  k gefunben,  fo  ge= 
nögt  offenbar  oudb  jebe  '»on  ber  §orm  x = k + pz 
biefer  unbcßimmfen  @lei(bung,  ober,  maß  35affelbe  ift, 
Qbiger  ©ongruenj,  mouon  man  ßcb  augenblicflicb  überzeugt, 
wenn  mon  fttb  nur  biefen  935ert^  »on  x für  x gcfeijt,  unb 
bie  ^otenjen  nach  bem  binomifdjen  2e^r fa^eentmicf eit  benft, 
inbem  baburcb  augenfif^einlidb  eine  ebenfaßß  burdt)  p t^eil* 
bare  ©röße  erl)alten  wirb. 

©inb  q unb  q'  beibe  poßti» , unb  < p , fo  ifi  oudb 
immer  q — q'  < P/  folglich  q — q'  nicht  burdh  p theilbor, 
b.  {.  nj^t  q = q'-  5llfo  audh  bie  IMnjabl  ofler  poßtiüen 
aSurjein  unferer  ©ongruenj,  mel(t>e  < p ßnb,  nie  > n. 

'III.  Scrmat’^  _«nt>  fJßilfon^  ©agc  »ott 
t>en  primia^letu 

1.  ©e^en  a unb  p relative  ^rim5ahlen,  unb 

(1),  (2).  (S),  (4),  ....  (q) 

oße  3ahlen,  meldbe  mit  p relatioe  ^rimjahlen,  unb  < p 
ßnb;  fo  fönnen  nie  i»ei  ©lieber  ber  0ieihe 

(l)a,  (2)a,  (3)a,  (4)a,  ....  (q)a; 

in  S5ejug  auf  p alß  SOiobuluß  einanber  congruenf  fep. 

2B5re  (k)a  = (k')a  (SOlob.  p),  fo  märe  audh 
)(^)  — = o (SDJob.  p)  (II.  5.);  alfo 
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j(k)  — P »f^  oB«  a mit 

p relative  ^rimjo^l.  5olgti<^>  mu0  (k)  — (k')  t>urc|> 
pf^eilbar  fe^n  (I.  7.  ).  3)ie6  ift  ober  unmbglicb/  bo,  tve* 
gen  bec  QSorouefe^ung , offenbar  (k)  — (k')  < p iß. 

2Jeber  bei  ber  Divifton  bcr  ©lieber  obiger  Dielte  burd^> 
p bleibenbe  0ve|l  ifl  mit  p relotive  ^rimja^l.  ' 

0ev  §.  ©.  (k)a  = pp'  + r,  fo  ifl  r mit  p rclofive 
^rimjo^l,  weil,  wenn  p unbVburdb  bfe  ^Jrimja^l  0>1 
t^eilbar  wären,  biefe  ^rimjol)l  otidb  in  (k)a,  folglich 
entweber  in  (k)  ober  in  a aufgehen  müfte  (I.  3.),  alfo 
enfweber  (k)  ober  a,  gegen  bit  Sßorauofe^ung,  mit  p nid^f ' 
relotive  ^rirnjahl  wäre. 

S)a  nun  ni4)t  jwei  ©lieber  obiger  Steihe  in  ©ejug  auf 
p einonber  rongruent , olfo  atte  bei  ber  ©Ivifton  berfelben  . 
t>üv6)  p bleibenbcn  Dlefle  unglei^,  alle  biefe  Dvefle  aber  ; 
< p urib  mit  p relative  ^rirtiiahlen  jinb,  ihre  2lnjahf 
ober  =q  iflj  fo  fbnnen  biefe  Otefle  feine  anbern,  alt( 
bie  3ahl«»* 

(1),  (2),  (3),  (4),  ....  (q) 

fepn,  ohne  S?öcf ji4)t  oufberen  Drbnung  in  ©ejug  ouf  bie 
obige  Dveihe. 

Sllfo  finb  immer  jwei  unb  jwei  ©lieber  ber  Dieihen 

(l)a,  (2)a,  (3)a,  (4)a (q)a  ; 

(1)  . (2)  , (3)  , (4) (q)  ; ' 

einonber  congruent,  ohne  Dlücfficht  auf  bie  Orbnung,  aber 
au^  immer  nur  je  jwei,  ba  no^  bem  Obigen  nie  jwel 
©lieber  ber  erflen  Dieihe  einonber  congruent  finb. 
golglidh  (II.  6.)  ijlouch 

(l)(2)(3)....(q).al  H (t)(2)(3)...(q)  (5Dlob.p)  , 
(l)C2)(3')....(q).a-l  — (l)(2)(3)...(q)  = o {SOlob.  p), 
(l)(2)(3)....(q)la>i  — 1|  = o («Dlob.  p)  . 

©e  ifl  aber  p mit  jebem  ©liebe  ber  0veihe 
(1),  (2),  (3),  C4) Cq) 

relotive  93rimjahl,  unb  muß  folglich,  ba  c«  in 

(1)(2)(3)  ....  (q)la-I-H 

aufgeht,  in  a«i  — 1 aufgehen  (I.  7. ).  3n  9Borten  läßt 
ßdh  fo  ou6fpre4>en : 

V.  ‘P99 
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SGBenn  a unb  p «tafitte  ^rtmsal^fen  ftnb , «nb  q ble 
Slnjobl  ber  3a^(en  bejelcbnet,  weldbe  < p unb  mit  p reia* 
ttöe  ^rimjabten  ftnb ; fo  ifl  immer  — 1 butc(?  p t^eiU 
bar  / ober  a'i  = 1 (ÜÄob.  p). 

g^rlegt  man  p in  feine  ^rimfactoren,  fo  bo0  p = 
a'"ß"  j'’*  — ift;  fo  ifi  bie  'Jlnja^l  ber  ga^len,  wel(be  < 
P/  unb  mit  p reiatine  ^rimja^ten  finb,  b.  i.  q, 

=3  «in— 1 ( o — 1 ) ßn—i  ( yj  — J ) yll— l ( j,  — 1 J .... 

(^I^eiler  einet  14.);  o(fo  immer 

1)  1)  ••••_  1 ‘ 

burdb  p t^eilbar. 

3fi  p felbjl  eine  in  a nic|)t  aufgt^enbe  ^rimjal^i,  fo 
tinb  offenbar 

Ij  2>  3>  4,  5|  ....  p — 1 

^rirnja^icn  ju  p/  unb  alle  < p;  in  biefcm  ^ade  a(fo 
q =r  p — 1,  unb  foiglidb  aP-*  — 1 burcf)  p t^eilbar, 
ober  aP-i  = l (9)iob.  p),  menn,  miegefagt,  p eine  in 
a nicht  aufgehenbe  ^rimjat)i  ijl. 

j.  33.  p=7,  a=12;  foi|?12°— 1 = 
2985983,  (126  — 1 ):7  = 426569. 

®iefen  merfmurbigen,  filr  bie  ^a^tcniehre  uberauö 
midhtigen,  ©a^  germat  gcfunben  (Fermatii 
Opp.  math.  Tolosae.  1679.  fol.  p.  163.),  aber  einen 
23e«»eig  nicht  gegeben.  S^en  erflen  S5.enjeiei  gab  Suier 
(Comm.  Petrop.  T.  VIII.},  einen  jweifen  in  ben  Comni. 
nov.  Petrop.  T.  VII.  p.  70.  ’SOiif  le^terera  flimmt  bet 
bon  @au0  (Disq.  arithm.  p.  50.)  gegebene  bem  2Be» 
fentlidhen  na(b  überein;  erjlerer,  n>et(ber  (ich  auf 
nomif4?en  2el)rfa^  grünbef,  ftnbef  (id;  oudh  in  bet  Theorie 
des  nombres.  p.  166.  »on  Segen b re.  Sludh  2 am* 
bert  hat  einen  ahn(id)en  ^emeio  gegeben  (Act.  Erud. 
1769.  p.  109.),  unb  einSemeiß  »on  Saplarc  mirb  ges 
legentlid)  mifgetheilt  in  Lacroix  Traite'du  calc.  difF. 
et  int.  T.  III.  p.  722.  3n>fi  23ett)elfe  »on  Sejcune 
©irichlet  finbet  man  in  Grelles  Journal.  T.  III. 
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S.  390.  SKf<  bcm  jwcifett,  »on  Stjeuite 
gefft^rfcn , Seweife  (linimt  ber  ^i’cr  gegebene  bem  SBefenfs 
lieben  na4>  überein ; eg  ij?  ober  bo6  “^b^orem  5ugteidb 
ju  größerer  Slllgemelnbeif  erhoben  worben  (@auß  o.  «. 
0.  p.  80.),  woburcb  feine  ^Imvenbung  fe^t  erweiferf  wirb. 
2lu(^2eibni^  fott  einen  iSeweis  gegeben  bab«»/  b<*<  ben* 
fetben  aber  nirgenbö  befonnt  gentacbf ; f.  @auß  o.  o.  O. 
p.  46,  in  ber  O^ofe.  SHifbem  SBilfon’fcben  ?b«orem 
jugieidb  b^f  enbiidb  oucb  2agrange  (Mein,  de  Berlin. 
1771.  p.  125  — 137.)ben  @a§  bewiefen,  wobon  nadb* 
ber  weiter  bie  Stebe  fepn  wirb. 

tim  eine  Slnwenbung  beg  erweiterten  S«fmot’fdbett 
©aijeg  ju  geben,  wübten  wir  eine  2Iufgabe  oug  ben  An- 
nales  de  Math.  T.  XIX.  p.  256. 


(Eine  aug  lauter  Dleunen  unb  angebängten  Sflnllen  be* 
jlebenbc  becabifcbe  34^  i»  ßnben,  wetc^e  bur4)  irgcnb  eine 
gegebene  3«bt  tb^Übar  i^. 

£)ie  gefudbte  34^ 


(X)  (x-l)  (x-2)  (I)  (0)  (I)  (S)  (y) 

9 9 9...9900...O' 

9j  1 + 10  + 10»  + . . . + 10’'  1 . 10/ 


10*"  1 

= 9.~ -^.107  = (10’'»  — 1).10J  . 

10  — 1 

(Sei)  p = 2f‘ .a"^ ß"Y^  ....,  wo  a,  /?,/,.. . 
«ngleidbe ^rimjablen ßnb,  wel^c  weber  = 2,  no^=5. 

©e^en  wir  nun 

l + l = ain-l(„_l)  .... 

fo  ijl  nadb  bem  erweiterten  ©a(je  oon  germaf , ba  10  mit 
ar  ß"  .. . retatibc  ^^rimiabl  iftr  10*+^  — 1 bureb 
a“  ß""  . . . tbeiibar.  f / 

1)  wenn  r > ,u,  r=ju  + X,  atfo  2^.  5‘'  = 10".5^ 
i(l,  10>^  = 10".  5^.2^  = 10“.  10^  = 10“+^  = IO*-, 
atfoy=i';  fo  i(l  audb  10^  bur4)  10.“.5^=2’“.5»'  tbeiU 
bar.  3fl  aber 

2)  fi>  Vf  fl  = v + )f,  2^.5’'  = 2>'+i'.5’'  = 
1 0*' . 2^' ; fo  fe^e  man  10^  = IO- . 2^' . 5^'  = 10- . 10^'== 
10-+^'  = lO/'j  fo  ifl  wiebet  lO’^  bureb  10’'.2^'  =2/‘.5- 
(beilbar. 

^99  2 
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25ejel(|)neit  wir  otfo  öbet^aupf  b{e  größere  bec  ieU 
ben  34^«»  ^ v),  fo  mu0  man  y = , 

M(^,  r)  fc^en,  bamit  10^^  bucc|)  2/'.5>'  t^cUbac  werbe. 

" (£«  if?  atfo  für 

X = a”-‘(«  — 1)  ß^-Hß-l)  yh-'(y  — 1)  — 1 . 
y = M(;b,  y)  , 

immer  Z but(^)  p = 2^.5'.«’" /9" y’* ... fl^eUbar,  unb  • 
eß  tä^t  alfo  immer  eine  auö  laufet  9]eunen  unb  onge* 
l^ängfen  SHutlen  befie^eube  becabifdje  finben,  wel^e 
burcb  bie  willfü^rticbe  3«^)^  P t^ieilbar  i|l. 

§ür  p=2*.5.73.11  iftx=72.6.11'’.10  — 1 
=49.60  — 1 = 2940— 1 =2939,  y = MC2, 1)  ' 
= 2 , olfo  Z bcfilmmf.  greilidb  i|l  in  bicfcm  §aße  bte 
^Inja^l  ber  Sfleunen  fe^r  groß ; aber  au4)  p iß  fß?on  non 
beträ4?flißjcr  ©röße. 

2.  2Benn  p eine  ^rimjal^nß;  fo  iß  immer  , 

1.2. 3. 4 (p  — 1)  = — 1 (SKob.  p)  , 

Ober 

1.2. 3. 4 ...  (p  — 1)  + 1 

burdb  p f^eilbar. 

@ewöl^nli4>  wirb  ber  SBeweio  biefeo  wirbligen  ©a^eo 
OU0  bem  germat’fii^en  ©a^e  miffelß  eines  ©aljes  aus  ber 
©iffercnjenrecbnung  abgeleitet , wovon  nadb^er  weiter  bie 
Diebe  fepn  wirb,  ober  es  werben  babei  ©d^e  von  ber  3^^^ 
ber  2lußöfungen  ber  unbeßimmten  ©leidbungen  ober  bet 
©ongruenjcn  bes  jweiten  ©rabes  Vorausgefeijt.  3!)er  ©in» 
mifcbung  bet  ©iffercnjenredmung  ßbeint  bie  3ablenlcbre 
bur^aus  abbolb  ju  fepn.  werbe  habet  hier  einen  95es 
weis  entwicfeln,  weldjer,  mit  bem  jweiten  von  ©auß 
ü.  a.  O.  p.  75.  gegebenen  jwar  auf  gleidbes  ^rtncip  ß(^ 
ßü^enb,  bodb  von  ben  bort  angewanbten  ©d^en  aus  ber 
unbeßimmten  21nalptif,  fo  wie  von  bem  germat’ßben 
©a^e,  völlig  unabbdngig  iß,  unb  bloß  auf  ben  einfo(^s 
ßen  ©d^en  von  ber  ©ongruenj  ber  3ablen  betubef , bie  ßdb 
audb  leii^t  in  bie  gewöbnlidbe  aritbmetifdbe  ©pra^e  über* 
fe^en  laßen  würben.  3Bit  f4>icfen  2löes  voraus,  was  bet 
bem  ©eweife  nötbig  fepn  bürfte.  . 
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1)  p jfl  nadb  b«r  SSoraueifeßuns  eine  unb  , 

(legt  bei  aßen  fofgenben  Songruenjm  ats  SOlobulues  jum 
©runbe.  ' ’ . 

2)  3fi  q*  = 1,  fo  q = ± 1.  ®ennq*--l 
= 0,  (q  — l)(q+l)  = 0 (II.  5.);  alfo  ge^f  p iit 
(q_l)(q-lnl),  unbfotgljcbr  ba  es  eine  ^rimjal)t  i|?,^ 
enftveber  in  q — 1,  ober  in  q + 1 (I.  3.)  auf,  'fo  ba^  alfo 
q+l^O,  q = +l  ijl/  immer  für  p als  SOJobutus. 

3)  fllfo  nid(?t  q=±  1/  fo  fann  audb  ni^f  q-  = 1 . 
fei;n. 

4)  SÖJenn  p'  = 0 ijt;  fo  fonnen  nie  jwei  ©lie«  ' 
ber  ber  Svei^e 

p — p',  2(p  — p'),  3(p  — p'),  ...  (p— l)(p  — p') 

für  p als  9JlobuluS  einanber  congruent  fetjn. 

SBdre  k(p  — p')=  k'(p  — p'),.  wo  k<p,  k'<  p 
ifi;  fo  »dre  au4?  (,k  — k')(p  — p')  = 0,  unb  foIgli4> 

(k — k')(p  — p')/  alfo  k — k- ober  p — p'/  burdb 
bie  ^rimsa^t  p t^eilbar  (I.  3.),  wet(^es  ungereimt  ifl/'ba 
k — k'<p>  p— p'<pirr. 

5)  ®i»ibirt  man  folglich  -ofle  ©lieber,  obiger  0teihe 
bur(^)p;  fo  müjfen  bie  bleibenben  Riefle  aße  »erfdhieben, 
unb  fönnen  alfo  , ba  offenbar  feiner  = 0,  ihre  ^n5ahl 
z=  p — 1 ifl/  aße  aber  < p (inb,  feine  anbern  als 

If  2j3>4,.*..  p — 1 ^ 

fepn,  wenn  nur  Don  ber  Drbnung  ber  ©lieber  biefer  Üieihe/ 
in  S^jug  auf  bie  »orhergehenbe , abjlrahirt  wirb. 

6)  2llfo  muß  es  in  ber  üvei^e 

p — p',2(p  — p'),3(p— p'),...(p  — i)(p  — p') 
immer  ein  ©lieb  geben,  welches  ^ 1 iff,  ober  audh  nur 
eins,  ba  nie  jwei  ©lieber  biefet  Dieihe  einanber  congruent 
finb  (4.). 

7)  S)iefeS  ©lieb  fann  nicht  (p  — p')(p*— p')  =7= 

(p  — p')“  feijn,  wenn  nicht  p — p'=  + l (2/)/  b- »•/ 
ba  p'  immer  < p,  p'  entweber  = p — 1/  ober  = 1 ijl. 

8)  2luch  fann  biefes  ©lieb,  wenn  p'  weber  = p — jt 
noch  = 1 i|f/  Weber  p — p',  noch  (p  — 0(P — P) 
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ftijtt  / weit  Im  crflen  ^atte  p — - p'  = 1 , p ^ p'  + 1 , atfo 
p'  + 1 burdt?  p t^eitbar,  unb  fotgtic^  p'  + 1 = 0, 
p'  = — I f p'  = p — 1 ; im  anbcrti  aber  ( p — 1 ) .; 

(p— P')^l/  P(P— p')— Cp— P')  PCP  — P') 

= p — p'  + 1 , b.  i.  p — p'  + 1 bur(^  P f^eitbar, 
ober  p — p' + 1 =0,  p = p'  — p' — 1 = 0,. 
p'  = 1 , alfo  p'  = 1 fe»)«  mü0fe.  SJian  ^at  bei  biefem 
Öetveifc  nie  jn  bcrgeffcn , bo^  immer  p'  < p i|f. 

p'  irgfnb  eine  34^  < P/  nur  nid()f 
1=  1 , ober  = p — 1 ; fo  i|l  in  bec  Dielte 

2(P  — P').  3(p  — p'),  ....  <p  — 2)(p  — p') 

Immer  ein  ©tieb,  welct)es  = 1,  ober  ou(t>  nur  einet 

(6,  4,). 

10)  2tud^>  fonn,  wenn  p'  unb  p"  ungteiefe  ffnb,  etwa 
p"  > p'  i|l,  nie  ItCp  — p')  = l^(P  — p")  f«*;«/  weit 
fonjl lt(p  — p' — p + p")  = 0,  b.  i.  k(p"— p')  = 0, 
jrotgti^  k(p" — p),  olfo  entweber  k ober  p" — p,  bureb 
bie  ^rimjo^t  p fl^eitbar  fepn  miipfe  (I.  3.),  wet4>eo  uns 
gereimt  ifl,  bo  k < P/  p"  — P<  pi(l- 

11)  3Iuet  Ottern  Sßort)erge^enben  errettet  nun  bcuftidt>, 
bo0,  wenn  mon  ber  3a^t  p'  olle  möglichen  SBert^e  non 
2 biet  p — 2 giebt,  ober  überhaupt  bie  ©liebet  ber  Öteihe 

2,  3,  4,  5 

Betrodbtet,  eet  in  biefer  3ieibe,  beren  ©tieberjoht=:p  — 3, 
b.  i.  eine  gerobe  immer  je  jwei  jufommengehörens 

be  ©lieber  geben  mu^,  beren  ^robiict  = 1 ijt,  ober, 
wenn  man  mit  ©uter  unb  ©ou^  überhaupt  jwei  folcbe 
fohlen,  beren  ^robuct  ber  ©inheit  congruent  ijl,  Socii 
ober  ©eführten  nennt,  bo^  jebco  ©lieb  in  obiger ÜJeihe  ' 
immer  einen  @ociu6  in  berfelben  hoben  mup/ober,  wie  ficb 
ouei  ben  norher  bewiefenen  0ü^en  unmittelbar  ergiebt,  om^ 
nur  einen.  ®enft  man  nun  bie  ^(p — 3)  ^ros 
bufte,  beren  jebe«  = 1 i|t,  in  einanbet  multiplicirt;  fo 
erhält  man  ojfenbor  baet  ^robuct  aOer  ©lieber  ber  Dveihe 

2,  3>  4,  Sf  ....  p — 2 ) 

unb  ei  ifi  fotglidh;  ba  bie  einjetnen  ^Jrobuefe  äße  ^ 1 ftnb, 
nadh  (II.  6.),  ou^ 

2. 3. 4. 5. 6 ...  (p  — 2)  El.' 
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34J. 

S)a  aber  offenbar  p in  p aiifgel^f;  fo  ifl 

1-(P  — 1)  + 1=0,  l.(p  — 1)  = — 1 (II.  5.)  j 

atfo/  wenn  man  mutfipticirf, 

2. 3. 4. 5 ....  (p  — 2).l  .(p-l)  = l.(_l)  (II.  6 ) ; 

' t.  i,  I.2.3.4.5  ....  (p  — 1)  = — 1 , 

Ober  1.2.3.4.5....Cp--1)+1  burdb  p <fieilbar> 
w,  5.  b.  w. 

3.  Unter  SSorauofe^ung  beß  ^^rmat’fcben  ©a^eß  unb 
ber  ©ifferenjenrecbnung  ,*  ober  ber  Je^re  »on  ben  orifbmes 
tifdben  Üieiben  b^berer  Drbnungcn,  bic  aber  ber  3abf^>^= 
leb«  gewi'f  eben  fo  freinb  fliib,  wie  baß  25inoniia(tbeorem, 
lapt  fidb  unfer  ©a§  aucb  auf  fptgenbe  ^rt  beweifen.  gur- 
p — 1 ==  q ifl 


1.2. 3. 4 ....  <I  = 


iil— 1) 


(q-5)?- 


q(q— 0(q— 2) 


(9— 3>  + 


r(9— 1)^+-  — VH— 

1 ^ '^1.2''^  ''  1.2.3 

(^ritbmetifcbe  Öveiben  bbbererOrbnungen.  18. 23.).  2>iefe 
SJeibc  bci^Jt  mit  bem  qten  ©iiebe  ab/  ba  baß  (q+l)te 

f4)on  = Q i|l.  0lacb  bem  binomifljen  l'ebrfa^e  i|t' 


(1- 


■1)1  = 1-5.+ 


q(q  — 1)  q(q-0(q  — 2) 


1.2'  1.2.3, 

eine  Dieibe  mit  q + 1 ©iicbern/  be«n  le^teß/  ba  p eine, 
^rim^abl/  atfoq  + l=p/  ung^rabe  ifi,  Doraußge* 
fe^t/  bap  p ;>  2 iji/  ==  + 1 ifi.  bie 

S^eibe  (1 — 1 )'! — 1 = — 1 »on  ber  erflen  DCeibe  ab  i fq 
«tb«If  »nan 

1 . 2 . 3 . 4 ...  q q-  1 
=;  qv  _ 1 — _ 1),  _ 1 I 

+ , 

2IIIe  Sinomiaiceefftcienten  finb/  ba  q eine  pofitioe  ganje 
Sab^jl/  pofttioe  ganje  aws  ber  Cntfiebung 

jebet  ^otenj  einec  SSinomiumß  mit  pofitiuem  ganjen  (Sppo* 
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nenfmaugenbUcfli^Mcl^tflet;  unb  nad[>  b<m  5ermat’f(ben 
©o^e  ijl  q + 1 tin  ‘t^eitec  »on 

qq  — 1,  Cq— 1)1  — I,  (q  — 2)1  — l,(q  — 3)l  — 1,.,..  ; 

ba  <1  + 1 eine  ^rimja^i,  unb  feine  bet  3«^(en  q,  q— 1, 
q — 2,  q — 3,  ....  buc^  q + 1 t^eilbac  ifl.  Soig(i4> 
ijl  offenbar  o«(|> 

1.2.3  ....  q + l = 1.2.3  ...  (p  — l)  + 1 

burdb  q + 1 = p fbeitbar,  w.  j.  b.  n>.  giir  p = 2, 
p = 1 ec^eQet  bie  Svicbtigfeit  beei  ©a^eo  von  feibfl^  ba 
1,1  + 1 unb  1.0  + 1 bur(^  2 unb  1 t^eiibar  i|l. 

liefet  in  bec  ^a^lfentebre  fe^r  gefdbä^fe  ©a§  fommt 
juerfl  in  Waring  Meditt,  algebr.  Ed.  3.  p.  380., 
aber  o^ne  Seweiö,  oor,  unb  feine  Crftnbung  wirb  einem 
gewiffen  ^ilfon  jugeftbrieben.  3^«  Seweift 

gab  Xagrange  in  ben  Mem.  de  Berlin.  1771.  p.  125 
— 137.  ®er  jweift,  audb  bon  2egenbrc  aufgenom* 
mene  ( Theorie  des  nombres.  p.  167.),  ifl  im  SBefenf» 
Udben  mit  bem  oben  jule^t  geführten  einerlei,  obg(eid> 
Sacroip  (Traite  du  calc,  diff.  et  int.  % III.  p.  722.) 
feine  Srfinbung  au4)  Sa  place  jufcbreibt.  9flocb  einen 
iöeiveie!  ^af  Suler  gegeben  (Opuscula  analytica.  T.I. 
p.  329.),  mit meldjember  erfie  bei  ©au p (Disq.  arithm. 
p.  74.)  übereinfpmmt.  f.  m.  Grelles  Journal 
a.  a.  O. 

®er  erfie  »on  Sagrange  gegebene  ©emei«  l^ot  nicht 
nur  manches  ©igentbümli^e , fonbern  macht  ben  ©ajj 
jugleich  audh  allgemeiner,  unb  oerbient  ba^er  in  feine« 
©runbjögen  hier  no(f>  mitgetheilt  ju  n>erben, 

©ntwicfelt  man  bas  ^robucf 

(x  + l)(x  + 2)(x  + 3)  ...  (x  + p-l) 

nach  ^Potenjen  ponxj  fo  erhält  man  offenbar , eine  öfeihe 
bon  ber  gorm 

XP-*  + A'xp->  + A"xp-*  + . . . + A(p-3)x  + A(P-0  , 

WO  alle  ©oefficienten  ganje  ^ahfe«  f»nb,  unb  offenbar 

A(p-')  = 1.2. 3.4,...  (p  — 1) 

i^.  ©e^t  man  nun  x + 1 für  x;  fo  wirb  lei4?f  bie  0iich= 
tigfeit  folgenber  ©lei^nng  erheOen; 
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3a^(. 

(*  + p)|xP-‘  4-  A'sP-a  + A"xP-»  + + A<p-I>| 

= (r+l)|(x+l)P-‘  + A'(*+1)P-*  + A"(x+l)p-»  + ...  + A(j>-M|  , 

l)a  offenbor  jebeg  biefer  Jbetben  ^cobucfe 

= (x  + l)(x  + 2)(x  + 3)  (x  + p) 

ifl. 

CntwicfeU  man  nun  biefe  belben‘^robucfe  nadb  ^ofcn* ' 
jen  non  x,  unb  fe^t  bie  Soefficienten  alei^ec  ^ofenjen 
non  X einonbec  g(ei4>  J fo  er^ätf  man  na^  einigen  leidbfen 
0?ebuctionen,  mit  Slnwenbung  ber  im  ?lrf.  S£Ba|rf4)einli^s 
feifßre'cbnung  (29.)  gebrausten  Sejei4>nung  ber  ^inpf 
mialcoefficienten,  fofgenbe  ©(eic^ungen; 

*'=m- 


(p_.)A,p„  = [i-i  + [ V + A-+ J|  J AC.-..  . 

2I(Ie  2?inomia(coefficienten  finb  ganje  , unb,  weil  p 
eine  ^rirnja^t  i(f,  aQe  ©inomia(:©oefficienten  ber  ptei» 
^otenj  burii^  p f^eilbar.  5Denn  e?  if?,  norautigefe^f,  bof 
q ni4)f  = o ijl , 

- r P 1 = p(p-1)(p-2)  ...  (q+O  _ ^ 
eine  ganje  atf® 


(P-DCP-2)  ...  (q  + l)  = 


I.2..3  ...  (p-q).e 


eine  ganje  fO/  bie  ^rimja^C  p in 

1 .2.3...(p— rq).e,  unb  fo^gli(^),  weil  p offenbar  in 
feinem  Sacfor  non  1 . 2 , 3 ...  (p — q)  aufge^t,  in  e aufge* 
l^en  muf,  fo  baf  alfo  bur4>  p t^eilbar;  wenn  q 
nii^if  ==  o ijf  (L  5.  ).‘ 


2Ufo  gef)t  p in  A>  folgli^  oudb  in  2a",  unb  bemnadb, 
weU  2<p  ijl,  au4)  in  A"  auf  (I.  5.);  olfo,  wegen  ber 
obigen  ©leiSungen,  audb  in  3A'",  unb  folglicf»/  weil 
3 <p,  in  A'",  u-  f-  f-/  fo  bafi  olfo  p in 
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A’,  A",  A’",  A*"%  ....  A(p-«>  , 

«ufgel^en  tt)irb.  ®ie  ^ocntet  für  (p — 1)A(p-0  etifl^ült 
' ober  bo«  bur4>  p nid)t  f]^ei{bare©tieb  [-I-]  = 1,  fo  ba0 
otfo  p in  (p  — 1 ) A(P-i)  ni4)f  oufgel^f.  ©«  i|?  aber 

pA(p-‘)  — A(p-I)  — IH-  A'  + A”  + A'"  + . . . + A(p-2)  , 
A(P-‘)  4-  1 = pA(p-»)  — A'  — A"  — A"' — A(P-a)  , 

wocauö  mltfelfl  bcg  Obigen  folgt,  ba0  p immer  in 
A(p-0  + 1 aufgel^en  mu0.  ©g  i(i  ober  nodf?  bem  Obigen 

A(p-‘)  = 1.2. 3. 4 ...  (p— 1)  ; 

otfo  ge^f  p in  1.2. 3. 4...  (p — 1)  + 1 auf,  metd[>es  bet 
2öi(fonf4>e  0o§  i0.  35a  aber 

(x+l)(x  + 2)(x  + 3)  ...  (x  + p — 1)  = 
xP-‘  + A'iP-2-  + A"xP-ä  4-  . . . + A(p-2)x  + Aü>-;)  , ' 

(x+  l)(x  + 2J)l(x  + 3)  ...(x  + p — 1)  — XP-»  + 1 = 
A'xP-2  + A"xP-»  + ....  + A<P-2Jx  + A(p->)  + 1 

ifij  fo  erhellet  aus  bem  SÖocigen,  bo0  bie  ^rimaal^t  p in 

(x  + l)(x  + 2)(x  + 3)  ...  (x  + p — 1)  — xp-‘  + 1 

oufge^t,  ober 

(x  + l)(x  + 2)(x  + 3)  ...  (x  + p — 1)  — XP-«  +1  = 0 

tfi,  »ve(4>eg  ber  »on  Sagronge  gefunbene  allgemeinero 
0aß  ifi. 

35ieg  gilt  für  jebeg  x.  x meber  = o,  nodb 

bur^  p t^eitbar  j fo  mirb  unter  ben  gactoren  be«  *5pro^ 
tuet« 

(x+1)(x  + 2Kx  + 3)  ...  (x  + p-l) 

geml0  immer  ein  bureb  p tbcitbarer  0nben.  @ei;  x = 
'py  + p/  mo  p,  ba  p in  X nicht  aufgebt, ’,ni4>t  = o unb 
< P i(t ; i0  nun  p = p — p',  wo  p > o unb  < p ijT, 
fo  i(l  x = py  + p — p',  x + p'=p(y  + l),  itnb 
fotgticb  x + p'  ein  burdb  p tbeilbarer  ^actor  obigen  *pro= 
buctg.  30  atfo  X nicht  burch  bie  ^Jrimjaht  p theilbarj 
fo  i0  bag  9^robucf 

(x+l)(x  + 2)(x  + 3)  ...(x  + p.^1)  ' 

fotgtidhf  wegen  obiger  ©ongruens,  ou(jh  — xp-*  + 1 ober 
xP-i  — 1 bur(^  p tbeilbar,  roelcheg  ber  germat’f^e  ©a^ 
i0 , fo  ba0  otfo  bur^j  biefen  fdhünen  25eweig  nicht  bto0  bet 
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«nb  5«f»«af’fcbe  ©aß , fonbcrn  ou^  no^  ein 
attgemetnerec  ©aß , iug(ei(^)  gerec&ffertfgf  jtnb. . 

4.  3(1  p feine  ^rimja^i,  fo  i|l 

1.2. 3. 4  ,...  (p  — 1)  + 1 

niä)t  burdb  p tfieilbar.  ©eß  p = qq',  wo  Weber  q noc(> 
q'  = 1 , aber  jeber  biefer  gaeforen  < p ijf,  unb  feß  obige 
©umme  bur^?  p t^eilbar , ober 

I 1 .2.3.4  ...  (p  — 1)  + 1 

qq'  ® ' 

eine  ganje  3a^( ; fo  wäre  au4> 

1 >2.3.4  . . . (p  — + 1 
■ = eq 

q ^ 

eine  ganje  ^a^i.  ®a  ober  q<p  i|l,  fo  fommf  ^ unter 
ben  Sactoren  bees  ^robuc« 

, 1.2.3.4  ...  (p-l) 

not^wenbig  nor,  fo  bo0  alfo  au(^ 

1.2. 3. 4  ...  (p-l)  _ 

■ ■ o 

p 

eine  ganje^o^i/ unb  folglid^  au4>' 

i . 

— =c  eq  — e 

9 

eine  ganje  alfo  q = 1 feßn  mu0fe,  wcidjjeg  gegen 
bic  5Inno^me. 

5.  .^ieraug  ergiebf  fidb  eine  attgemeine  SWefl^obe,  ju 
prüfen,  ob  irgenb  eine  ga^l  p eine  ^rini5a^i  ijl,  ober  nidbf* 
S)ian  biibe  nüin(i<|)  bie  0r60e 

1.2.3. 4  ....  (p— 1)  + 1 ; 

fo  i(l  p eine  ^rimjol^I  ober  feine,  jenadbbem  biefe  ©rbfe 
bur(^  p ti)eilbar  ijl,  ober  ni4)t*  3**  5'^“**übung  wirb 

aber  biefe  £DZet^obe,  wenn  p aUd[)  nur  einigermaßen  groß 
i(l,  fet)r  weitiüußg.  5Dur^  eine  weif  fortgefeßfe  ^afe(  bet 
^ermufationsjal^len  (f.  SSerfeßungen.  2.)  würbe  ßtfe  aber, 
wie  ^ieraug  eri)eflef , lei^jf  eine  ^ofel  bet  ^rim jaulen  biU 
ben  (ajfen. 

6.  2)urdb  einfadbe  Dfedbnung  überjeugf  man  Pön 
ber  9Jid;tigfeit  folgenber  ©leidjungen; 
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1» . 2.  .3 ••'•  (P-3I-_1  ,3  ' 

P P 

1,.2..3..4-(P-4)-1_^,  ^ -.a^^-CP-a)  + 1 ^ 

1^2».y.4^5...(p-5l+l_,.,,„,  1^.2^3^4.■.(p-4)-^ 

P > ^ ^ P 

l(.  ' K. 

^ierdu«  folgt/  Don  bem  SBilfojt’f^?«»»  ouögel^eitb/ 
bur^  eine  fuccefftwe  ©(btupweij^,  bog  bie  ^rimjo^  P in 
jebec  ber  folgenben  Sotnteln/  beren  0efe§  in  bie  ^ngen  faHtji 
oufge^en  mug: 

1.2. 3. 4 ..,.  (p-l)  + 1 , 

1*.2.3.4 (p— 2)  — 1 , 

1^.2'  .3.4  ....  (p  — 3)  •4-  1 , 

1».2».3».4  ....  (p— 4)  — 1 , 

1>,2>.3’.4».5  ....  (p  — 5)  + 1 , 

1».2>.3>.4».5*.6  ....  (p-r6)  — 1 , 

iC.  K. 

.^ierburdt)  fonn  bie  Prüfung,  ob  eine  toiflfü^rllc^e 
§0^1  p eine  ^rim^o^l  ig/  ober  ni^f,  obgefiirsf  werben,  ins 
bem  gcb  mittelg  (5.)  Iei4>f  seigen  Idgf , bog  p,  wenn  i$ 
feine  ^^rirnjo^l  ig,  in  feiner  biefergormeln  oufge^en  fonn. 
7.  ggr  jebeö  q ig 

1 .2.3.4  ...  (p— q)  = 

1.2.3..(p  — q — l).p  — 1.2.3...(p  — q — l).q  ; 

1.2.3...(p  — q-l),p  = 

1.2.3.4...(p-q)  - l-q.l.2.3..Cp-q-l)|  ; 

folglich  / wenn  wir  bo$  ^robuct  1 . 2 . 3 . 4 . . . p iJber^oupt 
bur4>  |pj  bejeid()nen,  immer  in  25ejug  ouf  p ol5  2J?obu(u«  - 
Ip— ql  = — qtp— q— 1|  • 

Solgticfci,  wenn  mon  für  q nocti  unb  nod^  q/q+l# 
q + 2,.,.p — 3/p  — 2fe^f: 

|p  — q!  = — qtp  — q— 1 1 

Ip— q— i|E  — (q  + i)lp— q— 2| 
jp_q_2|=  — (q  + 2)|p  — q — 21 


t2i=  - (P-2)111 
M 1=  - (p-i)  ^ 
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®i'e  Ut^tt  Songruettj  etl^eflct  »on  felBjf.  IMtfo  bur^  SÖlut* 
tipticafioR  (II.  6.)  - 

111121  ...  |p'-q-l|  : 

= q(q  + l)(q  + 2)..(p-l)|ll|2|  ...  J p-q-1 1 . ( - 1 )P-q  , 

'wo  biefc  ^oterij  bcc  negafl»en  (Sinl^eif  nur  »«gen  beß  2ßor* 
jfi^jene!  beigefugt  worben.-  3(1  nun  p eine  ^rimja^t/  fo 
ge^t  e«5  in  bem  ^röbucte 

|lj|2tl3|  »vIp  — q-l|, 

wie  UiÖ}t  «r^ellef,  ni(i[?f  ouf  (I.  4.),  unb  C6  ifl  fotgK(|> 
(II.  12.) 

Jp-ql^  q(q  + D(4  + 2)  “•  (p— i).(-i)p“«  ; 

<i(fo  au4>^  wenn  man  mit 

1. 2.3.4  ...  (t[—l)  ={  q — i } • ■ 

mU(tip(irirt(II.  6.),  ’ ' ' ' . 

|q_l||p._ql  = lp-.l).(-.l)P-»  » 

©eßen  wir  nun 

p— 1 p — 1 . p — 1 

= P_,  p_q  = p - _ _ 1 = _ » 

fö  erl^dlt  man  fog(ei4>  ' 

£Rac(>  bem  2Bi(fon’fd^en  @a(je  ifi  aber  immer  _ , 

P— 1 p — < 

jp_l|  =_i,  1p_i|.(_i)  ^ (U.6.). 

2Ufoau(^(II.3.) 

b.  i.  j 1 , wenn  eine  gerabe3al^i/  ober  p 

bon  ber  Sorm  4n  + 1 , unb  wenn  eine 

«ngerabe  öber  pon  ber  gorm  4n  + 3 ifl.  3n 

Ici^tern  gaHe  alfo  oud^  immer  (2.2,) 

,b.  1^. , »enn  p eine  ^rimja^i  ron  ber  §orm  4n  + 3 i|l,  fo 
ifi  immer 
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'•  entweber  | | — 1 ober  1 | ^ ’ 

burct>  p fl^eitbar. 

2B«nn  p dne  ^primja^I  »ott  b«r  §ofm  4n  + 3 i|f,  fo 
ijl  otfo  immer 


burdb  p fl^eUbot,  .utib  man  fann  in  biefem  S^lle 

immer  (eicbf  jwei  Xiuabrate  angeben,  beren  S)ifferenj 
burcb  p t^eitbar  i|i. 

8.-  9Benn  p eine  ^rimja^i/  Q ein  ^^ol^nom  »on  einem 
niebrigern  ©rabe  als  p,  unb  P irgenb  ein  ^ot^nom  beö 
nfen©rabe6i^,  mefdbesin 

XP-*  + pQ  — 1 

aufgel^f;  fo  giebt  e«  immer  n 9Bert§e  »on  x jn)if4>en  — 4p 
«nb  +4p,  wel4>e  bie  ©ongruenj  . 

P S o (SKob.  p)  . ' 

oufibfett/  ober  baö  ^o(i;nom  P bur(^)  p fl^^übar  madben- 
?llle  ©oefficieneen  ber  belben  ^ol^nomien  finb,  mie  immer/  - 
gonje  ^abien. 

©e^  xP-i  + p Q — 1 = PP';  fo  i(t  P'ein  ^otpnom 
»om  ©rabc  p — n — 1,  Sfladb  bem  §ermot’fcben  ©a^e 
i(l  xP-i — 1 , oifo  oudb  xP-i  + p Q — 1 fiir  fotgcnbe 
jtt)if(^en  — 4p  unb  + 4P  üffl^nbe  Sö3ccfbe  »on  x buri^> 
p ti)ei(bar : 

± 1,  ± 2,  ± 3,  ±4,  ....  + , 

bo  p in  feinem  biefer  SBerfbe  aufgebf-  S)a0  matt  biefe 
SBecfbe  au4t  negafi»  nehmen  fann,  fMt  in  bie  klugen. 
3fl  ndmlicb  p>2,  fo  iff  p — 1 eine  gerabe  3af)t,  unb 
fotgtidb  xP— 1 immer  pojitio.  ^ür  p = 2 gilt  ber  ©a^ 
überbaupf  nur  bann,  menn  man  + 1 ato  jtvifcben  — 4p 
unb  + 4p  Uegenbe  2Bertbe  tton  x annimmt,  inbem  für 
biefe  beiben  SBcrtbe  entweber  xp— t — 1 = o,  ober 
xP— 1 — 1 = — 2 , a(fo  immer  burdb  p = 2 tbeilbar  iff. 
2)ie 2Injab(  ber  obigen  SBertbe  iflim 2lttgemeinen  =:p  — 1, 
für  p = 2 menigflen  ni(^jt  fieiner.  §ür  ade  biefe  Berthe 
«on  X gebt  alfo  p in  PP'  auf,  b.  i.,  weil  p eine  ^rim jabi 
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i(f,  «ntwcbec  in  V,  ober  in  P'.  (n.  20.)  i(l  bie2In> 

Sa^t  ber  SGBert^e  »on  x jwifctjen  — unb  +^p,  «)eid^)e 
bie  Songrueni  P=o  aufiöfen,  ober  P burcb  p f^eiibar 
mad^jen,  nt(^t  > n.  SBäre  nun  i^re  2Injo^t  < n,  5. 59. 
= n — m,  fo  würbe  cö  nach  bem  fo  eben  Scwiefencn 
p — 1 — (n  — m)=  p — n — 1 + rn' SBerf^e  »on  x 5»Ü 
fcben  — ^p  unb  4*  4p  geben,  roeldbe  btc  Songruenj  P'  = 
o oüfiö^en.  S)ieg  ijt  ober  nicbf  möglici> , bo  P'  nur  ein 
^otpnom  vom  ©robc  p — n — 1 j(?,  unbbemnad(>  ni(^)t 
me^r  oig  p — n — 1 2Iu|Iöfungcn  bet  ©ongrucnj  P'  = o 
5wifc^)en  — 4p  unb  +4p  jufoffen  fonn  (11.  20.).  3Ufö 
ijl  unter  ben  obigen  SSorouofe^ungen  bie  Slnjo^t  ber  jwis 
(eben  — 4p»“«ö  + 4p  liegenben  SCBertbe  »on  x,  wet^e  bife 
©ongruenj  P=  o ouflöfcn,  ober  P burdb  p fbeilbor  mo* 
^en,  webet  >n,  noch  <n,  b.  i.  = n,  w.  j.‘b.  w.^ 

9.  SGBenn  p eine  ^Vintjobf  ifJ,  weidbe  > 2 ijl,  unb 
in  a nicht  oufgebt,  für  irgenb  einen  SBertb  bon  x ober 
x*  = a (SOiob.  p)  i|ij  fo  i|l  immer  -v 

p-i  ‘ ■ 

2 

a — 1 ( 5Kob.  p ) . i 


OJodb  ber  aSorouofe^ung  i|l 

p-i  p-i ' 

' X’  = a,  alfo  (X"“)  ^ =a  ^ (SKob.  p)  (II.  a)  , 

b.  i. 

p-i 

xP_t  = a ~ (SKob.  p)  . 

Soigiieh  audh 


p-i 

xv-i  _ 1 = a ^ — 1 (®Iob.  p)  (II.  5.)  . 

'S>o  nun  p in  a nidbt  aufgeht;  fo  fonn  e«,  wegen  bet  ©onsi 
grueni  x»  = a,  immer  für  p ote  2Bobu(uß,  ou(f)  iä 
nidbt  aufgeben,  weif,  wegen  biefet  ©ongruenj,  bei  ber- 
jDiuifion  »on  x*  bur^  p,  unb  a burth  p,  gfeidbe  ÜCefic  bleU 
ben  müjfen.  2Ufo  gebt  audb  offenbar  p in  x nicht  auf,« 
fo  baß  aifo  nadb  bem  germat’fchttt  @a^c 

XP-»  — 1 = 0 (SKob.  p)  . 
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^(fo  na4?  b<m  Obigen 

p-i  p-t 

a ^ — 1 = 0 (SXob.  p)  , a ^ =1  (SÜJob.  p)  » 

(£t  i(l  fiar,  ba0  a bi«  poftti»  unb  negati»  fcpn  fann,  ba 
t>«r23ewei«  offenbar  füc  beibeS^öe  o^ne  (Einffbränfung  giit. 

10.  3ff  p eine  in  a nicht  aufgebenbe  ^rirnjabi  > 2/ 
unb 

p-t 

a ^ =i  (5Kob.  p)  ; 

fo  mu0  t$  immer  einen  SBertb  »on  x < 4-p  geben,  für 
tvel4>en 

f X*  ^ a (SSob.  p)  . 

p— 1 P— t 

®aa  2 =1  (!9iob.  p),  fö  i|l  a 2 ^ i fcurcb 

p tbeilbar,  unb  man  fann  foigU4> 

p-l  . Pjzl 
2 * 2 . . 
a — l:!s»p,a  sdap-pl 

fe^en,  wo  a eine  ganje  34i  bejetibnef.  ®a  nadb  bet 
QSoraufe^ung  p >2,  alfo  p — 1 eine  gerabe 
foigtidb  =;  2q  gefegt  werben  fannj  fo  iff 

p— 1 

sP-t  — a ^ = »•*■*  — op  — 1 = X’l  — al  . 

2lber 

jJl  _ a**  = (X*  — a)jx=9-*  + + . . + X»  a’-^  + a'i-»  | . 

2i(fo  gebt  x2— ain  x^i  — a<iauf,  unb  eo  giebt  fotgti^, 
ba  X*  — a »om  jweifen  ©rabe  i|f,  unb  in  xp-i  — «p  — 1 , 
oufgebf,  jwei  SEÖertbe  »on  X,  welche  < 4p  ftnb,  fürwel* 
4>e  X*  — a=o  (SOlob.  p),  x^^a  (ÜKob.  p)  (8.)-  S>a 
tiefe  beiben  SBertbe  »on  x jicb  jebocb  nur  rücfjicbflicb  ^eö 
geiieng  unterfcbeiben  (8.)f  «nb  x=»  immer  pofitin  ijl; 
fo  fallen  fte  in  e i n e n jufammen. 

11.  3ff  alfo,  wenn  p einein  a nicht  oufgebenbe  ^rim* 
jabl  > 2 i(f,  für  feinen  SBertb  ton  x bie  @r6pe  x*  — a 
burch  p tbeilbar,  ober  x^^a  (2Rob.  p) ; fo  fann  auch 
nicht 

1=1 

k ^ 2 1 1®»^*  P)  » 


L 
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p-i 

obcra  ^ — l.bur^  p tl^eitbac  fe^tt  (10.).  SHun  ifl  ' 
ober 

p—i  p— 1 

al-‘  — l = |a^--l||a^+l|, 

unb  nach  bcm  §eriViat’f4>ett  0a^c  aP— ^ — 1 burd^  p,  nodb 

p — t 

btm  fö  eben  S5ett>iefenett  aber  a ^ — 1 nidbf  burdb  p 

p— 1 

t^eilbar ; aifo  mu^  in  biefem  §alle  a ^ +1  burd^p  fl^eU* 
bar,  ober 

p— 1 

a ^ = — 1 (5Koli,  p) 

fe^n  (I.  3.). 

' 12.  3|i  uingefe^rt 

p — t 

a ^ = — 1 (5Üicb.  p)  i ' 

ünb  p wie  immer  eine  nicht  ina  aufgehenbe  ^rirnjaW  >2j 
fo  fann  e«  feinen  3ßertb  tvon  x geben,  für  welchen  — a 
burdh  p theilbar , ober 

X*  = a (SRob.  p) 

iff.  ' < 

SBäre  namli^,  für  irgenb  einen  ^erth  bon  x, 

X»  = a ( SKob.  p ) ; 

fo  wäre 

p— t 

ä ^ = 1 (5Kob.  p)  (9.)  , 

P — 1 

obera  — 1 burdh  p theilbar.  • fänfite,  bei 

p— 1 p— t 

p > 2 iff , nicht  a=^  — l+2  = a=^  +1  bur^i 

p theilbar,  b.  i.  nicht 

p — 1 

a ^ = — 1 (iOlobi  p) 

fepn,  wie  hoch  angenommen  wnrbe. 

13.  bemnach  p eine  ni^Jt  in  a oufgeh<rtbe  ^rim» 
Eni 

jahl  > 2,  fo  geht  p in  a ^ — 1 auf,  ober  e«  ijl 
V-  . 3iJ 
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p— t 

a ^ =1  (SMöb.'t>)  > 

wenn  ti  einen  SEBertl^  »on  x giebf,  für  wet4>«tt  pinx>— a 
oufge^t/  ober 

x’  ^ a (5Kob.  p ) 

P — 1 

ijl  (9.)*  S)a3egen  gcl^r  p in  a ^ +1  auf/  öber  eü  i|l 

p— ^ 

a ^ — — 1 (9Sob.  p)  , 

wenn  ti  feinen  SEBerel^  »on  x giebr,  für  wet^jen  x^ — a 
bureb  p tbeiibar/  ober 

x>  = a (SKob/p) 

ifl  (11.)* 

Sf^ennen  wir  nun  mit  @ou0  alle  3^(en/  Weldbe  in 
23eäug  ouf  eine  gewiffe  SHobulus  irgenb  einem 

Ouabraee  congruenf  werben  fbnncn/  wo  jt<b  olfo  immer 
ein  öuabrat  finben  la§f/  wetebeO/  burdb  ben  9}iobuluef 
bbibirt,  beiifelben  0iie|t  giebf,  wie  bie  ^0^1  fetbfi/  bureb 
ben  SOlobutus  bbibirf,  quabratifebe  0tefle  beo  SJio* 
b u l n 6 ; alle  bie  bagegen , bei  benen  es  feine  fol^e 
Söejiebung  giebf,  nidbf  quabrafifebe  Dvejie  bes  ÜJl'o» 
buluS  (residua  quadratica  unb  non  residua  quadra- 
tica);  fo  lü^f  (t^b  »orfiebenber  böibff  merfwürbiger  ©a^ 
and?  fo  ausbrüefen: 

SSenn  p eirte  in  a ni<bf  aufgebenbe  ^rimjabl  >2  ifl; 
[o  i(i  immer 

p-i 

a ^ = ± 1 (®ob.  p)  , 

unb  baS  obere  ober  untere  ^eicben  ju  nehmen,  jenadbbem 
a quobrofifd?er  0vejt,  ober  nicbf  quabrafifeber  Dvefluonpift. 

2lucb  erbeßef  aus  bem  93orbergebenben  unmiffelbar 
bie  Dvicbtigf eit  fotg^aber  ©ü^e : ' 

3ff  p eine  in  a nicht  aufgebenbe  ^rimjabt  > 2 , fo  i(l 
a quabratifeber  ÖvejI  ober  ni^t  quabratifi^er  £Äeft  non  p, 
je  nad?bem 

p-i 

a ^ — + 1 3»o6.  p flO.)  , 
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ober 

' , p— ^ 

a E — t (5Kob/p)  (120 

iff*  , , 

Üm  noc|)  ein  93cifple(  ju  ber  »orl^ergcl^enbett  toidbdgert 
'i^eorie  ju  geben,  fo  fe^  p = 5,  a = 9.  ®aim  iß 

p—i  p— 1 

■ a “ — Q2=:Sl,>a  " — 1 = 80 ; 

.fllfo  bur^  5 t^cilbar,  ober  • 

a ^ = 1 ( SKob.  5)  . 

(Ee!  tjl  ober  au(3b/  fücx  = 3,  x*  — a ±=  9 — 9=±o 
buc4>  5 t^eilbar.  §ür  a = 8 bagegen  wäre  . - 

p— ^ p— 1 

a ^ =8-=64,  a " +•  1 = 69  , 

(itfo  burd^5  e^eUbar,  ober  ^ ■ 

P_^ 

a ^ E — 1 (5Kob.  5)  . 

’3Ufö  fann  eg  feinen  SBertf;  Pon  x geben,  für  wef^jert 
X*  — 8 burdb  5 t^eltbar,  ober  = 8 (fOiob.  5)  ijf. 

25(1  a felbjl  ein  duabrat,  fo  folgt  aug  bem  germat’fcben 

p— 1 

©a^e  iei(^)t,  ba|  immer  a ~ =1  (SKob.  p),  ober 

p — t , . 

a ^ — 1 bwtcb  p t(;ei(bar  iff;  - ' 

> 2f^ac|)  bem  SBilfon’fcben  ^^eorem  if!  immer 

1.2.3.4  ...  (p  — 1)  = — 1 («Kob.  p)  < 

....  ‘ 

Lzi 

1. 2.3.4  ...  (p-1)  = + a ^ (SWob.  p)  , 

«nb  bag  obere  ober  untere  i«  nehmen,  je  nad^betrt 

a guabratifcber  ober  nid(?t  quobrotif4>er  Üvcjl  von  p i|t. 

J^ier  fcbtie0en  mir  nun  einen  ber  wi(^tig|!en  unb  merf^ 
mörbigfien  @ä^e  ber  ganjen  ^^ienfe^re  ah. 

3ii  2 
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IV.  S)cr  ©o^on  btt  0?cciptocif4(/  oöer 
öcr  Suntiamcntalfa^  in  t»er  i^c^rc  »on 
t>cn  quot)rotifci)cn  Dtcfien  öon  ©auf 
unt)  ßcqcnöre. 

1,  SBenn  p eine  qjrimiol^t,  a eine  but<p  p ni6f  t^ei(= 
bare  «|i;  f»  bejeiebnef  2egenbte  ben  bei  bet  ©inifion 

p-^  ' ' - 

bona  bur<b  p bteibenben  9\e|l  bur^  !9?it.^iUfe 

biefer  25esel(^)nun9  ber  0a^  »on  bec  0?eciprocitd(  |i4> 
fo  auebrüefen : 

9Benn  p , q jwei  ungteicbe  ungerobe  q3rimjabfen  |?nb ; 
fo  ftnb,  wenn  p,q  ni6f  beioe  non  ber  gotm  4n  + 3 (inb, 

t)ie  0ve(le  (■|■}unb(y}  entweber  beibc  = + 1 / ober 
beibc  = — 1;  ftnb  aber  p,q  beibe  non  ber  §orm 
4n  + 3 ; fo  i|l  immer  ber  eine  biefer  beiben  9ve|le  =+ 1/ 
ber  anberc  =r  r—  1.  ‘fi  immer 

(i)==(|),  lman6«„(|)  = -(i). 

9}iieeel|l  beo  ^eiqjene:  ber  Songruenj  lapt  jtcb  biefer 
wiebtige  ©aJj  fo  auobrücfen: 

SBenn  p,  q jwei  ungfti^e  ungcrabe  qjrimjobfen  ftnb; 
fo  ift,  wenn  ni(^t  beibe  »on  ber  ^orm  4n  + 3 jinb/  immer 
<r  — t p — i 

P ^ = ± 1 (TOob.  q),  q ^ = ± 1 (SRob.  p)  ; 

wenn  aber  beibe  »on  ber  5otm  4n  + 3 jjnb/ 

?— 1 p— * 

P ^ = ± 1 (5Kob.  q),  q ^ = + 1 (5Kob.  p)  . 

3)a0  beibe  '^luebrucfe  bee  ©a^e«  einerlei  finb,  fdllt  in  bie 
Singen.  3“*”  SJeweife  fepiefen  wir  folgenbees  Semma 
»oraus. 

2,  ®enn  p irgenb  eine  ungerabe  in  a nidbf  aufgebenbe 

q)rimjabl  ifij  fo  wirb  ein  i’fi  bcr®i»ifion  »on 

a,  2a,  3a,  4a,  ....  ^ ^ ^ a 
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fcur4>  p b(el6enben  SKeßt,  bereit  /eher  noOirnfb  <p  i|l, , 
ein  “i^eii  bagegen  >-jP  fe^n.  ^ejeid^iien  ivic 
nun  bie  0?e(le  bet  erflen  2Itt  burcb 

®1  f <*1  » “l  ®4  > • • ■ • i 

ble  ber  anbern  burcb  ' . 

Piy  ßit  ß3  t Pit  fift  ’ 

foift  no4)  ?egenbre’«!  Sejei4?nuUg, 

(?)=<-•>'■ 

blefet  SJeff  näinti(t>  = -t:  1 ^ ober  = — 1,^  iena4>bem  ' 

/X  gerobe  ober  ungerobe  iji;  ober^  »ao  baffefbe  i|i, 

p— ^ 

a ^ S (-1/  P)  • 

^uerfl  erl^edet,  ba§  bie  obigen  DJejie  afle  unter  einanber  un. 

.gleich  jinb.  2Barcn  nämlich  irgenb  jwet  einanber  gleich, 
unb  folglich  bie  entfpre^jenben  ©lieber  ber  gegebenen  Steihe, 
welche  wir  bur^  ka  unb  k'a  bejeidhnen  wotten,  einanber 
congruent,  fotap 

ka  ~ k'a  (5Kob.  p)  ' , 

wäre ; fo  wäre  auch 

(k  — k')a^o( ®o6.  p ) ; ' . 

folglich  (k— k')a  burch  bie  «primiahl  p fheilbar,  weldhetf 
gber  nicht  möglich  iff,  ba  fowohl  a nach  b«  SßorauöfeBung 
burdh  p ni^Jt  theilbor,  als  auch  k <C  ^p,  k «d-jP/  ^ ^ 

<^p,  unb  bemnach  ebenfaHö  burch  p nicht  thtübar  iff 
(I.2.). 

folglich  jinb  auch  bie  ©ijfettnjen 

p—ßii  p-'ßit  p—ßit  •••  p—ßf, 

alle  unfereinanber  ungleid),  unb  jebe  <|p,  ba  bie  9te|ie 

ßt,  ßtt  ßtt  ßif- ßf, 

oOe  > 4p  finb.  2Iuch  läpt  jtch  leicht  jeigen,  bap  feine  bie^ 
fer  ©ifferenjen  einem  bet  0vejie 

“l>  “2>  «3  » “4»  ••••  “i 

gleich  ifi.  ©eijen  nämlich  « unb  ß iwei  aögemeine  ©lieber 
ber  beiben  in  sXebe  |lehenbcn  Üveihen  »on  3?ejien,  welche 


/ 
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refpccdwe  't>«n  ®(icbfnt  ka  unb  k'a  bcc  9«gtbetten  pveir^e 
entfpcc(^«n  mögen;  fo  er^eßef  ba^l  ' , . , 

• > ka  = a (5Kob.  p),  k'a  = ß (3Kob,  p)  - I 

^(fo 

( k k )a  ö 4“  ( fKob.  p)  (II.  4.)  • 

könnte  nunp  — /5  = «/  p = a+  /3 fepen ; fo  tvare 

(k  + k')a^p  ( SDJob.  p ) , 

unb  fotglic^  (k  + k')a  burd;  p t^eilbar,  tve(c()eg  unmÖ9ti(^ 
tfl,  ba 

k<4p,k'<^p,  k4-  k'<p  , 
otfo,  fo  tt)le  nadb  ber  Söorauofe^ung  aucjja,  bur(^>  ble 
p ni(^f.t^eilbar  i|l.  2Ufo  fgnn  nie  p — /?=« 

fepn. 

35a  foigtiiji)  affe  ©Ucbec  ber  Selben  SJei^en 

“i.  <»2.  “3>  “4>  — »i ; 

> P — ^1.  P— /»2.  P — ^3.  P— /S41  ••••  P — /S/“  4 

»infer  einanber  ungleidb  jtnb,  jebeo  <-|^p/  unb  i^re 
uber^oupf  = i + ^ = ^.(p  — 1)  j(i;  fo  fonnen  biefe 
©röpen  feine  onbecn , o(es 

1,2,  3,4,  5, 

fepn,  wenn  nur  »on  ber  Drbnung  ber  einjelnen  ©(ieb?c 
gbjlra^lrf  wirb.  Slifo  ifl  • , 

“i  «I  »3  »4  •••  «I  (p—/*i)(f—/*3Kp—/?s)*. •{?—/»„) 

= 1.2. 3. 4. 5 ....  • 

S5enff  man  fidb  bag  erjfe  ^robucf  enrwicfelf;  fo  er’^aft 
man,  wenn  x eine  ganje  3af)l  bejcicbn?r,  offenbar  eine 
©(ei(f?ung  pon  foigenber  §orm  i 

ps  + «,  «2  «3  •••  ßyßißi 

worauf  ft4>  unmitrelbar 

1.2. 3. 4.5  ....  (^) 

^ *3  ®2  • • • "x  fil  ßi  ßt  • • • ( ~1  /*’ 
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<rgi’«6f/  immer  für  p ot«  SWobwiwö.  5Da  aber  tie  ®ijfei 
renjen  imif4)en  ten  ©röpen  , . • ^ 

a,  2a,  3a,  4a,  •..■ 

«nb  i^rett  entfpredbenben  Dfepen  offenbar  burdb  p t^tiU 
bar,  folglicb  biefe  ©rbpen  bcn  enffpredpenben  Steften  cor^» 
gruent  jinb;  fo  Ifi  (II.  6.  7.) 

B . 2a . 3a . 4a  ....  2__  ^ 

= 0,0,0, <*l  ßlß.2ßi 

a.2a.3a,4a  ••••  ^-J5— a.( — t'f 

' = “i  ®j  “j  ••••  ^1  » 

otfo  oudb  (II-  3.)  nad^  bem  Obigen 

a. 2a. 3a. 4a  ...  E^a.(-lf  = 1.2. 3. 4 ....  . 

PT-t 

i.i.  1.2.3.4...£^.a  ^ .(-if  E 1-2.3.4 

®a  nun  ober  ber  SKobutuö  p eine  offenbar  in 

,.,,3,4....  (E^) 

ni4)t  oufge^enbe  ^Jrimjabl  ifi;  foifi,  wenn  man  ouf  beU 
ben  0eifen  mit  biefem  ^robucte  bioibitt  na^?  ( II- 12. ) 

P— 1 p — t 

a ^ .(-l)f-=l,a  ^ (-1)*/*  = (II.7.) 

‘ ' P-* 

b.  i.,  weit  (—1)2'“  immer  = 1 ifl,  a 2 = ( — 1 )(<*, 

(3Kob.  p),  ober,  noch  2egenbre’o  ©ejei^nung,  (^)  = 

p— 1 

b.  ]^.  bet  bei  ber  ®iPiflon  »on  a 2 bur^pbteU 
benbeüiefl  = ( — !)/',  w.  a-  b.  w. 

‘ 3.  ^ermofö  ©aft  ifl  oues  biefem  @a^e  eine  unmifa 

tetbore'gotge.  S)o  namlidb  gecabe  utfb  ungerabe  fepn 
fonn,  f(^  wirb  noch  bem  ©ewiefenen  p immer  cntwebec  fn 


p-t 

's 


+ t ob«  in  a 


P— ^ 
2 


- 1 , 
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fa  ^ + l^(a  ^ -1)  = aP-*  — 1 ' 

aufqel)fn/  wclitee!  t>er  ^ermat’fct)«  0a^.  ®a^  bief^r  ©ais 
oucb  für  p =:  2 gilt,  er^eflef  tei4?f/  ba  in  biefrtti  §aOe 
aP— 1 — 1 =r  a — 1 , alfo/  ba  p = 2 in  a na^)  ber 
Sßoransfr^iitig  nicht  aufgc^f,  aP— i — 1 eine  gcrobe 

unb  fo(gli(^  bur(fc  p = 2 thtilbar  i{?. 

4.  9)?Qn  beiei(hncnun,n)iefchon  im  ^Irtifei^h^i^tr  einer 
3ahl  (17.),  bie  größte  in  x enthaltene  ganje  t*urch 
G ' x),  fo  alfo  immer  x — G(x)  ein  poptber  echter 
^nich  ifl,  welcher  nur  bann  = o wirb,  wenn  x felbfleinc 
ganje  ift-  «nb  K'a  fepen  jwei  beliebige  2ßielfa(he 
»on  a,  unö  a,  ß t>ie  entfprechenben  9ve(!e,  wobei  librigenö 
2Ule$  wie  in  (2.)  bleibt;  fo  i|l  nach  biefer  Sejeichnung 

p pp  vp/  p 

taber  a < -^p,  /?  > i-p,  jeboch  /?  < p ; alfo 


^olgli^),  wie  leidhf  erhellef, 


/ 


KT)=“(?)’?C-r)==°(7)  + -“ 

. =(f  )-=°(7‘)  = • " 

, ■ €ine  ©leichung  »on  ber  2Irt  biefer  beiben  fann  nun  in  SBe* 
jug  auf  jebes  95ielfa(he  »on  a in  ber  Öieihe  in  (2.)  gebilbet 
werben.  2)ie  2ln jahl  aller  biefer  ©leiihungen  i(i  = A + 
Unter  ifjntn  fommen  X »or,  beren  reihte  ©eite  = o,  bas  > 
gegen  fx , beren  rechte  ©eite  = 1 i|? , unb  burh  2lbbition 
aßet  biefer  ©leihungen  erhält  man  alfo: 


°(7>°(7)^<7)^--^<^-)| 
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(Bi  fommt  aber,  ww. ou(^)  fcbon  autf  (2.)  «c^ettef, 
niö^t  fötoo^l  auf  ben  abfoluten  SBert^  uon  fonbent  blof 
barauf  an,  ob  /(  gerabe  ober  ungerabe  ifl,  fo  ba^  man alfo 
in  biefer  SSejietjung  fürier 

fe^en  farin,  tt»oburd()  bec  , ben  wir  l^ier  im  2I«gc  l^a?  ' 
ben,  völlig  errei6t  wirb.  Um  ben  wirf  lieben  SEBerfb  von  ' 

ju  erbalten,  mü^te  man  fi4>  freilich  ber  unverfürjten  §or^ 
mel  bebienen.  Jpaf  man  /n,  fo  ijl  auch  ^ gefunben,  weit 
= -^(p  — 1 ) ifi. 

5.  Unferc  formet  i(f  aber  no6  einiger  ^(bfilrjungen 
fähig.  3“  i|^  Jw  bemerfen , bap  immer 

i(f.  ©e^  nämlich  a ==  mp  + 0 ; fo  erhält  man  leicht 

(p_2k-Oa  ^ ^ g _ ^2k  + l ) m - 

= a — (2k  + l)m  — 

©e^t  man  nun 

• C2k  + i)Ö  ^/(2k  + l)©\  , f\ 

—3  r~j+7’ 

fo  wirb  ' 

'£=2^  = .-(2P+««-G(<Si'±2)-i  • 

= . - (2k  + l)m  - g(CS±1>®^_  I + 

12t^=,a+.,»  + G(<“^)+A. 

2Ilfo , weil p < p , p — p<pijl^ 

= a — * — (2k  + l)ra  — 

worau«,  wenn  man  obbirt/  bie  ju  beweifenbe  on* 
-genblicf lieh  folgt.  . 


p— e 
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6.  p fatiH/  a(«  ein«  ungera&c  nur  t)on  ein« 

feer  beifeen  4n  + 1 , 4n  + 3 fe^n.  2Bir  unter» 

. f4>eifeen  feo^er  folgenfee  $wei  jnö«  t 

1)  p = 4n  + t . 

®ie  obgeförjte  ^ei^e  für  fi  in  (4.)  I^af  -j^Cp — 1)  = 2p 
©liefeer.  IDie  n erften  ©liefeer  jinfe : 

feie  n lebten  ©lieber 


4-  G 


n_2^ 


Oa 


) 

+ a - 1 - (f.  5.) 

= .:(.-.)-G(±)-e(f)-G(|)-.,., 

5olgli4>  * fea  1?  = f . 4n  = ( p — 1 ) i|l , 

<*=i(p-l)(a  — l)  + G^  + 

©a  e«  aber,  wie  f^?on  erinnert,  bloß  barauf  onfommf, 
ob  fl  gerafee  ober  ungerdfeeijl;  fo  fann  man  }u  feiefem  2lues» 
feruefe  au4^ 

■ “(f)*-(7)-K7)  — , 

«bbiren,  wofeur4>  man  erhält: 
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#‘  = i(P  — *)(a— i)  + ® + ••.; 

...;+g(i^>>)+g(?^). 

ol^ne  SKucf ji(6t  ouf  be«  wicfUd^cn  SBertl^  »on  ^ , tmmec 
nur  in  bcr  ^ciie^ung,  ob  gerade  Pbcc  nngrrobe  i|?,  mor» 
auf  e«5^  ,^tet  allein  ontommf. 

, ^ 2)  p = 4n  + 3 . 

®ie  abgefftrjfe  Dieibe  für  ft  in  (4.)  l^a(  4-(p~l) 
= 2n  + 1 ©lieber,  alfo  in  biefem  SoHe  immer  ein  9}?{fs 
telglieb.  3)ic  n erfien  ©lieber  (inbt 

' KTM7M7)+'--+°(f)^ 

baö  SOlitfelglieb  i(l:  ' 

bie  n teufen  ©Heber  finb: 

G + G + G + . .. + 


•f«  .«M  i 


'(t) 


(f.5.) 


^traniformirf  man  nun  ba«  SDIiffelglieb  auf  ä^nli4>e  2lrej 
fo  er^lt  man 

^^(2n  + 2)a\  . ^/(2n  + t)a' 


«nb  folgti^^f  ba  bic  ^Inja’^t  ber  Teufen  ©lieber,  vom  SOlif^ 
glicbe  an,  ==  n + 1 = + 1 ) ijl: 

/i=j(p+i3(4-1)+g(^')+g(^Ug(^)  + .,.+ 
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ober,  wenn  man  wieber  bag  bopp«(f<b'ecaBge}og<nen  Oleine 
obbirf  / inbem  eg  b(op  borauf  onfommt,  ob  fi  gerabe  ober 
ungerabe 

3(!  a ungerabe;  fotfla  — 1,  atfp  audb^  ba-i-(p — I) 
unb  iCp  + 1)  9ö«9«  (««&/  -|Cp  + l)(a  — 1) 

eine  gcrabe^a^i,  fp  baß  alfo  beibe  eben  gefunbenen  gor* 
. mein  auf 

p = 0(j)+G(^)  + 0(i)+,.,+  0(ö) 

rebucirf  werben  fbnnen,  weit  für  p ==  4n  + 1 , p — 1 
= 4n,  ^(p  — l)  = 2n,  bagegen  fiir p = 4n  + 3, 
p-l=:4n  + 2,  |(p_l)=:2n  + l_ifj.  3(1  a 
' gerabe,  atfo  a — 1 ungergbe;  fo  i|l -^(p  + l ) (a— 1) 
gerabe  ober  ungerabe,  je  na^Jbem  -J-Cp+1)  gerabe  ober 
ungerabe  i|!.  ®a^et  fann  man  in  biefem  Säße 

fe^en,  unb  bag  ift  immer  fo  ju  nehmen,  'baß 

^(p  + 1)  eine  ganje 3a^l  i(f. 

7.  ©inb  nun  p , q jwei  ungleidbe  ungerabe  «prirnja^s 
len,  bie  Sin^eit  auggefebioffen ; fo  gebt  naturlidb  feine  in 
ber  anbern  auf,  unb  eg  ift  foiglidb,  wenn  r eine  dbnli^^e 
S5cbeufung  bat«  wie  biober  /i,  na^  (2.)  immer 


p— * 
p — 


q— 1 


q * = (-1)'' (5Kob.  p),  p ‘ EC-iriaKoJ».  q)  • 

®a  p unb  q beibe  ungerabe  ßnb , fo  iß  na(^  bem  IBorber» 
gebenben 

, = g(L)+g(|)+g(|)  + ...+  c(i<S^), 
,+,  = G(i)+G(a)+G(aj  + + g(Ue^‘->2) 

+ o(f)+H7)+KT) + ■■■+. 
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b.  1^.  no^  t)<m  Söer^f rge^enb«n  nt^f ö anbivi , aU  fi  + v 

t(i  eine  gerabe  ober  ungera^e  jeno^bem  bie  @röße 

ouf  ber  red[jren  ©eite  be«  ©ieicbl^eif«5ei4)eno  gerabe  ober 
ungerabe  ijl,  Inbem  e«  ^ier  immer  nur  ouf  ein  fold[?eö  Äri» 
terium  onfommf. 

©e^en  mir  nun  ' , ’ 

i = X,  p = 2p'  + 1 , 4 = 2q'  + 1 , "l.  = i ; 

fo  erl^äit  obige  formet  folgenbe  @e|?a(f : 

^ + v=  Ö(x)+  G(2x)  + G(3x)  + + G(p'x) 

+ °(T)+^(f)+*^(T)  + -‘*  + ®(-r)* 

3ug(eicb  wollen  mir,  mclcbeeJ  offenbar,  o^ne  ber  Mgemein* 
l)eif  ju  febaben,  »er jtattef  ifl , annel)men,  bo0  q bie  fleU 
nere  ber  beiben  gegebenen  ^rim^ablen  p , q i|I ; fo  ijl  olfo  x 
immer  ein  edbfe.r  Sru(^,  unb  folgti(f>  G(x)  = o. 
gernetifl  . , , - ^ 

d'x  = Ei  = + = 2pf  — 2q'  + p — 1 

^ p P ' 

= „'  + EnClnihll  = q'  + EZlS  . 

Solglidb  ij!,  meil  noch  ber  5lnnabme  p — q pofifi»  unb 
<p  ijl,  G(p'x)  =,q'''.  Jpieraus,  unb  ouei  bem  Obi* 
gen  (tei)t  man  nun,  bo^  bie  ©lieber  ber  CKeibe 

Z = G(x)+G(2x)  + G(3x)  + ...+  G(p'x) 

»on  o bio  q'  mo(f)fen.  Um  ober  biefe  ©lieber  no^  nebelt 
{u  bejümmen,  ne^me  mon  bie  ©röpen 

fo  an,  bo0 

m,x  = 1,  m,x  = 2,  mjX  = 3, ni.,»  k = < 

mirb,  melcbeö  offenbar  immer  mbgticb  ijl ; fo  erbellef  leicht 
ba§  feiner  biefer  gaeforen  eine  ganje^abt  fe^n  fann.  ©e^ 
Überhaupt 

E 1 pX 

mzx  = z,mi  = T = *. — = — ; 

n X ^ 

fo  gebt,  meil  p eine  ^rirnjabt,  unb  na^  bem  5Bor^ergel^ert* 

ben  z ^64>fien0  = q',  olfo  < q iff,  bie  ^rimjalil  q me*  ' 
ber  in  p,  no4>in  z,  olfo  ou(^>  ni^t  in  pz  auf  (!•  2.)/  fo 
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baß  alfo  mz  nle^eine  ganje  fanft;  tiwn  oll» 

gemein 

G ( mz  ) = Mz  ; fo  ift 
mz  > Mz,  mz  < Mz  + 1 ; 
mzx  > Mzx,  mzi  < (Mz  + l)x  } 

b.  i./ ba  aßgemein 

mz  X = z ' 

ifl,  • . 

z > MzX,  z < (Mz  + l)x  . 

5I(fo  fönnen  bie  ©Heber  ber  Dielte 

G(x),  G(2x),  G(3x),  ....  G(MzX) 

1^6d^ßen«5  ben  ?©ere§  z — 1 ^oben.  ©ogegen  erließet  a«d^ 
lei4>t/  baß 

' G(cMz+l)x)  = z 

iß.  . ®enn  eg  iß 

z > MzX,  z < (Mz  + l)x  ; 

ober  X ein  edbfer  25rudb;  otfo  I >x,  unb  foIgHd(^ 

x+l  > MiX  + x,  z + 1 > (Mz+l)x  . 

®emnadb 

I < (Mz  + l)x,  z + 1 > (Mz  + l)x  j 

oifo  offenbar  , ^ 

GC(Mz  + l);r)  = I . 

5Iug  bem  ©ig’^erigen  ergtebf  ßcb  nun  unmirfetbar  bie  £)tid(|s 
Hgfeit  foigenber  ©ieiebungen : t 

G(x)  =.G(2x)  = G(3x)  = ...  = G(M,  X)  = o , 


G((M,  +l)x)  — G((M,  +2)x)  = ...  = G(M.x)  = 1 , 
G{(Mz  +l)x)  = G((I^j  +2)x)  = ...==  G(M,i)  = 2 , 


G((M^'_i  + l)x)  t=  G((Mq'_i+2)x)  = .j.  = G(M,-x)  = q’~l, 
G((M,.+  Dx)  = G((M,.  + 2))  = ...  = G(M,-i,x)  = q'  , 

©g  iß  ober 

m^'tix  ~ q'  -{-  1 , M^ti  = G(ma'ti)  < 

mg’H  > M,'»i , mg'H  < Mg'H  + 1 ; , 

m<i'fix>M,nx,  mg',ix  < (M,-ti  + l)x  ; 
q'  + l>Mg»tx,  q'4-1  <(M,'h  + 1)x; 

M,t»  < 5^,  M,.u  + I > -2l±i  5 

m,„  = g(£±<).  • 
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5l±i  = p'  + Lt3  , 


wie  tel4)<  err^clleit  wirb ; unb , ba  p > q,  p + q > 2q  i(!, 
ein  unechter  SScuct) ; olfo 

>P  ' 

©c^f  man  nun  q'  für  q'  + 1 / fo  erl^ülf  man  wie  botl^ec 

m,.  = g(1). 

2Ibeif 

^ = w-UzS  ■ . ' . 

X.  2q  ’ 

folgii^»/  weit  p>q,  alfo  ein  pofttiuer  Srud(>  i|?, 

®(-r)<P'' M4’<  p'- 


2l(fo  i(l  du(^ ' 

Mq'  + 1 ni(^t  > p'  i 

3n  bec  0?ei^e 

M<i>  + 1 , Mq'  + 2 , Mq/  + 3 > • . . Mq>}i 

i|!  aifo  baö  niebrigjle  ©lieb  niifjf  > p' , bag  ^6db(le  bagegen 
>p';  foigliib  mu^  in  biefer  Diei^e  immer  ein  ©lieb  «or* 
fommen,  weld^eg  = p'  ifl,  fo  ba^  man  alfo  bie  le^fe  ber 
obigen  Sveiben  mit  biefem  ©liebe  obgebrodben  benfen,  unb 
f!ate  jener  Steife  fürje# 

G((Mq'  + l)x)  = G((Mq'  + 2)x)  = ...  = G(p'i)  = q' 

febreiben  fann.  3Meg  »oMuggefc^f , fo  i(l  bie  2Injot)l  ber 
©lieber  ber  obigen  0veil)en  für  jebe  einjeln  noch  ber  Orb» 
nung  - ^ 

M, , M; — M, , Mj  — Mj  , . ..  Mq'  — Mq'_i,  p'  — Mq>  . 

5olgli4>/  wenn  man  bie  obigen  SJeibenjueinanberabbirf,  ba 

Z = G(x)  + G(2x)  + G(3x)  + ...  + G(pi) 

gefe^r  worben  i(T,  - • 
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Z = o.M,  + 
+ 
+ 


I 


3.(M4  — M,) 


+ (q'-l) 

+ q'(p'  — Mq') 

= p'q'  — Mj — Mj  — Mj  — ... — — . 

5tber  über^oupt 

Mz  = G(ni2)  = ; / 

OlfO 

z = p-,-  - g(±)-o(|)-g(£)  - -c(-i) 

= G(*y  + G(2x)  4-  G(3x)  + ...  + G(p'x)  ; 
p'q'=  G(x)  + G(2x)  + G(3x)  + ...  -J-  G(p'x) 

+ ® (t)+ ‘^(t)  + ®(t)  + • ••  + ®(t)  • 

Oben  t|l  ober  gcfunben 

f.  + y = G(x)  + G(2x)  + G(3x)  + ...  + G(p'x) 

+ G^i-^  + G^l-^  + g(1^  + ...  + G^-ij  ; 

olfoijl,  infofern  es  btop  barauf  anfommf,  ob/tt  + yge^ 
rabe  ober  ungerabe  iß, 

ju  + r = p'q'  = — — = i(p  — i)(q—i)  , 

fo  boß  olfo  /u  + y gtei^jeifig  mifi(p  — l)(q  — 1)9^ 
rabe  unb  ungerabe  i(!. 

8.  .^ierauo,  in  SßerbinbungmitbembewiefenenSemma, 
folgt  unmitteibar  ber  <Bai}  von  ber  Üleciprocitäf.  SHadb 
biefem  2emnta  iß  nämtidb 

q— 1 p— 1 

P ^ ~ (-1)”  (5Kob.  q),  q ^ =(  — !>“  (2Rob.  p)  . 

@(nb  nun  p,q  beibe  von  ber  §orm  4n  + 1 / ober  nur  eine 
biefer  beiben  ^rimjabten;  fo  ijl,  ba  ^(4n+l — 1) 
s=  2n  eine  gerabe  i|l , immer  au(^>  bae;  ^robucf 

4(p— i)-4(q-i)  = i(p— i)(q— 1) » 
b.  i.  nadb  bem  Obigen  /u  + y,  eine  gerabe  340  fo  bo0 
atfo  fl  unb  y entroeber  beibe  gerabe,  ober  beibe  ungerabe,  bie 
^otenjen  ( — 1}*',  ( — 1)-“  alfo  entiveber  beibe  = + 1/ 
ober  beibe  = — 1 jinb;  atfo  ■ 
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mv 

«i~i  P-* 

P ^ Sil  (3Ro8.  q)f  q ^ = ± 1 (SÖJöb»  p)  ; 

ber  erfEc  beg  bon  bcr  0?eclprock3f  l|!.  ‘ 
@inb  aber  p/  q bcibe  bon  bcr  ^orm 

4a  + 3 ; fo  tfl  T ( 4n  4-  3 — 1 ) = 2n  -J- 1 j 

b.  i.  eine  nngerabe  ift 

4(p— i)4(q— 1)  =i(P-i)(9— 1)  ♦ 
bö  beibe  gactoren  ungerabe  finb,  eine  ungerobe  unb 
fotglicb  aiid^  fi  + v ungerabe,  b.  i.  immer  eine  ber  beibert 
galten  ^ , j/gcrabe,  bie  anbere  ungerabe , fo(gti(^  biCi^o* 
fenjen  ( — ly,  (—1)'“  immer  einanber  enfgcgengefeßf/ 
unb  ballet 

q-l  P— 1 

p ^ = ± 1 (®Jo8.  q),  q ^ = + 1 (3Ro6.  p)  } 

wetc^eö  bet  iweite  ^^eU  beg  @aßeg  bon  bet  Dteciprö* 
citäf  ijl.  “ 

S)a  bflg  £rj!e  flaff  firtbef,  vbenn  + gerate,  bag 
Zweite,  wenn  fi  + v ungerabe  ifl;  fo  taffen  jtd^  mit  5In= 
wenbung  ber  bon  2eg  enbr  e gebrausten  Sejeief^nung  bei* 
be  gätle  auf  fotgenbe  iHrt  jufammenfaffen : 

9.  ©auf  ^at  in  ben  Disq.  arithm.  p,  132.  bett@a^ 
auf  fotgenbcn  merf  mürbigen  2luebr  ucf  gebracht : 

SKenn  p eine  ^rimjabt  bon  ber  ^orm  4n  + 1 ifl , fo 
ifi  p;  wenn  aber  p eine  ^rirnjabt  bon  ber  gorm  4n  + 3 
jjf , fo  ift  — p quabratifcher  0lejl  ober  ni^)f  quabratifchet 
£)(iejl  einer  jeben  «pHmsaht  q,  welche,  pofttib  genommen/ 
quabratifcher  Dvejt/  ober  niSf  quabtatif^jer  Dteff  bon  p tff, 
@ep  juerfl  p bon  ber  ^orm  4n  + 1.  3jl  mm  q eine 
^rimjaht , welche  quabratifcher  £lve|l  bon  p Ifl  ; fo  muf  e« 
ein  gewiffeg  Üuabrat  geben,  weicheg,  für  p atg  SWobulug/ 
=q  i|?,  nadh  bem  oben  mifgetheilten  begriffe  beg  quabra* 

tifchen  ÜJejTeg.  Rotstich  ifiq  ~ («Ölob.  p) (in.  9.). 
Sllfo  bei  obiger  gorm  bon  p nach  bem  ©a^e  bon  bet  0fe* 
V.  2l'aaa 
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q— 1 

ciprocitäf  p 2 =1  (sSHob.  q).  ^olglldb  gtebf  e« 
ein  öuabrof,  welc()em  p in  93cjug  ouf  q alg  20f?obu= 
luß  congruenf  Ifl  (III.  10.),  b.  t.  p i|l  guabrafifc^cc  Die|t 
bon  q.  aber  q nidbt  quabratif^jer  Dve|l  »on  p j fo  i|l 

p— 1 

q ^ = — 1 (SHob.  p)  (IILll.);  alfo  nadb  bem©a^e 

q-i 

bonber9ve£lprocifäfimborIiegenben5aIIeau^>p  2 = — 1 
(SOZob.  q).  SotgUcb  p hi^f  quabratifi^cc  0ieft  pon 
q(UI.  12.). 

ferner  fcp  p pon  ber  ^orm  4n  + 3,  unb  juer|l  q Pon 

ber  5orm  4n  + 1.  3fl  q quabratifi^er  0vc|I  Pon  p;  fo 
p— t 

i|?  q 2 =1  (s^ob.  p)  ( III.  9. ).  3«fo  nach  bem  ©al^e 

q— t 

pon  ber  DCcciprocifäf  in  biefem  §o(Ie  audb  p ^ = 1 

(9}?ob.  q).  S)a  ober  = 2n  eine  gerobe  3abl  i(i; 
q— ^ q — 1 q — 1 

foiHp  2 — ( — p)  2 . a(foaucb(— p)  ^ = 1 
(SOiob.q).  Solglidb — p quabratifdberDvejlPonqClII.  10.).  ■ 

p — < 

3fi  q ni(bf  quobraIif(ber  Stefi  Pon  p ; fo  ifl  q 2 = — 1 
(ÜBob.  p)  (III.  11.)  ‘^olglidb  nadb  bem@aije  Pon  ber 
q — t 

SKeciprocität  p 2 ^ — 1 (g)jot).  q)^  mij)  öemnocbA 

q— 1 

tpicpor^r,  audb(—p)  2 l (SjJiob.  q).  2irfo 

— p nicht  quobratifcber  Dvefl  Pon  q (III.  12.).  3fl  aber 
onch  q Pon  ber  gorm  4n  + 3,  unb  äucrfl  quobratifcber 

Dvefl  Pon  p ; fo  ifl  q 2 =1  (SOjot,.  p)  (lll.  9.).^  2Ufo 

q — 1 

in  biefem  Solle  no^)  bem  ©a^e  Pon  ber  Dieciprocitaf  p 2 

, = — l(2Wob.  q).  2)0  nun  aber  —2n  + 1 eine 

qjrJ  1^1 

ungerobe^ohiifl;  foifl(— p)  2 = _ p 2,  . 

q — 1 

cbenfo,  wie  p 2 +1  turcb  q theilbor  ifl,  natürlich  auch 
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C — p)  ^ ^ 1 bur(t?  q fl^eKbor,  b.  {.  (— p)  2 ^ j 

(2)?ob.q).5o(9Uc^>  — p quaürofifc|)er  9?tft  t)on  q (III.10,>.  3fi 

p — 1 

, enbU(t>  qni4)t  quabrafijll;ec0v*rfföonp;  foi|1q  2 = — 1 
(ÜKob.  p)  (III.  11.),  unb  na4>  bem©a^e  »on 

q — 1 ' « 

b«f  Üfeciprocifäf  in  biefem  golle  p 2 = l ( SHob.  q ). 

q-t 

SUfo,  9onj  wie  »or^fr,  (— p)  = — 1 (iOlob.  q), 
b.  j.  — p nidi^t  quafcrafifd;er  Ötejl  »on  q (III.  12.). 

10.  Unter  »orjte()enbcr  ©ejlatf  mod)f  ber  ©a^  bie 
©rnnblage  bet  für  bie  3a^)ienlei)re  fo  roiebfigen 
bet  quabratifeben  0iefle.  Unter  ber  erjlen  ©ejlait  fömmt 
er  juerjl  inLegendrfi  Recherches  d’Analyse  inde- 
terrainee.  Hist,  de  l’Ac.  des  Sc.  1785.  p.  465.  sqq. 
uor,  ober  nur  mit  einem  umjoilfiünblgen  ©eweife  tterfefjen. 
Xegenbre  nennt ibnben@o^  »onberOteciprocitüt. 
Unter  bet  jroeiten  §orm  bot  ibn©au^  in  bie  3#fn(ebre 
eingefübrt,  unb  (a.  a.  0.  Sect.  IV.  V.)  auf  boppefte  ^rf 
flreng  bewiefen.  ©auß  nennt  ben  ©o^  ben  gunbo* 
mentatfaij  in  ber  Xe^re  uonben  quabratifdben 
Dvefien,  unb  bat  noch  vier  anbere  Seweife  gegeben  in  beti 
2lbbanblungen : Summatio  quarundam  serierum  sin- 
gularium.  Comm.  Soc.  Gotting,  recent.  Vol.  I.  unb 
Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis 
quadraticis  demonstrationes  et  ampliationes  novae. 
Gotting.  1818.  2(n  ießterer  2lbbanb(ung  (p.  4.)  fuhrt 

©ouß  oi6  ©runb  feiner  »ielfüitigen  ^emübungen  um  bie» 
fen  ©0^  au4>  ben  an , bap  er  baburdb  ju  einer  jur  Unter» 
fuebung  ber  cubifeben  unb  biquabratifdben  0ve|te  gefb>icften 
SOletbobe  )u  gelangen  geglaubt  habe,  'meld)ee!  ibm  aueb  enb» 
gelungen  fep.  ®ie  Üvefultate  biefer  für  bie  3ableo» 
lebre  bbdbft  »viebtigen  2lrbeit  bat  © a u p ber  ©öttingifeben 
SIfabemie  ber  äßiffenfebaften  »orgelegt,  unb  in  einerbe» 
fonbern  2lbbanblung  befannt  gemodbt.  SOI.  f.  auch  einige 
25emerfungen  »on  ^acobi  übet  biefen  wichtigen  ©egen» 
fianb  in  Grelles  Journal.  II.  1.  S.  66.  • ^egenbre 
bat  ben  ©a§  in  ber  Theorie  des  nombres.  p.  198— 

21aaa  2 


207;  p.  386 — 393  auf  böppetfe  2Irf  bcwtcfen.  ®fc 
er|Ie  23e»ct8  ijl,  wie  t>er  Ö5f.  jetbjf  ni^t  u6flig  ge= 

nügenft;  ber  jwette  gehört  0au^,  unb  i|l  mit  bem  ^tec 
mlrgct^cUfen  tm  ©aujcn  öberein(limmenb.  ^abc  midb 
ober  betnü^f/  biefeu;  beef  ©4>arffinneg  feineg  berü()m(en 
(Srfnberg  u6llig  würbigeit,  25enjeig  fo  beufticb  o(g  mögli^ 
barjuftillen,  »eg^alb  er  nicht  feiten  erldnternbe  3ufi^e  er= 
halfen  h*it.  ®ie  Formeln,  auf  tenen  ber  23ejt»eig  bör» 
5ügli(^  beruht/  geftatten  au^  noch  manche  anbere  mistige 
2lnn>enbungen,  worüber  mir  nun  no^  (Einigeg  mitthtilen. 
Öleuerli^  h^f  au^  Sauchp  einen  f4?6nen  95eweig  biefeg 
merfwürbigcn©a^eg  gegeben,  tnitöiclen  wichtigen  2lmbem 
bungen.  SÖ?.  f.  Fe'russac Bulletin  des  sc.  math.  Septem- 
bre.  1829.  p.  205. 

11.  — 1 i(l  quabratifcher  Dve(l  jeber  ^rimjahl  »onbec 
$orm  4n  + 1,  nicht  quobratifcher  Sie(i  jebet  ^^rimjohl  bon 
ber  gorm  4n  + 3. 

@etjp  = 4n  + l,  2h;  fo  i|l  (—1)2“;  po= 

p-i 

fitib,  folglich  C — 1)  ^ =1  (SOlob.  p).  5llfo  — 1 
quabratifcher  Dveft  bon  p = 4n  + 1 (III.  10.).  “t**^*^ 

p = 4n  + 3 , = 2n  + 1 ; fo  i|l  ( — 1 )=»  + 1 ne^ 

gafib,  o(fo  (-*-1)  2 _ — i (3Uob.  p),  unb  folglich 
— 1 nicht  quobratifcher  9te(i  bon  p = 4n  + 3 (III.  12.). 

5Dlan  fann  biefen  (Bat}  aud)  fo  augbrüefen : SBenn  p 
eine  ^rimjahl  bon  ber  §orm  4n  + 1 i(l;  fo  gicbf  eg  im* 
mer  ein  üuabraf  x* , für  welchcg  x*  + 1 burch  p theilbar 
ifl;  ijt  aber  p eine  ^rimiahl  bon  ber  5<>rm  4n  + 3;  fo 
giebt  eg  fein  üuabrat  x^,  für  weidheg  + 1 burdh'p 
theilbar  ijl.  Unter  biefer'gorm  haben  Sulcr  unb  2a= 
grange  ben  ©alj  auf  berfchiebene  2Irfen  bewiefen;  f. 
©auß  a.  a.  0.  pp.  61.  108. 

12.  ©eijen  wir  in  (2.)  a = 2;  fo  ifl  a gerabc; 

folglich/  wenn  in  (6.)^bie  iprimiaht  P > 2 angenom* 
men  wirb/ ,u  = ^(p  4- 1),  ba  •:  , 
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= «(i)  + ®(7)  + V)  = ° 

Jfl.  Gö  ijta{fo,|ii  mUi(p  + l)  gfeicbjcifi’g  gerabe  unb 
ungerabe.i  3)o«  jn)eibeu(igc  3ei(|)en  mup  wie  in  (6.)  be* 
fiimmf  werben,  ©ei;  nun 

1,  P = 8n+1;  fo  ift  i(p  — 1)  =;  2n  , 

alfo  öudb’iu/<inegerabe34f'  Solgticb. 

p-i  ' 


^Iber  au(j^ 


2^=1  (5Wob.  p1  (2.)  . 

4n,  eine  gergbc  ?Ufoaudb 


2 


p — t 


(-2)  ^ = 1 (Wob.  p)  . , 

5)eninadb  fowobt  +2,'  atö  «udb  — 2 ein  quabratlfcbc^; 
0vcj?»onp  (III.  10.). 

2,  p = 8n+  3,  i(p  + l)  =2n  + 1 , 

fi  ung?rabe  j alfo 

p-i 

2 ^ = — 1 (SKob.  p)  (2.)  . 

_1  ' p— t 

Slbec^hr*  — 4n  +1/  ungerabe;  alfo  ( — 2)  'A 

p— 1 p— t 

==,—  2 ^ , unb  fotglidb , fo  wie  2 ^ -{-  1 burdb  p 

p — < 

tl^eilbar  ijl,  audb  (— 2 ) ^ -rrl  burdb  p tbcUbar,  b.  i. 

p— 1 

, ‘ 2 

(—2)  . = 1 (SKob.  p)  . 

^'olgticb  + 2 ni^lf  quabrotifdber  9icfl  oon  p (III.  12. 
aber  — 2 quabratifcber  9ve(t  non  p (III.  10.). 

3,  p = 8n  + 5,  i(p  — 1)  = 2u  + 1 ^ . 

ungerabe  j folgti(l> 

p— 1 


2lber 


p — 1 


2 ^ = - 1 (3«ob.  p)  (2.) 

r 4n  + 2,  gerabe ; alfo  audb 
p-t 

(-2)  ^ = - 1 (a»ob.  p)  . 
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fowol^t  + 2,  a(g  aud;  — 2 , nid;f  quatrafifc^cc 
8?e|l  t)on  p. 

4)  p=8n  + 7,  i(i>+l)  =?n  + 2 , 

fl  gcrabe  i alfo 

Pj-i 

2^=1  (Pob,  p)  (2.)  , 

2ISec  = 4n  + 3,  ungcrabc;  alfo  (—2)  - 

p— 1 p— 1 

= — 2 2 , unbfotgti^,  fo  wie  2 2 — 1 bur^  p 

p-^t 

(l^eUbar  ijT/  aud[>  ( — 2)  2 4.  1 burdf?  p t^eitbar,  b.  i. 

p— *. 

(—2)  ^ — 1 (SKob.  p)  . 

^olgfidb  + 2 quabratif^er  DJejl  »011  p (III.  10.),  — 2 
nicht  quabratifcher  Diefi  »on  p (III.  12.). 


13.  ©c^en  wir  ferner  a =3;  fo  ifi,  weit  nun  a 
ungcrabe,  in  (6.) 


5«  fegen.  3lt»er  für  a = 3 

i(p  — l)a  _ < . P.-^3 

‘ + 2p  ' 

‘ (*(p  — 1>  — l)a  _ ^ . p — 9 

■ p ^ » 

(4(p  — 1)— 2)a  _ ^ . p — 15 



(Up—  1 )— q)a  p — 3 -6q 

P ■■  2p  ■ 

man  (Ich  nun  q fo  beftimmf,  ba0  p — 3>6q, 
p-r-3  < 6 (q  + 1 ) i|l;  fo  werben  bie  ju  ber  (Sint)eif 
abbirfen  iörüche  in  ben  fotgenben  ©liebem  ade  negatio,  fo 
bQ^  alfo  alle  in  biefen  ©liebem  enthaltenen  ©anje  = o 
ftnb,  unb  folglich  jU  ==:  q + 1 i|f.  ©eg' nun  p eine 
^rim5aht,  unb 

1)  p = 12n  -H  1,  p 3 = 12n  — 2 = 
'6.(2n^l)  + 4.  2Ufoq  = 2n— -1,  q + 1 = 2n, 

unb  fotgtid?  fi  eine  gerabe  5llfo 
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; ■ 34i‘  . 

p— ^ 

3^=1  (SRot).  p)  (2.). 

9Iber  = 6n,  eine  gerate 

p — ^ 

( — 3)  ^ = 1 (5Kob.  p)  . 

^otgUcb  fowo^l  + 3 als  — 3 ein  qnatratlfd^er  SXefl  ton  p 
(lU.  10.). 

2)  p =;  12n  + 7,  p — 3 = 12p  + 4 = 

6 . 2n  + 4,  q = 2n , q + 1 :=  2n  + 1.  2Ufo  p 
eine  nngerote  5oIglid(? 

p— ^ 

, 3 ^ = — 1 (SRcb.  p)  (2.)  . 

P — 1 

2(ucb  I|1  ?^?==6n  + 3,  eine  ungerate  ^a^I,  (—3)  ^ 

p— 1 , p— 1 

:^  — 3 2 . @0  wk  nun  3 2 + i bur4>  p r^eKbar, 

p — ^ 

i|t,  fo  ijl  aud)  (—3)  2 _ l bureb  p t^eilbar,  t.  u 

p — ^ 

( — 3)  ^ = 1 (SKob.  p)  . 

SJemnad)  ifl  3 nicht  quabratifcher  9vefl  toon  p (III.  12.), 
ober  — 3 l|l  qnabratifcljer  S'vetl  »»«  P (III-  10-  )• 

3)  p 12n  + 5/  p — 3 . — - 12n  + 2 — — 

6.2n  + 2,  ,q  = 2n,  q + 1 = 2n  + I5  olfo  ^i*  un» 

gerate.  Solgli^ 

p — ^ ' 

3 2 ^ 1 (gjjpb.  p)  (2.)  , . 

— 6n  + 2 , gerate.  2Hfo  aud> , 

p-t 

( — 3)  ^ — 1 (3Xo*>.  P)  • 

Sotgtich  fowohl  + 3,  OI0  — 3,  nicht  quatratlfcher  DJe|l 
»un  p (III.  12.). 

4)  p =:  12n  + 11,  P — 3 = 12n  + 8 = 
6.(2n  + 1)  + 2,  q = 2n  + 1,  q + 1 = 2n  + 2, 
,u  gerate,  gotgllch 
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p— 1 

3 ‘ = 1 (SSob.  p)  (2.)  , 

, EZli 

W>tt  = 6n  + 5,  ungerabej  o(fp  (— ^3)  ^ 

p— 1 p— 1 

— 3 ^ , ©0  wie  nun  3 — 1 burdf)  p f^ellbap 

ij?,  fp  ||l  ou(&  (— 3 ) 2 4-1  t)ur^  p fj^ejjfear,  b.  {, 

p— 1 

(-3)  — 1 mob.  p) . 

^olgtidt)  + 3 quabratif(^cr  Dvefl  »on  p (III.  10.),  -—3 
ni4)f  quabtatlf^et  0ve)l  »on  p (III.  12.). 

14.  S3ei  größeren  ^rirnja^ten  wirb  bie  Unrerftid^ung 
natürlidf)  weifldußger,  laßt  ftö)  jebo4>  tminet  ouefübren. 
©e^  j.  S3.  a = 5 j fo  Iß  ' 


-j-[p— a 
P 

(4(p— D — Da 
P 

(f  (p  — 1)  — 2)a 
P 


= 2 


(KP  — D — q)a  _ o 4.  P — 5- lOq 

P 2p  » 

(KP  — D — (q  + l))a  , 3p— 5— fOCq+ll) 
P ’■  ' 2^  ^ 

(j^(p  — 1 ) — (q+ 2))a  _ 3p  — 5— 10(q  + 2) 

P ■''2p  ’ 


I 


I 


<4(p  — D — (q-f  q'))a  ^ 3p  — 5 — 10(q4-q') 

P — ^ . 

Sf?c^men  wir  alfb  q unb  q' fo,  bnß 

' P — 5 > lOq,  p — 5 < 10(q+ 1)  ; 

3p  — 5 > 10(q  + q'),  3p  — 5 < 10(q  + q‘  + l)  5 
^ 3p  — 5 — lOq  > lOq',  3p  — 5-lOq  < 10(q'  + l)  ; 

iß;  fo  »»erben  alle  folgcnben  ju  ber  (Einheit  abbirten 25röd|)e 
negati»,  unb  folglicß = 2(q  + 1)  + q'  (6.),  olfo,  ' 
bo  ee  bloß  auf  ein  Äriferlum  önfpmmt/  ob  u gtrabe  ijber 
ungerobe  »ß,  ^ = q'. 
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...  : 341^ 

©e^nutt  j.25.bte^rimia^Ip  DettbergetmSOn  + 11; 
ijl  p — 5 ==20n  + 6=  10.12n  + 6,  q = 2n, 

3p  — 5 = 60n  + 28,  3p  — 5 — 10q  = 40n  + 28  • 

= 10.(4n  + 2)  + 8,  q =4n  + 2;  alfp  ^ gerabf, 

«nb  fo(gli4) 

5 (2.)  . 

P— 1 P— 1 

SIbec  = lOn  + 5.  2Ufo  (-^5)  ^ 5 , 

p— 1 

«nb  es  i)l  folglict»,  fo  wie  5'  ^ — 1 bur(^>  p t^eilbar  tff, 

p — 1 

,oac^?  (-7^5)  + 1 bur^  P f^cilbar,  b.  {.  \ 

p-i 

(-5)  = - 1 . 

§o(g(idb  + 5 qttabrafifi^er  0vefJ,  -rr  5 nii^f  quabralifd^ep 

9t»jl  non  p = 20n  + 11.' 

' güc  p = 20n  + 17  ijl  p — 5 ==  20n  + 12  :;==  , 
lO.(2n  + l)  + 2,  q = 2n  + l,  3p  — 5 = 6ün  + 46, 

3p  — 5 — 10q=4Qn +36  = 10.(4n  + 3) +&,  , 

q'  = 4n  + 3 / ft  «ngerabe.  5Ufo 

p — 1 

^ 1 (2.)  , 

=:  lOn  + 8 ifl  gerabe.  2Ufo 

^ ■ N 

(-5!)  ^ =-l  r 

golgii^  Weber  + 5 nodb  — 5 quobrqtifdber  S?e(l  non 

p =3  20n  + 17. 

güc  p = 20n  + 1 i|f  p — 5 = 20n  — 4 =? 

10. (2n  — 1)  + 6,  q3=2n  — 1,  3p  — 5 = 60n — 2, 

3p  — 5 — 10q2=40n  + 8 = 10.4n  + 8,  q = 4n, 

= lOn.  2Ufo  fowo^t  fl  a(P  gerabe.  5o(gU4> 

p— t p— 1 

5 ^ =1(2.),  i-r-S)  ^ = 1 . 

©emnocb  + 5 «nb  — ^ 5 quobratif(^er  0iefi  non  p =p: 

20n  + 1.  . 
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341. 

©anj  ouf  a^ntic(>e  SSelfe  fann  man  aüt  formen 

p = 20n  + l,  +3,  +7,  +9,  +11,  +13,  +17,  +19  . 

unferfu4)en. 

15.  ©omo'^t  + 3,  a(ö  oud&  + 5,  fo  wie  überfiaupf 
jefce_^cimjat){  p ift  quabradf(l>cr  Dvc|l  non  2,  ba  offenbar 
1 * + P burdb  2 t()eiltfar  iß.  ©ben  fo  iff  jebe  3ab(  + x 
quabrotifdber  Dvefi  non  f?ff>  felbff,  ba  offenbar  x^  + x 
burc&  X t^ctfbar  Iff.  2Hfo  i|l  + 3 quabratifcbcr  9ie(l  non 
3,  + 5 quabrafif4>er  Üieß non  5. 

3n  0ejug  auf  bie  qiiabraf ifcfeen  Dieffe  ber  jufammen* 
gefegten  betneifen  mir  nodb  fotgenbe  ©ä(je. 

16.  SBenn  p eine  ^rirnja^l  > 2 ijl,  bie  in  a nicht 
oufgeht;  fo  ifia  qu.ibratifcher  Dvefl,  ober  nicht  quabroti^ 
fcher  Dleff  non  p",  jenadhbem  a qnqbratifcher  ^eff  ober 
ni4>t  quabratifdher  0?«|l  non  p iff. 

3(1  a quabratifchcr  Dvefi  non  p;  fo  giebt  eö  ein  öna-- 
brat  a»,  für  tnelcheö  burch  p theiibar,  ober 

«*  = a ( gjiob.  p)  i(!.  Um  ein  üuabrot  ju  ^nben,  tneU 
cheö  a (9J?ob.  p")  iff/  tnoffen  mir  überhaupt  a*  ^ a 
(^Slot>.  p")  fepjen,  inobei  wir  annehmen,  ba0  n > m, 
«ber  nicht  > 2m.  ®ie  SCBurjei  beö  gefuchten  Öuabratö 
fe9  + a + p™x,  fo  ba0  alfo 

i ZapB^K  + p = = a (5Kob.  pn)  ",  * 

ober,  weU  n nicht  > 2m,  olfo  p2“x?  biiri  p“  theifbar 
iß,  offenbar 

i 2op”»x  — . a (SJlob.  p»)  ; 
a — o*  = + 2op«x  (SKob.  p")  . 

®a  nun  a*  = a (2Hob.  p’“);  fo  ij?  a -n-  «2  burdh  p“ 
theifbar,  «nb  man  fann  alfo  a — a*  = P“q  fe^cn, 
woraus 

P“?  S ± 2op»ix  (SKob,  p»)  . , 

SIffo  audh,  ba  p“  «nb  p"  bas  grbpte  gemcrnfchaftnchc ÜRaag 
p'"  hoben,  nach  (H-  1"^0 

q = + 2ox  { ajlob.  p“-m  ) . 

SJlatt  mu0  alfo  x fo  beffimmen,  bag  q + 2«x  burdh 
p“-‘"  theifbar  wirb,  unb  hat  fofgfidh  bie  unbejUmmte  ©fei» 
(hung  bes  erjien  ©rabes 
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q + 2ax  — p“— >“y,  q ='pn— iny  + 2ox 

auf5nt6fen.  35te  3Iuf(6fimg  bi'cfer  @(eidE)ung  {«  ganjen 
3o^)len  i(l  ober  jebcrjeif  moglldb-  $)enn  na^  ber  SSor* 
auefe^ung  l|l  bic  ^rirnjo^l  p > 2,  «nb  gebt  m a® — a ' 
fl«f,  raubte  atfo,  wenn  (?e  m a ober  a®  aufginge,  au(jb^itt 
a aufgeben,  toeldbeö  gegen  bie  ^oraueifeijung  i({,  fo  baf 
atfo  p unb  2a  offenbar  relative  <Priinjab(en  ftnb.  ®ie 
@r60e  X fann  alfo  immer  beftimmt  werben  (SOI.  ».  b.  2Irf. 
Unbefiimmte  2lna(ijtif.  1.).  @o  wie  man'bitc  »on  P“ 

' ju  p“  überging,'  wo  a nidbf  > 2m ; fo  fann  man  von  p 
5UP®,  »onp®  jup*,  von  p*  ju  p«  übergeben,  u.  f.  f.,  ^ 
fo  ba0  alfo  überhaupt  a quabratif(f>er  Dteft  von  p“  ift,  wenn 
a quabratifcberSfveff  vonp  iff.  3(tabcr  a nidjt  quabratif(^)er 
Dvejf  von  p,  fo  fann  au^  a ni4?t  quabratifcbtt  Öfrfl  von 
P"  fcpn,  weil,  wenn  p"  in  z® — .a  aufginge,  offenbar  au(^) 
p in  z®— ra  aufgeben,  unb  folgli^  a quabratifcber  Diefl 
von  p fepn  würbe, 

17.  ©ebt  p in  a auf,  fo  baß  a = p“a',  wo  a'  nidbf 
mehr  bur0  p tbtilbar  i(i  j fo  muß  man  brei  ^ülle  unter« 
fcbeiben  i 

1)  SEBenn  a = ober  n iß;  fo  iß  offenbar  a burdb 
p“  tbeilbar;  alfo  a = o®  (SOiob.  p"),  b.  i.  a quabratU 
fdber  9veß  von  p". 

2)  3ß  « < n unt>  ungerobe,  = 2y  + 1;  fo  iß  a 
ni(bt  quabratifcbec  SStß  von  p“. 

3Büre  ndmli^  x®  = a = p^H-i  a'  (SOfob.  p");  fo 
würe  X® — p2rfi  a'  burcb  p“,  alfo  audb,  ba  2;^  + 1 < n 
iß,  burdb  p2y+^  tbeilbor.  folglich  tvüre  atidb  x®  burcb 
pfy+i,  unb  olfo  X bur<f>  pj'+^  tbeilbar,  weil,  wenn  x 
btoßbur^  bie  ^otenj  py  + i— ^ tbeilbar  wäre,  au^>  x® 
bloß  bur^  bie  ^ofenj  p2H-i-(2^-i)  tbeilbar  fepn  würbe. 
®emna4>  müßte  alfo  auch  x®  t^^rdb  p2j'+2,  unö,  ba  '' 
2y  + 2 nid>t  > n iß,  oucb  P*>'+*a'  burcb  P^>'+2,  b.  i. 
a^burd»  P tbeilbar  fepn,  welcßeg  gegen  bie  Einnahme.  2llfo 
iß  a nicht  quobrotifeber  0veß  von  p". 

3)  3ß  a < n unb  gerabe ; fo  iß  a quabratifeber  0ceß, 
ober  nicht  quabratifeber  9ieß  von  p",  jenaebbem  a qua»  , 
bratißber  Dveß,  ober  nicht  quabratifdJer  0veß  von  p iß. 
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3|f  nam(id)  quatirofifdjer  9te(f  toen  p;  fo  Iff  eö  atid> 
qnat)catif(^et  0fefl  pon  p"—“  (16.  )•  ©f^cn  tvtc  nun 
X»  = a"(3)?ot).  p“-—);  fo  gc^f  p“— « inx* — a',  fllfo 
oudi>  p^  in  p“x2 — p«a'  quf,  ober  cö  iff  p<*x2  ^p“a' 
= a (ÜHob.  p“),  b.  i,  tt>eü  p“x>  ein  üuabrat  if!/  a 
' quabratifcijcr  Üvcfi  »on  p".  ober  a'  nicbt  quobrafifcber 
Övefi  »on  p,  fo  fonn  oud>  a = p»a'  nic6f  quabroeifd)cr 
Öiefl  öon  p'‘  fe^n.  SEBäre  nämlicb  x*  = p<*a'  (ÜHob.p"); 
fo  iff,  weit  « < n,  x^  — P»a%  olfo  aucf>  x^  burcf>  p“ 
fl^eUbor,  unb  fotgti^,  für  « = 2y,  eine ganje^ai;!. 

©0  nun  X*  — p^y  a'  bur(^>  p"  t^eiibor  tjf ; fo  iff  offenbar 
ou(6  (^)  — a burc^  p»-2y,  aifo  um  j^o  me^r  — a 

t)ur4>  p t^eiibor,  b.  i.  (^J=a  (SOfob.p),  ober  a'quo= 

bratifdjer  9{cff  »on  p,  gegen  bie  QSoraußfe^ung.  §ofglic(> 
iff  amicfjf  quabrafifd;er  Dieff  non  p". 

18.  ®er  ^er(f)  p =:  2 iff  notier  au6gefd)(ofTen  wor» 
ben.  9Bir  muffen  olfo  für  benfelben  nocf?  einige  Seffinu 
mungen  beifügen. 

V 3«be  3a^i  iß  ein  quobratifd;er  Üveff  »on  2.  !J)enn 
eg  eri)eaee  teidjf,  bog  (2x)2  ^ 2a,  (2x  + 1)* + (2a  + 1) 
burd>  2 f^eiibar,  olfo 


(2xP  — ± 2a  (SRob.  2),  (2x  + l)>  = + (2o  + ^)  (5Kob.  2)  ; 


b.  i.  + 2a  unb  + (2cf  + 1 ) 
2 iff. 


ein  quabrofif4?er  Oveff  »o» 


2)  2febe  ungerobe  bon  ber  §orm  4«  + 1 iff  quo^ 
brofifcber  Ofeff,  febe  ungerobe  gol^l  non  ber  §orm  4a  + 3 
nid^t  quobrotifd^er  Dveff  non  2^  = 4. 

3) enn  (2x  + 1)^  iff  non  ber  gorm  4y  + 1,  olfo 
offenbar  (2x  + l)2=4a  + l (Smob.4),  ober4a  + l 
quobrofifdbet  9?eff  non  4.  S)o§  4«  + 3 feinem  geroben 
öuobrore  in  Sejug  onf  ben  SÖfobuluö  4 congruenf  fe^n 
fonn , nerffe^t  fic^  non  felbff.  €ben  fo  wenig  fonn  ober 
oud)  ( 2x  + 1 )*  = 4a  + 3 (SOfob.  4)  feijn,  bo  (2x  + 1)? 
— (4a  + 3)  offenbar -non  ber  §orm  4(y— a) — 2, 
olfo  nicbf  bur*  4 tl>eilbar  iff,  golglicf?  iff  4«  + 3 nic^f 
quabrotif^er  Dreff  non  4. 
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3)  8rx  4- 1 i|t  Immec  «in  qüabrof lfd()er  0vcfl  »on  2 * = 8. 

S)«nn  (4x+  1)»  iff  Don  bep  ^orm  8y  + 1,  aifo  offen* 
bar  (4x  + 1)*  — (8«  + 1)  burd^  8 f^dlbar,  b.  i. 
( 4x  + 1 ) 8a  4*  1 ( S9?ob.  8 ) , ober  8a  4- 1 quabra* 
tif^er  Svefl  »on  8.  ’ 

4)  0epa*  = 8a4-l  ’(ü)?ob.  2’”)  unbm>2;  fo 
fann  man  jlc^  n fo  genommen  benfen,  baf  n > m,  aber 
ni(^»t  > 2m  — 2 ift,  meidjes  fnr  m = 2 nidbf  möglid^ 

' tt>ke,  ba  bann  2m  — 2au($=:2.  behaupte  nun, 
ba^  eei  ein  üuabraf  giebf , meid^eo =8a  4- 1 ( SDiob.  2" ). 
SDian  feßc  bie  ® urjel  biefeo  jQuabraee;  = + « 4-  x ; fo 

ijl  alfo  ' 

a»  + 2«>ax  4-  2=“>-2xa  ^ 8o4-l  (5Kob,  2»)  . 

2Ufo,  ba  n nidbt  > 2m — 2,  auch  , 

a=  + 2“ . ax  — 8a  + 1 ( 5Kob.  2“ ) . 

,3l6er  nadf^berSDoraußfe^ung 

(8o4-l)  — a-  = 2>“.q; 

ätfö  + 2“.ax  = 2”.q  (9Kob.  2")/  unb  fofg(i(^>,  ba 
n > m,  offenbar  aud» 

. ± ^ q (ajiöb.  2n-m)  . 

SDhn  mu0  aifo  x fo  bef?immen,  ba0  q + ax  burdb  2”*"“ 
tbeilbar  ifl,  b.  bie  unbcflimmee  ©Icicfjung  beß  erften 
©rabeß 

q + ax  = 2»-“iy,  q = 2n-»».y  + ax 

ouflbfett.  S)iefe  2luflpfung  ift  aber  mogticb , ba  2"^'“  unb 
a retatine  5>rimia^(en  finb.  S>enn,  ginge  2 in  a auf,  fo 
müfte  eß,  ba  bann  aud?  2 in  a^  aufgingc,  unb  nach  bec 
Söoraußfe^ung  2'“  in  — (8a 4- 1)  aufgef)f,  auch  in 
8a  4>  1 aufgei)en,  meicbeß  unmöglich  ift.  2Ufo  ijt  8a  4- 1 
quabraeifdjer  9tcft  »on  2".  ®a  nun  8a  4- 1 mirflidb  qua* 
bratifdjec  Ovefi  pon  2*  ift,  wo  3 > 2;  fo  ift  8a  4-  1 
quabratifdjer  Dveft  aller  l^ö^ern  9)0fenjen  biß  20“^  = 2*, 
folgtid)  wieber  alle  ?)ofenjen  biß  2®-"2^2®,  2*2^* 
=r  220,  220^2  ^ 236-2  _ 234,  j;  f; 

überhaupt  Pon  jebet  l^ö^ern  ^oeenj  alß  23. 

5)  S)ie  ungecaben  bon  ber  gorm  8a  4-  3, 

8a  4- 5,  8a  4- 7 ftnb  bagegen  n»d)(  quabrafifc|>e  Dvefte  ppn 
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2»,  obereiner  ^5^ern  ^öfenj  ber  2,  toefd^eo  augenSHcf* 
• bataug  et^ettef,  bop  bag  üuabraf  jeber  ungeroben  3al)( 
»on  bet  §orm  4x  + 1 ober  4x'+  3 = 4(x4-l)  — l 
= 4y — l »on  ber  ^orm  8x  + l’ifl,  unb  bemnodb  offen* 
bar  nie  ein  ungetabeg  öuabraf  einer  ber  Sagten  8ce  + 3, 
8a  + 5,  8a  4-  7 in  JSejug  auf  bcn  SOlobulug  8 congruenf 
werben  fann,  eben  fo  wenig,  wie  ein  gerabeg  öuobraf. 

6)  §ur  bie  burdb  2 f^eilbaren  3<^^fen  pnben  bie  in  (17.) 
gegebenen  S3ejiimmungen  i^re  2Inwenbung. 

19.  SWobutug  m eine  jufammengefe^ie 

3ai)t,  = pqrs  . . . , wo  p,  q,  r, . . . ungleiche  ^Vimjahlen, 
ober  ^ofenjen  ungleicher  ^rimjalilcn  finb;  fo  fdHt  foglei^ 
in  bie  2lugen,  baß,  wenn  a ein  quabratifd;er  Öveß  non  m 
iß,  aau(h  ein  quabrafifeber  SXeß  »on  p,  q,  r,  ...  fe^n 
wirb;  unb  baß  folglich  umgefehrt,  wenn  a nicht  quabra* 
tif(^er  9veß  »on  einer  ber  ©rößen  p , q,  r,  ...iß,  a aud> 
nicht  quobrotifcher  0ieß  non  m fe^n  fann.  2luch  laßt  ßih 
behaupten,  baß  a quabratifd?er  ^eß  »on  m iß,  wenn  a 
quabratifcher  0^eß  üon  p,  q,  r,  ...  iß.  Um  bieg  ju  be» 
weifen,  nehmen  wir  juerß  an,  baß  m bloß  jwei  Sactoren, 

p,  q hat«/ unb  nad?  bet  Einnahme 

o’  = a (SOlob.  p),  /5*  = a (3Sob.  q) 

fep.  SDian  beßimme  nun  x fo,  baß 

X = a ( SOlob.  P ) , X = /S  ( a5lob.  q)  , 

eine  ISeßimmung,  wel^e  immer  möglid;  iß,  inbem  nam* 
lieh  obige  Songruenjen  auf  bie  unbeßimmten  ©leidhnngen 
beg  erßen  ©rabeg 

X—  o = py,x  — /S=qz; 

unb  biefe  wieber  auf 

a — /J  = q*  — py  , 

beren  2luß6fun^,  bap,  q,  relotioe  iprimjahlen  ßnb,  im* 
mecm6gltd?iß  (Unbeßimmte  2lnalptif.  1.),  führen. 
nun  X ben  obigen  iöebingungen  gemäß  beßimmt;  fo  füh* 
ren  bie  gegebenen  unb  gefunbenen  ©ongruenjen  leicht  auf 

x’  ^ o’  S a (5Kob.  p),  x’  ^ /S*  = a (9Jlob.  q) 

(II.  8.),  fo  baß  alfo  x^  — a fowohl  burch  P,  alg  burdh 

q,  folglich,  P/  q relatioe  ^rimjahlcn  ßnb,  audh 
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bur(^>  pq  f^etlbar,  unb  bemnadt>  x»  = a (SOlob.  pq), 
ober  X*  = a ( SSlob.  m),  b.  i.  a quabrafif(l?er  0iefi  »on 
m iff.  S3on  jwei  gacforen  fd|)(le0f  man  nun  leidbt  auf 
bcei,  u.  f.  f,  woraus  bie  ^Ittgemein^eif  bes  @a^es  fofgt. 

20.  20?if  ^ölfe  ber  bfgl^er  bewiefenen  '©ä^e  i|l  man 
im  ©fanbc,  in  allen  gaCen  über  bie  quabratifcben  Dvefie 
ber  einfachen  unb  jufammengefe^fen  fahlen  mit  ©icherheit 
5u  urtheilen,  obgteidh  wir  wegen  weiterer  Slusführung  bie* 
fer  wichtigen  Sehre  auf  bie  Disq.  arithm.  Sect.  IV.  non  ’ 
©au0  »erweifen  muffen.  SBir  f4)liegen  mit  folgenbett' 
merfwürbigett  ©üijen : • 

+ 2 i|l  quabratifcber  Üvefi  jeber  3ahl,  welche  webet 
burdb  4 , nodh  burdh  ^rirnjahlen  »ott  ber  ^orm  8n  + 3, 
8n  + 5 theilbat  i|i;  nott  oöen  anbetn  titdbf  quabratifd>er  • 
0ve(f. 

®enft  matt  eine  3ah^  i^on  ber  angegebenen  25e* 

' f(^>affenheit  in  ihre  «primfactoren  jerlegt;  fo  ifl  bas  ^ros 
buct  non  ber  §orm  2.(8n  + l)“.(8n  + i-)ß.  giun 
ifl  2 quabratifcber  9?efl  non  2 (15.),  non  8n  + 1 
unb  8n  + 7 (12.),  alfo,  ba  2 burch  8n  + 1 unb 
8n  + 7 nidhf  fheilbar  ifl,  auch  bon  (8n  + 1)“,  (8n  +7)(* 
(16.),  folglich  audb  bon  2. (8n  + l)“.(8n  + 7)/»,  b.  i. 
non  m ( 19. ).  3|i  aber  m j.  25.  burcb  8n  + 3 fheilbar; 
fo  ifl,  weil  2 nicht  quabratifcher  9iefl  non  8n  + 3 i|l  (12.), 

2 au^  nicht  quabratifcher  0vejl  non  m ( 16.  19.).  ©ben 
fo  in  anbern  fallen. 

2luf  ähnliche  3lrt  überjeugt  man  (ich  bon  ber  Dvichtig» 
feit  bes  fotgenben  ^htottnis : 

— 2 i|I  quabratifcher  Oieff  feber  3^h^/  wet^e  webet 
bur^)  4,  noch  bur^  eine  95rimjahl  bon  ber  §orm  8n  + 5 
ober  8n  +7  fheilbar  ijlj  bon  jebet  anbern  ni^f  quabrafi» 
fcher  0ie(f. 

99on  4 ifi  weber  + 2,  noch  — 2,  quabratifcher  Dveff, 
bo,,  X mag  gerabe  ober  ungerabe  feijn,  offenbar  weber 
x2 .r— 2,  nodh  X*  + 2 burdh  4 fheilbar  fepn  fann. 

+ 3 ifl  quabratifcher  9vefl  aller  3«h^f « t welche  weber 
burch4,  no4?but4>9,  nodh  burch  eine  ^primiahl  bon  ber 
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^orm  12n  + 5 öbcr  12n  + 7 Ifij  t)on  oHett  cm» 

becn,ni(i)t  quabratij^er  9iej?. 

2ljl  m üon  bec  angegebenen  SSefcbaffen^elf,  fo  ifl  eö,  trt 
feine ^rimfocforenjedegf,  von  bergorm  2.3.(12n-Hl)“. 
(12n  + liy.  (£o  ijl  aber  3 quabraeifc^)er  9?e|l  von 
2(18.1.)/  von3(15.),  von  12n  + l,  12n  + ll  (13.)/ 
Von  (12n  + l)“,  (12n  + ll)/*  (16.);  alfo  von  bem 
obigen  ^robucf  (10.),  b.  i.  von  m.  J*  “ 

burd)  9 t^eiibar ; fo  i|?,  weit  offenbar  3 nicbf  quabrarifb« 
Dvefi  von9i(i,  ivie  leicbf  aus  (17.  2.)  erf/eüef,  aud)  3 
nicbf  quabrafifd>er  £>{c(l  von  m ( 19.);  unb  eben  fo  in  an* 
bern  §a£[en. 

— 3 ijl  quabrafifcber  3teflf  affer  »eldb«  webet 

burcb  8 , noch  burd>  9,  nod?  burd>  eine  ^rimjabl  von  bet 
§orm  12n  + 5 ober  12n  + 11,  b.  i.  von  ber  §ornt 
6n  + 5,  tbeiibar  ifl;  von  aßen  übrigen  i|i  — 3 

nid>f  quabrotifd?er  S^ejl. 

3)ie  Üvi^tigfeif  biefes  @a§es  erbeffef  auf  abnfi^e  2Irf/ 
wie  vorher. 

®cr  (Srpnber  btefer  merfwürbigert  ijl  §ermat 
(Opp.  mathem.  T.  II.  p.  857.).  Sagrange  unb  €us 
ter  hoben  juerfl  Seiveife  berfelben gegeben,  in  ben  Me'm. 
de  Berlin.  1775.  p.349. 351.352.  unb  benNov.Comra. 
petrop.  T.VIII.  p.  105.  2Iucb  f.  m.  Euleri  Opus- 
cula  analytica.  T<  I,  p.  259. 

V.  gorm  t>er  Sibtforett  bet  Formel 

+ au*, 

1.  'S)ie  §ofni  bet  ®iviforen  biefer  Jormel  ijl  an  (id) 
fo  merftvörbig,  unb  für  vieie  Un(erfud)ungen  in  ber 
lehre  fo  wid)fig,  ba^  bie  hierher  gehbrenbcn  ©runbfd^c  h«« 
nid>f  fehlen  burfen. 

2.  a bejeidhncf  jebe  gegebene  pojlfive  ober  negative  ■' 
^oh^/  u*fb  t,  u jinb  jtvei  unbejlimmfe  ©röfen,  benen  1 
olle  pojitiven  unb  negativen  ganjen  fahlen  ols  SBetthe  bei»  j 
gelegt  werben  fbnnen,  nur  mit  ber  23ebingung,  bop  t j 
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unb  ü rclafiw  fttib.^  5Bären  nämn(j^  t unb  u 

ni^f  re(afi»e  ^rim jaulen,  fonbertt  j.  SB.  t = 0t',  u = 
Oll  I fö  wate  ^ 

t»  4.  au»  = 0(Öt'*+a0u'’)  , / . 

olfo  t2  + au*  burdb  0 t^eilbar,  fo  bo0  man  otfo,  bo  0 
jebe  t«9«icbnen  fonn,  t unb  u immer  fo  be|Hmmen 
fönnfe,  baß  t*  + au*  burdb  jebe  midfu^rli^e  3a^l  t^eifs 
bar  märe,  foiglidß,  o^ne  bie  Sefcßränfung,  baß  t unb  u 
tefatme  ^rimjo^len  ßnb,  »on  gar  feiner  befonbern  §orm 
ber  2)iöiforen  bcr  formet  t*  + au*  bie  Otebe fe^n  fönnte. 

3.  jufammengel^orenbe  SSibiforen  unferer  0ora 
ntel  fepen  p unb  p, , fo  baß  olfo 

t»  + = ppi" 


iß.  erl^ellef , baß  p ( unb  eben  fo  nafur(i4>  ou4> 

pji ) mit  u relofibe  ^rimja^l  iß.  S83äre  «ämlicb  bie  ^rim* 
}ol)l  0 ein  gemeinf^oftlicßer  35i»ifot  non  p unb  ü,  fo 
märe  auß) 

t»  = pp,  — au»  , 

olfo,  bo  0 eine  ^rintjol)!  iß,  oudß  t burdb  0 f^eifbar 
(I.  30#  u wären  foigtidß,  gegen  bie  borl^er  feß* 

gefeilte  Sebingung,  nicßf  relotioe  ^rimjaljlen.  2Ufo  iß 
bie  syußöfung  ber  unbeßimmten  ©tei(iung  be«  erßen 
©rabesi 

V t = px  + uq 

in  ganjen  ftberjeit  m6glid|>  (Unbeßimmte  SÄogl^tif. 
1.).  SOton  fann  olfo 

t = px  + uq  ^ ■ . 

fe^en , wet^jeö , in  bie  ©teidbung 

t»  + au»  = pp. 


för  t gefegt, 
giebt.  SSlfo  muß 


px*  + auxq  + = p. 


(q»+a)u» 


P 

«ine  ganje  ^a^l  fe^n,  ober  p in(q*  + a)u*,  folglicb. 
ou4),  weil  p unb  u na^  bem  Obigen  relatioe  ^rirnjab* 
len  ßnb,  in  + a oufgeben  (I.  7.),  fo  baß  man  olfo 
V.  ©bbb 


Digitized  by  Google 


1122 


2l^  = r,  px»  + 2nxq  + ru»  =3  p, 

fcfeen  fann.  93on  btefer  f»nt)  oifo,  ba.  p,  jebejt 
gactor  »on  t*  + au*  bebeufen  fann,  olle  ©iülforen  bies 
fer  formet,  ^ugtei^  errettet , bo0  x unb  ü immfr  rclafibc 
^rimja^ten.  SBäre  nämlidbr  wenn  0 roieber  eine  <prim« 
ja^l  bejeicbnef/  x unb  u burd|)  0 f^eilbar/  fo  wücbe  0 auc(> 
»n  Pi  ^ au4>  in 

t»  + au>  = pp.  , 

ölfo,  ba  0 in  u aufge^t,  auch  in  t* , unb  fblgüdij  au(fe  in 
t (I.  3.)  aufgeben,  fo  ba^  aifo  t unb  u gegen  bie  93of* 
ousfe^ung  ni^t  retafine  ^rinijabien  wären.  S)ie  beiben 
jufaminengebbrenben  35i»iforen  p unb  p^  unfercr  formet 
jinb  aIfo  immer  »on  bcr  gorm 

Pi  =s  px*  + 2uxq  + rn’  , 

P “ p,x,>  +■  2ux,q.  + r.u>  . 

2ludb  fotgf  0U8  ber  obigen  ©arffellung  unmiffelbor,,  bofi 
jeber  §aceor  von  t*  + au*  immer  ou4>  ein  ©ioifor  ber 
cinfadbern  formet  + a ober  t*  + a ijf  , m\i)t  au« 
ber  »orbergebenben  cntfpringf,  wenn  man  u = 1 fe^f,-fo 
bap  man  atfo  ben  §actoren  ber  formet  t*  + au*  audb  bie 
einfachere  §orm  ^ 

I px»  + 2xq  + x 

geben  fann. 

4.  (Eben  fo  fann  man  au4>  umgefebrt  (eidbf  jeigen, 
ba0,  wenn  p unb  q fo  bejlimmr  ftnb,  ba0  ° = r, 
eine  ganje  immer  p unb 

p,  = px*  + 2uxq  q-  ru* 

jufommengebbrenbe  2>ibiforen  ber  formet  t*  + au*  finb. 
3)enn  e«  i|l 

pp,  = p*x*  + 2uxpq  + pru*  j ^ 

aber  q*  + a = rp ; alfo^ 

pp,  = p*x*  + 2uxpq  + q’u*  + au’  = (px  + qu)’  q.  au*  , 

b.  i.  wenn 

px  + qu  = t 

gefegt  wirb,  , 

pp,  = t’  + au*  . 

> • . V . ‘ 
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5ofg(i4>  p wnb  p,  jufgmmenge^6cenbe  5Di't)lfocen  t>on 
4* 

^ann  man  öber^aupf  p ^ q fo  bejlimmen,  ba0 
eine  ganje  i(t;  fo  fann  man  jugteicb  q immec  fo  bea 
ftimmen/  ba^  eg  -J-P  öberfteigf.  3|l  ndmlidf»  q*  + a 
bwrcb  p e^elibarj  fo  ifi  au(^  für  jebeg  z 

P P ^ 

eine  ganje  3o^t-  O^immf  man  nun  für  z b ie  ganje  3a^0 
wetdbe  bem  Srucbe  j am  hüdbfien  fommt;  fo  iß,  wie  lei^t 

erl^eilcf,  immetr  enfweber  — z < 4-/  ober  z — ^ <4, 

jenadbbem  z ifi.  SUfo  q — pz  < tP  ol>fr  pz  — q 
<4p,  folgti(b  ber  pofitine  2Berf^  non  q — pz<4p,  fo 
bap  olfo  q — pz  = q'  immer  fo  bcfiimmt  werben  fantt/ 
bop  q'2  + a bur4)  p f^eiibar,  unb  q ni4>e  > -J-p  ifi. 

5.  Xagrangc  (Me'm.  de  Berlin.  1773.)  I^a(  ge» 
jeigt/  bap  überhaupt  bie  Formel 

py"  + 2qxy  + rx>  x ' 

immer  fo  trongformirt  werben  fann,  ba0  ber  mifflere 
£oefftciene  2q  feinen  ber  beiben  üiißern  p , r überfieigf. 

SBir  wollen  anne()men,  ba^  2q  einen  ber  beiben  üufern, 
j.  93.  p,  welebeg  wiflfübrli^»  i(f/  ba  obige  formet  in  23e» 
jug  auf  p,  r eine  ganj  fpmmetrif^je  gorm  baf,  überfieige, 
unb  bo0  p,  wenn  2q  beibe  üu^rre  Soefpeienten  über^eigf, 
ber  fleinere  non  beiben  fep.  3)ie  ganje  3«^^/  bent 
S3ru(be  ~ am  nüdbpen  fommf , fep  = n j fo  fbnnen  fol* 
genbe  Süße  einirefen: 

n — ii=  o , 2np  --  2q  = o } 

® y 2np  — 2q  < p J 

-1  — n < 4.  2q  — 2np  ^ p ) 

unb  ber  abfolute  SBerf^  non  2np  — 2q  überfieigf  alfo  ben 
SBertl^  beg  ^oefficienfen  p ni4)f*  iff  ju  bemerfen, 

bop,für2q>p,  n ni4>f=ofe9n  fann,  weil  |‘>4,  unb 

i^bbb2 
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folgti4>  Me  bem  S3rud^e  ^am  näd^ffenfomwenbeganje^al^l 

not^wenbig  > o ijf.  3fi  < P/  ölfo  ^ < t/  fo  ^ 

ifl  n = o }u  fe^en,  wie  (eic^?f  cr^eßef. 

; 9Han  fc^e  nuny  = y' — nxj  fo  wkb  Me  gegebene 
©r6pe 

= P(y'^  — 2ny'x  + n=x»)  + 2q(y'  — ni)x  + rx* 

= py'*  — 2(pn  — q)xy’  + (pn»  — 2nq  + r)x» 

= py’  — 2q'xy’  + r'x»  , 

für  q'  = pn  — q,  x = pn*  — 2nq  + r;  unb  eS  ifl 
in  biefer  eMnefecmirten  §ormd  na(^  bem  Obigen  2q' 

' nidbf  > p- 

^ugfei(]b  etr^eßef,  ba0  immer 

pr'  — q»  = pr  — q* 

iji.  ©enn  ti  ifl 

pr'  --  q'»  = p(pn*  — 2nq  4.  r)  — (pn  — q)’ 

= pr  — q*  + p‘  n*  — p’  n’  — 2npq  + 2npq  . 

2Iu(b  ifl  < q.  Senn  2q  > p,  p ^ 2q^  2q  > 2q*, 

q > q- 

©0  fange  a(fo  in  einer  Formel  ber  obigen  §orm  ber 
miftlere  Soefficient  grbpec  als  einer  ber  beiben  äußern  ifl, 
fannman  biefc  Formel  immer  in  eine  anbere  transformiren, 
in  meleber  ber  mittlere  ©oefficient  biefen  äußern  ©oefpeien*  . 
ten  ni(bt  me^r  überfleigt,  unb  infeben  )n>ei  fot4^en§ormeln 
ifl  aßgemein 

pii-i  tn  — qn>  = Pn-ir^-i  — q»n_,  , 

unb  q,  < q„_^ , wenn  2q„_i , 2q„  bie  raittlern  ©oefft* 
cienten  ßnb,  unb  2q„_t  > p„_i  ifl. 

®enbet  man  nun  bie  fo  eben  geleierte  Transformation 
an,  fo  fange  ber  mittlere  ©oefßcient  nodb  größer  als  einer 
ber  beiben  äußern  iß,  unb  bejeiebnet  bie  fucccfßoen  mitf* 
lern  ©öefßcienten  bureb  2q,  2q',  2q",  2q'",  ...ij  foiß 
q.  q'.  q".  q'".  q'"' 

eine  abnebmenbe  Dveibe.  i?äme  man  nie  auf  eine  frans* 
formirte  §ormel , in  »veiler  ber  mittlere  ©oefprienf  fei* 
nen  ber  beiben  äußern  öberßeigtj  fo  mürbe  obige  Üleibe  in’s 
Unenbli4>e  fortlaufen,  welkes  ungereimt  iß,  bo  aße  ©lie» 


Digitized  by  Google 


1123 


terjVtBen  enbH#e  gotije  ^a^fen  fttib.  SOIon  ma§  folg»* 
li4>  immer  irgenb  einmot  ouf  eine  frattsfocmirfe  gormel 
fommen/  in  meiner  ber  mifflere  Coefficient  feinen  bec 
beiben  awfern  über^eigf.  3n  biefem  ^afle  wirb  bonn,  wie 
f4)on  oben  erwähnt,  bie  gonje  unbq,  r 

behalfen  ihre  abfolufen  SBcrfhe , wie  cfög  ben  für  iinb  / 
gefnnbcnen  Sluobrücfen  unmjftelbar  folgf. 

^ie  gegebene  §ormel  fep  j.  25.  ' ^ 

35j>  + 1723(y  + 2f0x»  ; 

foi|U72>35,  p=35,  2q=172,  q = 86,  l 
;=fÄ,  n = 2,  q'  = 70  — 86=^— 16,  r'='l‘40 
— 344  + 210  =;=  ,6.  2Ufo  bie  tranoformirfe  gormel: 

I ' 35y’  + 32xy'  + 6x®  . ' ' ‘ 

^ier  iff  itodb  32  > 6.  2Hfo  p = 6,  2q  ==  32,  q,=g: 
16,  r==35,  n = 3,  q'  = 18'— 

16==  2,  r ==  54-^  9&'  + .35;:^V  7e  «nb  beinna^ 
bie  franefprmirte  formet:  . . , j 

- 6x'*  — - 4y'x'  — 7y'* 

wo  mm  4 < 6,^4  < 7,  wie  bfrlangf  würbe,  , • 

6. 

px*  + 2uxq  + ru* 

in  (3.)  finb  x unb  u relative  ^rirnjahlen  (30.  ' SSJerwanV 
belf  man  mö)  ( 5^. ) biefe  §ormcl  in 

, px'»  + 2ux'q  + r'u>  , . . , 

WO  otfo  x = x* — nu  gefegt  werben  mu0;  fo  erheßef 
lei^if,  bo0  oucb  in  ber  fransformirfen  formet  x'  unb  v- 
relafine ^rimjahlen  0nb,  weil,  wenn  bieö  ni^f bergall 
wäre,  bet.gemeinfc^ftliche  gacfor  auch  in  x aufgehen 
mü0te,  fo  ba0  alfo  x unb  u nicht  relatioe  ^rirnjahlen  w4= 
rcn.  2lu(^>  ijl  nach  bem  SDorigen  immer 

pr'  — q'®  =■  pr  — q^ , unb.  q'_<  9 . 

§ölg(i^-  ftnb  offenbar  ouch  bei  bfterer  ^nwenbung  höriger 
^bonoi^rmation  in  ber  enblicb  refultirenben  gormel  bie  um 
Ibeflimmfen  0r60en  relafioe  ^rirnjablen];  wovon  manftch 
t)ur4>  einen  leid;fen  0cblu0  überjeugf. 

. . .7.-  SD?on  untcrfcheibe  nun  jwei  gäfle,  jenocbbem  a in 
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mir 

l 

txr  pefitiö  ober  iß.  ®le  beibttf 

gormen  fe^en,  inbem  man  c immer  o(6  pojiei»  onnimmf, 

t*  + CU*  unb  t*  — > CU*  , 

®le  gormcn  ber  SJibiforen  biefer  beiben  gormein  finb 

px*  + 2qxu  + ^£iH_^u* , 

p*  + 2qxn  — ; 

ober 

px*  + 2qxu  + m*  , 

für  r = pr  — qa  = c;unb  ■ 

px*  + 2qxu  — ru*  , 

förr=^^,  pr  + q®  = c.  ®enft  man  ffdf)  nw« 
tiefe  gactoren  na4)  (30  franoformirf ; fp  i({  in  beiben 
2q  < P , 2q  ^ r , 

9Kfo  4q»  ^ pr,  q*  ^ ipr.  2Jbeb  im  erpfen  golle  pr  = 
p + q®;  ölfo  _ ' 

q*  ^ 4(c+q’)f  3q’  ^ q< 

pnuweifen  gade  iff  q^  5^(c— q»),-  5q*<c,  q$ 
y~ ic.  S)ie  0röfen  x unb  u jinb  immer  refatioe  *35rlm* 
jaulen. 

©ie  ©ioiforen  bet  gormel  t*  + au“,  unter  ber  SSor* 
nuofe^ung , ba0  t unb  u refatine  ^rimja^ien  finb , beipeh 
wegen  i^rer  bereiefenen  gorm  qua  brat  if4>e  ©inü 

fo r en.  IMffe  gactoren  obiger  gormef,  unb  fotgiicb  auch 
ber  einfod^en  gormeit»  + a,  haben  bie  quabratif^e  gorm, 

VI.  Einige  ©4|e»on  bcn 
goigerungcn  öuö  t>cm  SSorhecgehenöcn. 

1.  3eber©it)ifor  betgormel  t?  +u»  i|?,  wenn.t mnb 
u relatire  ^rimjablen  jlub,  bie  0ummc  jmeier  üuabra» 
te,  ober  von  ber  gorm  x^  + y^,  fo  baf  auch  x unby 
fetotine  ^rimiabten  pnb.  j 

©ie  borhcr  (V.  50  gekehrte  ?tan$fqfmation  f^bnaü$. 
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gefö^rf  0«ba4)(,>  |!nb  affe  ®it>iforen  bet  ?Jorme(  t»  + u» 
»onberSorm 

' px»  + 2qxy  + ry’  , 

«nb  eö  ifl/ ba  l^tep  c'=  1 (V.  7,)/ 

pr  — q»  = 1,  q < ri  (V.  7.)  • 

5of0«^,  ba  q eine  gonie  Ba^l  ijl,  offenbar  q = o;  atfo 
pr  = 1,  unb  folgltdb  p = 1 , r = 1 , ba  p unb  r eben= 
faffo  ganje  3af)ten  pnb.  ©aburcb  »erwanbett  ficb  bie  obige 
§orm  bet  ®i»iforen  ^ier  in  + y*,  unb  x , y ftnb  re* 
lafioe  ^rirtijaf)le(t;  «?ie  f^on  »or^et  (V,  6.)  oflgemein  be* 
liefen  tootben, 

2.  3ebe  ^rimia^t  »on  bet  5orm  4n  + 1 ijl  bre 
©urnme  jweier  üugbrate. 


@e^  4n  + 1 3=  y;  fo  ijl 

• ■ xr-»  — 1 = *<■»  — 1 = (*’“  — 1) (X’“  + 1 ) ^ 

©a  nun  x2“+ 1 ln  xr-i  — 1 aufge^t;  fogiebf  eei  im-- 
met  2n  «Berthe  »on  x jwifi^en  — ij'  unb  +ij'/  »elcbe. 


bie  Songruenj 

x»n  q.  1 = » (9lob,  y) 

ouflbfen  (III.  8.),  ober  für  welche  x*“  + 1 burdb;'  = 
4n  + 1 eheilbat  wirb.  (£6  ijl  aber  x*"  + 1 = (x")*  + 1 * 
bie  ©umme  jweier  Jöuabrafe/  ober  »on  ber  §orm  + u*. 
«aifo  ijl  ou(b  jeber  '>•>«  x^"  + l,  b.  i.  oudb  bie 

^ritniaht  4n  + 1 , non  ber  §orm  x«  + y « (1.)/  ober  bie 
©umnte  jweier  Quabrate. 

©0  ifl  J.  13  = 4.3 + 1 = 9 + 4,  29  = 
4.7  + 1 = 25  + 4,37  = 4.9  + 1 = 36  + 1,73= 


4.18+1=64  + 9. 

©a  8n  + l=4,2n  + l,  8n  + 5 = 4.(2n+l)  + 1 
ijl;  fo  ijl  au4>  jfbe  ^rirnjabl  non  bet  §orm  8n  + 1 ober 
8n  + 5 bie  ©umme  jweier  Ouabrofe. 


©iefen  ©a§  gefunben,  f.^tinijahl  (l^*)* 

— '3.  3*^e  ^rimja^t  non  ber  8n  + 1 hat  ju  gtei- 
eher  öie  formen 

+ y*.  *’- + 2y*.  . 

©ej)  8n  + 1 ^ y.  2luö  bem  fo  eben  SSewiefenen 
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wtjf<n  wir  f(^)on , baf  8p  + 1 Immer  »ött  ber  ^orro 

X*  +y*  iff  (2.).  Sfluit  ijl 

x^-*  — 1 = X*“  — 1 = (x<«.. — l)(x^P  + 1)  > 

b.  I.  xr  — 1 — 1 bur^  X*“  -H 1 t^eilbar.  giebt  <ö 

5wif(ben  — unb  + ^y  na<^  (III.  8.)  4n  SÖJert^e  »on 
X,  für  we(4?e  x*"  + 1 bur^>  y t^eilbar  wirb.  2lber 

x>  + 1 = (x’»  — 1)’  + 2.(x»)*  , 

WO  x"  unb  X*"  — 1 relative  ^rimja^ien  (tno , weil  ein  ge« 
meinfcbaftlicber'^fieiler  berfelben  offenbar  auch  inxf'*/  folg* 
li^  audb  in  1 aufge^en  mü^te^  unb  bemnadb  nur  bie  (Ein* 
\)(it  felbfl  fei;n  fonnte.  2l(fo  ifl  x**'  + 1 unter  bet  ^orrä 
t^+cu^,  fürc  = 2,  enthalten/  unb  bet  gactot  y = 
8n  + 1 bemna($  von  ber  §orm 

pj*  + 2qxy  + ry’  . 

wo  q < K-l/  b.  i.,  weil  q eine  ganje^ahl  ifl/  q = o< 
pr  = q*  +c,  pr=2  V.7. );  alfo  immer  entweberp  = 
1 / r = 2 / ober  p = 2 , r = 1 , unb  folgli4>  8n  + 1 
immer  von  bet  gorm  x*  + 2y».  6s  ijl  ober  au(i> 

X«P  + 1 = (x’n  + 1)»  — 2(xP/>  , 

WO  auf  Ühnli4>e2lrf  wie  vorher  erhellet,  ba0x"unbx*”  + 1 
relative  ^rimjahlen  finb,  olfo  x*“+ 1 ou(b  unter  ber  5orm 
t*  — cu“,  für  c = 2,  enthalten  ijl.  0olg(i4>  q < K -f» 
b.  i.  q = o,  pr  = 2 (V.  7.).  golglUh  ijl  entwebet 
p = 1,  r=  2,  oberp:=2,  r=^  1.  3)a  nun  olle 

©iviforen  b«r  Formel  — cu>  von  bet  §otm 

px*  + 2qxy  — ry* 

finb;  fo  ijl  auc|>  8n  + 1 von  biefet  gorm,  ober,  wenn 
mott  für  p , q , r ihre  SSJerthe  fe^t,  von  ber  §orm  x*  — 
2y*  ober  2x>— y^.  ©iefe  beiben  formen  rebuciren 
fi(j>  ober  ouf  e i n e , ba  immer 

2x*  - y>  = (2x  - y)*  - 2(X  - y)*  , 

folglich  eine  3ohl  von  ber  ^weiten  $orm  immer  au4^  von 
ber  erjlen  §orm  ijl.  ' ’ 

(Eoijlj.  S5.  73  = 8* + 3«  = 12+2.6^  = 9*  — 
2.22  =2.7*  — 52, 17=12+42  = 32+2.22  = 
52—2.22  = 2.32  — 12,  41  =42 +52  = 32 -f. 
2.42  = 72  — 2.22  = 2.52  — 32..  j 
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4.  3cbe  ^tuii5at)l  »on  bec  ^örm  8n  + 3 iff  t>im  bec 
§orm  X*  + 2y2.  . 

©cp  wieber  8n  + 3 y:  a(fp  , ' 

XJ"-!  — 1 = X»"«  — i = (X«"»l  ^ l^(x*nt»  + 1)  ' 

©e^t  mfln  nunx  z=  2;  fo  wirb/ 

2J'-‘  — 1 = 12.<2->>)»  — ll|2<n*«  +'l|  • 

2)a  nun  2r— 1 — 1 Inmtrr  burcb  y tl^eUbar  tfl  C^H.  !•); 
fo  mu§  enfwebpc  2.(2?")*  — 1/  ober  2^“  + ^ — 1 bur(b 
y t^eitbar  fe^n  (I.  3-).  §änbc  bae  (Srfle  fiaft/  fo  mu^fe 
notürli4>  au^  1 — 2.(2*")?  burdb  y t^eiibar  fepn,  unb 
y mü^fe  fotgiii^  gans  wie  in  (3.)  non  bet  §orm  x*  — 2y  ? 
ober  2x?  — y*,  ober,  weil  biefe  beiben  formen  nur  eine 
bitben  (3.),  über^oupf  j.  S5.  non  ber^orm  x? — 2y?fe^n, 
35af  bieo  aber  ni(^>t  mbflli»^  t lupf  fo  jcigen.  SCBdre 
nämlicb  y = 8n  + 3 = x?  — 2y?  ; fo  ijl,  ba  2y.? 
gerabe,  ober  8n  + 3 ungerobe  ijl^  oudp  x*  ungetabe. 
©C9  ba^er  X = 2z  + 1 ; fp  ifl 


X*  = 4z’  + 4z  + 1 = 
z(z'+l) 


wenn  wir 

i ■ 


. = 8.- 

z (z  + 1 ) 
2 


(z  + l)  + 1 
+ 1 = 8k  + 1 , 


wel4>ep  offenbor  eine  ganje  •(?/ 
==  V fe^en.  3ebeP  ungerobe  üuobrat  ijl  otfo  non  bec 
gorm  8v  + 1 , j'ebeö  gerabe  non  ber  §orm  4v.  2Ufo  ijl 
ouPb  y*  entwebec  non  ber  ^orm  4v'  ober  8v +1.- 
crjlen  Solle  ijl  . V 

, X’  — 2y*  = 8k  + 1 — 8*-» 

= 8(r--»')  + 1 ; 

Im  onbern  bagegen  ‘ . ^ 

X’  — 2y’  = 8k  + 1 - 2(8/  + 1) 

i'  ^ ■ = 8(k  — 2/  — 1)  4-  7 ; 

in  feinem  Soff«  otfo  non  ber  Sorm  8n  + 3.  Sllfo  fonrt 
oml)  8n  + 3 ni^f  non  ber  Sorm  x*  — 2y*,  alfo  oueb 
ni4?t  bon  ber  Sorm  2x*  — y*  (3.),  unb  bemmub  au^i 
2.(2?")*  — 1 nidbf  bureb  y rt)eitbor  fepn.  2l(fo  ijl 
24a  + 1 4- 1 = 1 +2.(2?") * bureb  j/=  8n  + 3 rbeiU 
bar,  woraus  ganj  wie  in  (3.)  folgt,  bap  jebe  ^rirnjabl 
npn  ber  Sorm  8n  + 3 non  ber  §orm  x*  + 2y*  ijl.  . 
3.25,11==3*  + 2.1*/  19==l*  + 2.3*. 
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5.  »on  ber  ^orm  8n  + 7 jjf  öon  btr ' 
5orm  — 2y=*. 

y = 8n  + 7;  fo  ijl 

Zr-t  — 1 = 2*“l«  — 1 = (2»»«J  — 1 K2«"”  + 1) , 

immer  bur4?  y f^e»(6ar  (III.  1.).  ®a  nun 

24n»  + 1 = 1«  + 2.(23"“)» 

Ifi;  fo  mürbe  y,  wenn  2^"  + 3 + 1 buc(^  y fl^eilSar  würe, 
gonj  auf  i^nU4)e  2lrt  wie  in  (3.)  Bei  einem  ü^nli(I>en  gaHe 
toon  ber  x*  + 2y*  fetjn.  ©a  aber  2y^  gerobe  unb 
8n  + 7 ungerabe  ijlj  fo  {fi  oud[)  x^  ungerabe/  foigli(J> 
bon  ber  §orm  8v  + 1 ( 4. ).  2Ufo  enfweber 

*»  + 2y»  = a.-  + 1 + 8/  = 8(r  +,')  + !, 

ober 

X»  + 2y>  =8k  + 1 + 2(8/  + 1)  = 8(r  + V)  +.3  ; 
fotgli^  in  feinem  Satt  non  ber  gorm  8n  + 7,  ©cmnadb 
fann  y in  2-^"  + 3 +l  nicf)f.oufge(ien,  unb  muß  alfo  in 
24n  + 3 _ 1 ober  1 — 2'*“+3  :?=  1 — 2 • ( 22“  + auf:i 
ge^en.  föigt  gnnj  wie  in  (3.)/  baf  jebe  9>rims 

ja^I  bon  ber  5<>fm  8n  + 7 »on  ber  §orm  x*  — 2y  4 ober 
2x2  y 2 ij^,  mcicbe  jmei  formen  fici>  aber  auf  bic  eine 
x2  — 2y2  rebuciren  (3.).  §.  <!5.  23  = 5*  — 2.1^  — 
2.4*  — 3»,  47  = 72  — 2.1^  = 2,62-.52, 

6.  finb  alfo 

1)  bie  ^rimja^fen  bon  ben  formen  8n  + 1 , 8n  + 3 
flue!f(l)liepti(b  bon  ber  ^orm  x^  + y2  ♦ _ 

2)  bie  ^rimjafifen  von  ben  formen  8n  + 8n  4-  3 

auOfcblie^li^bonbergormx* + 2y2;  unb  ‘ ‘ * 

3)  bie  ^rimjal)(en  bon  ben  formen  8n  + 1 ; 8n  + 7 

nuefciWiepli^  bon  ber  ^orm  x*  — 2y2.  . 

, ©ie  ^rirnjo^len  bon  ber  ^otni  8n  -h  1 bereinigen  oße 
brei  formen  in  : 

• ©ie  (Erfinbung  oder  biefer  ©a^c  berbonfen  wir  ^ e r» 
mat,  worüber  ber  2Irf.  ^rimjal^t  CI 3.  14. 16.)  ju  ber» 
gleichen,  ©eweife  haben  ober  juerfl  ßuler  (f.  a.  a.  D.) 
unb  2agrange  (Me'm.  de  Berlin.  1774.)  gegeben.  - 

7.  ©e^  a eine  ^rimjoht  bon  ber  §orm  4n  + 1 , unb 
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im 


A lrg«nb  eine  ungerobe  , ober  ©itoifbr  ber  formet 
+ au“,  ober,  wod  ©oflelbe  i|i  (V.  3.)/  ber  formet 

iZLi  ^ . 

X“  + a;  Ifj  j|t  immer  A 2 s 1 (?9Iob.  a),  wenn  A 

a — 1 

»on  ber  ^otm  4n  4- 1 , bogegen  A ^ ^ (3Wob,a)i 
wenn  A »pn  ber  gorm  4n  + 3 ijl.  ' , . • - 

©e^en  a,  ß irgenb  iwei  ^rimio^teri,  bie  erj?e  «en  bep 
5orm  4n  + l , bie  onbern  »on  bet  ^orm  4n  + 3,  ober 
beibe  ©ibiforen  bon  x“  + a;  fo  tfl  olfo 

,J  _ B (SKob.  a),  — a (®p{».  ß)  . 

Solgti^,  bo  «,  /?  in  ber  ^rimio^l  a notfirti^» ni4>t  auf» 
ge^en,  noch  (III-  9.)  \ ' I 

»-1  ß-t 

(r-a)  ^ = l(SOtob.a),  (— a)  ^ S 1 (SKob.yS)^. 

®o  aber  gerobe,  ^ ungerobe  ijl;  fo  ergiebt  (leb 

blerouo  leidbl  ' . ' w 

«-1  ß-i  , 

a ^ = 1 (!Kob.o),  a = — l(®ob. /9). 

g«(g(i(b , weit  weber  a , a nodb  a,  ßbiibe  »on  ber  gorm 
4n  + 3 finb,  naeb  bem  ©o^e  »on  ber  Öieciprocie^r  (IV.  1-3 

fl  ~ 1 1 

. a ^ S 1 (SRcl».  »).  <»  ^ (3Rob.  a)  } „ 

ß—i  a— 1 

=-l  (5Kob.  yJ), ^ = — 1 (a»ob.  a)  . .j 

0ei;  nun  A in  feine  ^timfoeforen  jetlegf , fo  baß 

, A = ao'o"  ,...\ßß‘ß"  ..f'»  , 

WO  a,  a',  louter  ^rimjoblen  bon  ber  gpfm 

4u+l;/?,  /?!,  lauter  ^rimioblen  bon  betSö'rm 

4n  + 3 bejeidbnen.  nun  A bon  ber  §otnt  4n  + 1,  fo  ijl 
bie  ^njobl  bet  ^Jrimfoeforen  ber ' ledern  ©ottung  immer 
gerabe.  SGBäre  biefe  ^Iniobi  nelmli^  ungerobe,  §.  25, 
;=  2tn  + 1 ;’fo  wäre  ber  bon  ben  bur4>  4 ni^t  ;tbeilboren 
bereinjclnen  ^ritnfoeforen  befß^f^nbe  ^^eil  boei 
A offenbar  ' " \ ' “ ‘ 

:=  3**»  = (4—1)»»»»  p=.4e  + — ^.4  — 1 

= 4(e4.2m)  + 3 , -J  • ,• 
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wenit  e eine  ganje  6eieid^net,  unb  niatt  ft^  nur  bie 
^ofettj  bc«  SInomiumg  4 — 1 nadb  bem,blnomif(^n£e^r» 
enfwicfcU  benft. . 5Ufo  tudre  A ojfenbar  »on  bec 
§orm  4n'+3,  ba  es  bodb  toon  ber  5ortii  4n  + 1 fe^n  folT. 

bagegen  A »on  ber  §orm  4n  + 3 ; fo  tj}  bie  ^nja^i  ber 
bur(^)  bejeldbnefen  ^rimfactoren  ungerabe,  weit,  wenn 
|te  ==3m  wäre,  bet  oben  bejeic^jnefe  tl^eit  bes  ^ro^ 
bucfs  oder  ^rimfaciforen  offenbar 

. = 3»»  = (4— l)’«s  = 4e  - 2^.4  + t 

= 4{e-2m)  + l, 

nnb  ba^er  A fetbj!  »on  bet  §otm4n  + 1 fcijn  würbe,  ©iei 

»orausgefe^f , ^aben  wir  mm  na4?  bem  Obigen 

/ . •* 


a — •! 

a — 1 

/ ^ ^ 

a — 

e (5Kob.  B),  ^ 

— — t (32ob.  a)  ; ' 

a — 1 

8 — 1 

, 2 __ 
a — 

1 (2S06.  a) , /5'  ^ 

= - 1 C«Rob.  a)  ; 

a — 1 

V a — 1 

■ 

=• 

1 (SSÄcb.  a) , f-  ^ 

= — 1 (SKob.  a)  ; 

K. 

tc. 

2C.  JC. 

5Ufo/  wenn  man  muUiplicirf,  nac^)  (II.  6.)  . 

a"*l  a — 1 a — 1 a — 1 a — 1 a — .1 

2 »2  w2  ft  ^ 

a «Cf  . a > , . . » y»  t r*  * ^ 

= •••  (5Kob.  a) 

b.  i. 

. izil  . i 

A ^ = (-O.(-^l).(-D.(-l)  ....  (SRob.a)  , 

Sff  nun  A toon  ber  ^orm  4n  + 1 ; fo  ijl  bie  ^njafit  bet 
gactoten  bes  ^robucfs  auf  ber  regten  <Seite  gef abe,  unb 
fotgticb  in  biefem  Salle 

‘ A = i.  (3Ro6:  a)  ; • ’ ■ / , ' 

ijl  ober  A bon  ber'Sorm  4n  + 3 ; fo  i|l  bie  3lnjol^l  biefer 
Socrorcn  ungerobe , unb  fotgticb  . . / 

- a — i - 

‘ ~ A ^ = — 1 C3S»1>.  “)  1 

w.  j.  b.  w.  ' - ' 
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8.  SBenn  a «ne  öon  bec  ^orm  4ti  + 3,  unb 

A irgenb  ein  «ngetaber  ©iüifor  ber  Sorrael  + au*  , 

a — 1 

oberx^  + a ijl;  fo  iji  Immer  A^“  = 1 (SOlob.  a). 

©c^en  miebcr  ß jmei  ^rimja^ien/  refpectlbe  »ott 
ber  §orm  4n  + 1 unb  4n  -f  3 , beibe  5>iüiforen  bon 
X*  + aj  fo  Ifi/  mie  vorder/ 

g — 1 /?— 1 

(— a)  = 1 (®o6.  g),  (’— a)  ^ rzi(^0b./9); 

s'~— 1 P—i 

a ^ S 1 (SKob.  g),  a ^ S — 1 (SKob.  ß)  . 


®a  aber  ^ler  a , a nicbf  beibe  »on  ber  ^orm  4n  + 3,  ba* 
gegen  a,  ß beibe  bon  ber  ^ofm  4n  + 3 (Tnb,  fo  ifl  nac{> 
bem  ©a^e  bon  ber  Dieriprocität 

g — 1 a — 1 ‘ ^ 

a ^ = 1 (5Kob.  g),  g ^ =1  (SDlob.  a)  ; 
ß — \ a— 1 

a ^ 5-1  (Saob^W./»  " 5 1(5C?0b.  a). 

@ep  nun  tbieber 

* A = aaa"  ....  ßß’ß”  , 

WO  aber,  weit  A no(jb  ber  Sßorauofe^ung  ungcrobe  ift,  fein 
■■  ^rimfoctor  = 2 ifi,  wet(^eb  wegen  ber  2Inwenbung  be« 
©ajjf«  bon  ber  Stcciprocität  nofl^wcnbig  ijl  (IV.  1.);  foijf 

a — 1 a — 1 a — 1 a — 1 a*— 1 a — 1 a — 1 

g i.g  .g  ...ß  .ß  ,/r  ,... 

= 1 (SKob.a)  (II.  6.)  . 


A = 


9.  ©ep  je^t  a eine  ^rimja^t  bon  ber  ^orm  4n  + 1, 
unb«,  a,  «",  «'"  fepen  9^rimjat)(en  refpcctibe  bon  ber 
§orm  8n  + 1 , 8n  + 3,  8n  + 5 , 8n  + 7,  affe  aber 
©ibiforenbont*  + 2au*  ober  x*  + 2a;  foiji  na4>  (III.  9.) 

g — 1 a — 1 

(—2a)  ^ 5l  (ä)io&.  g),  ( — 2a)  ^ =l(3Rob.g>, 

o"— 1 g*"  — 1 

(_2a)  ^ =1  (SKob.a''),  (-2a)  ^ =1  (5Kob.  «'")  ; 


Ober,  writ  bie  (Exponenten  ber  ^otenjen  nad()  ber  Drbnung 
gerobe,  ungerabe,  gerabe,  ungerabe  finb,  t • 
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«t— 1 

' (2a)  = 1 (®ob.  o),  (2a)  ^ = — 1 (g»ob.  »')  , 

a"— 1 «"•  — 1 

(2a)  ^ =1  (SKob.  a"),  (2a)  / ^ = — 1 (SKob.  »"')  • 

mtv  (IV.  12.) 

o — 1 a* — 1 

2 ^ =1  (SKob.  a),  2 ^ = — 1 (SKob.a)  , 

a'—l  a"'  — 1 

2 ^ =— 1 (SKob.  a"),  2 ^ = 1 (SDlob.  a'")  . 

Sotglidt»  offenbar 

g-l  e-l 

a ^ =1  (SKob.  e),  a ^ =1  (SKob.  a)  , 

a" — 1 _ a"  — 1 

a ^ ^ — 1 (SKob.  a),  a ^ = — 1 (SKob.  o'")  ; 

wooon  man  ftdb  nutref(l  (II.  6.)  unb  bec  vorigen  Congruen* 
5en  lei^f  burcb  einen  inbirecten  ©cblup  überaeugf. 

golglidb  no0  bem  0aße  von  bet  Oveciprocifdt 

a — 1 a— 1 

» ^ =1  (SKob.  a),  e'  ^ =l(SKob.  a)  , 

a — 1 a — 1 

e"  ^ = — 1 (SKob.a),  o'"  ^ = — 1 (SKob.  a)  . 

3f?  nunAirgenb  eine^o^tvon  ben formen 8n+l,  8n+3/ 
bagegen  B eine  von  bcn  formen  8n  + 5,  8n  + 7, 
beibe  aber  S)iviforen  von  t*  + 2au*  ober  + 2a;  fo  ißf 
wenn  A in  feine  ^rimfacforen  jeriegt  tvirb,  bie  2Inja^l  bet 
^rimfaaoren  von  bcn  formen  8n  + 5,  8n  + 7 gerabe, 
bei  B bagegen  bie  ^Injal^l  ber  ^rimfacroren  von  biefen  ^or* 
men  ungerabC/  wovon  man  Uicbt  auf  foigenbe  2Irt 
überzeugt. 

3ebe  ^ofenj  ber  3 jj?  enftveber  von  ber  5orm  8n  + 1 
ober  von  bet  gorm  8n  + 3,  tvcidbeo  offenbar  von  ben  er» 
flen  ^otenjen  bet3gUf,  bo3=8.0+3, 9=^8. 1 + 1/ 
27  = 8.3  + 3,  81  = 8.10  + 1 ifi.  ©iefeo  ©efe§ 
geUe  nun  uber^oupf  für  3*"/  fo  ba^  3"^  = 8n  + 1 = 
8n'  + 3i|!j  fo  i|l  3k  + i = 24n  + 3 = 24n'  + 9 = 
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3a^l  ii3S_ 

8.3n  + 3 = 8. (3n  + 1)  + 1.  boö  0efe^ 

oDgemcin., 

3«t>e  ^ofenj  ber  5 ijf  etifwebet  t)on  ber  ^ocm  8n  + 1 
obet 8n  + 5,  wie  j.  25.  5 =8.0  4-  5,  25  = 8.3  + 1,  , 

125=8.15  + 5,  625  = 8.78+  1.  ©e^  5^^=  " 

8n  + l = 8n'+5;  fo  fjl  5k  + i = 40a  + 5 = 
40n' + 25  = 8.5n  + 5 = 8.(5n'  + 3)  + l,  unb‘ 
boß  ©efe^  kfo  ollgemein.  (Eben  fo  uberjeugf  man  (tdb 
lei4)f,  bap  jebe  ^ofenj  ber  7 enfweber  t>on  bec  gorm 
8n  + 1 , obet  t»on  bec  8n  4-7  ijl.  ^ngtei^?  er^et* 
let  audb/  bap  bie  ungcraben  (potenjen  »on  3 , 5,  7,  re*  ' 
fpecfioe  oon  bec  $orm  8n  + 3,  8» + 5,  8n4-7,  bie 
gecoben  bogegen  tton  bet  gocm  8n  + 1 finb. 

2Bdce  nun  bie  2Inja]^l  bec  in  A ent^affenen  ^timfacfo» 
rcn  »on  bengotmen  8n  + 5,  8n+7  ungecabe;  fo  wä« 
ce,  wegen  beo  SSocigen,  baß  ^cobucf  biefec  gacfocen  of*  - 
fenbac  enfwebec  »on  bec  §ocm  8n  + 5 obec  8n  + 7. 
®aß  ^cobucC  bec  ^cimfactocen  »on  ben  §ocmen  8n  + 1, 

8n  + 3 i|l  enCwebet  »on  bec  §otm  8n  + 1 obec  8n  + 3. 

2IIfo  baß  ^coburt  allec  ^Jtimfactocen  pon  A,  b.  i.  A,  enc-  • 
webet  von  ben  + 5,  8n  + 7,  obec  8n  + 1 5 = 

8n'  + 7,  8n  + 21  = 8n'  + 5,  olfo  nidbf  »on  bec  gocm 
8n  + 1 obec  8n  + 3,  von  weichen  ^ocmen  A bo4>  nuc  fepn 
foO.  2Ilfo  i(i  bie  2Inja^t  bec  ^timfacfoten  von  ben  gotmen 
8n  +5,  8n+7  gecabe,  unb  bemnac^,  wegen  obigcc  ©on* 
gcuenjen  naci)  (II.  6.) 

a — 1 

A ^ =1  C®iob.  a)  . 

5S3äce  in  B bie  2lnja^l  bec  (pcimfacCocen  von  ben  gocmen 
8n  + 5,  8n  + 7 gecabe,  fo  wdce  baß  ^cobucf  biefcc^cim* 
faccocen  entwebec  von  bec  §ocm  8n  + 1 , obec  von  bec 
gocm  8n  + 35  = 8n'  + 3.  ®aß  ^cobucf  bec  <pcims 
facfocen  von  bet  §otm  8n  + 1 , 8n  + 3 bat  biefeiben  §oc* 
men.  §olgli(bi(l  offenbat  au4>  baß  ^tobucfaDecfpcimfacfo* 
ren  entwebec  von  bec  5ocm  8n  + 1 obec  8n  + 3 , ba  bo^ 

B nuc  von  ben  §ocmen  8n  + 5 obec  8n  + 7 fepn  foß.  2Ufo  . 
i(l  bie  2lnjabl  bec  9^cimfactocen  von  ben  §ocmen  8n +5, 
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8n+7  fti  tiefem  ^alle  ungerabe;  «nt  bemno^l  wegen  obl= 
ger  Congtuenjen  nad[?  ( II.  6. ) 

a — 1 

B ^ = — 1 (5Kob.  a)  . 

10.  ?IHeö  Sßorbergcbenbe  bleibe  unneranber^,  a abef 
fen  eine  ^rirnjabl  t)on  bet  5örm  4n  + 3;  fo  folgt  nun  au6 
ben  erflcn  (kongruenten  in  (9.)  na#  bem  0a^e  von  bcr 
Dieciprocität 

a — 1 ä — 1 

a ^ (!Kob.  Ä),  o'  ^ = _ 1 (5Kob'.  a)  < 

a — 1 a — 1 

•"  ^ S-1  (®fob.a.),'o"'  ^ (SKob.  a). 

^e^  nun  A von  ben  formen  8n  + 1,  8n  + 7,  B von  bert 
gor  men  8n  + 3 ^ 8n  4-  5 ; fo  i(l  in  SSejug  auf  A bie  'Jlns 
5al)l  ber  9)rimfactoren  von  ber  gorm  8n  4-  3,  8n  4-  5,  gtx 
rabe , in  25ejug  auf  B bagegen  ungerobe , wovon  man  fi# 
lei#f  auf  dbnli#e  ^rf  wie  vorder  iiberjeugt.  Slifo  in  bie* 
fern  gaHe  wieber 

a — 1 a — 1 

A ^ =1  (SWob.  a),  B ^ 1 (OTob.  a)  . 

11.  3luö  (9.)  unb  (10.)  ergiebt  ft#  nun  folgenber 
Scl^rfaß: 

3fl  a eine  ^rim ja^l  von  ber  gorm  4n  4- 1 unb  A ein 
©ivifor  ber  gormel  t*  4-  2au*  von  ber  gorm  8n  4-  1/ 
8n4-3,  B bagegen  ein  3)ivifor  tiefer  gormel  von  ber 
gorm8n4-5,  8n4-7j  fo  ifl 

a — 1 ‘ a — 1 

A ^ =1  (SKob.  a),  B ^ = — 1 («Wob.  a)  ; 

«nb  biefelben  Songruenjen  ftnben  flaff , wenn  a eine  ^rim» 
jabl  von  ber  gorm  4n4-3,  bie  ©iviferen  A,  B ber  gor* 
mel  t*  4-  2au*  bagegen  von  ben  gormen  8n-+ 1,  8n  4-  7^ ' 
unb8n4-3,  8ri4'5*finb.-  • 
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VII.  iteöer  Die  Sfufi^fun^  Der  Congtuem  . 

a — 1 a — 1 

JCttx  2 (?9ioD.  a),  X 2.'= — f (?DloD.a)/  , 

wenn  a eine  «ngetöDe  ifl» 

1.  3n  55ciug  ouf  t>le  erfle  Songruf nj  fann  man  fütf 
X jeb«{!  fe^en,  wenn  a nt(^  barin  aufge^f,  Inbem  un* 
fec  bUfec  Sßorauefe^ung  na4>  Dem  §ecmat’f<^en  @age 

a — 1 

(III.  1.)  3^"^  = y»-‘  = 1 fff.  Slffo  (ittb 

1»4,9,16,  25, 

SGBfcfl^e  bort  x. ' ^(l  nun  überhaupt  y*  =t=ap  + r,  wd 
t<a,  ein  ©tieb  biefer  Dtei^c;  fo  cr^eflef,  wenneiiber^aupf 
(ine  gan^e  bejei^net,  mittelfl  beä  binomifcDen  2e^r« 

a — 1 a — 1 a — t 

fa^eö  leicbf^  ba0  x 2 = (ap  4-  r)  2 = ae  + r 2 ^ 

a — 1 a^l  a — 1 

atfo  X 2 ^ r 2 iji  j öter  x 2 ~ 1 j oifö  au^ 

a — 1 

r 2 = 1.  S5ejeidbnen  mir  nun  bert  bei  ber  SDirifton  »ort  ’ 
y2  bur4>  a bleibenben  Diefi  ube^^aupt  bur(^)  py  * j fo  l^abert 

mirfolgenbe^^  SEBurjetn  unferer  Songruenjj 

✓B 1\* 

elf  e^f  e9f  ei6,  e2S,  i..  e^— ♦ 

beren  jebc  < a unb  poftti»  i|l.  5Iu^  überjeugf  rtiart  fi4> 
Ui^tr  baf  alle  biefe  SBurjetn  ungleidb  jinb.  SSBärc  nam» 
li^f  wenn;  y 2 unb  z*  irgenb  jwei  ©lieber  ber  erfiernSXei^e 
bejeig)nen, 

= ap  + f f t*  = aq  + r , 

fo  bo0  nämlidb  bie  bei  ber  S)i»ijton  oon  y*  uftb  z*  bür4> 
a bleibenben  SKejle  einanber  gleic(j  mären;  fo  wäre 

y»  — I»  = a(p  — q)  = (y— z)(y  + »)  t 

unb  folgli^  biefeö  ^robuef,  alfo  auch/  ba  a eine  33finli' 
jo^l  ijl,  enf Weber  y — z,  ober  y'+ z bureb  a tbeilbar 
( I.  3. ) , wel(be6  ni(bt  m6gti(b  ijl,  ba  y < ^ z < 4a/ 

glfo  immer  y 7-  z fowobl/  alo  au4>  y + z < a ijt.  2>ie 
obigen  ^ 2öurjeln  finb  alfö  aOe  pojttiven  SBurjeltt  un» 

ferer  Songruenj,  bie  < a jinb  (II.  20.)^ 

V.  €cc< 
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sjBoHte  ttton  nur  ungtrobe  SEBert^e  bott  x ^oBen,  fo 
Begatte  man  in  obiger  SKeiBe  bie  ungeraben  SBertBe  Bei, 
unb  abbirc  ju  ben  geroben  a;  fo  erB^tf  man  ungcrabe 

SBurjein  unferer  Congruenj,  beren  jebe  offenbar  ni^f 
> 2a  — 1 ifl,  ba  bie  urfprüngU^jen  2Burje(n  aße  < a (inb. 

üBetBaupf  K eine  Sfflurset  unferer  Congruenjj  fo  ijl 
oudB  ar  + a für  i'eb^o  b eine  SBurjel,  ba 

a — 1 a — 1 

2 2 
( at  a ) scs  aaz  ^ a n 

a — 1 a — 1 a^  j 

2 2 ~ 9 

(az-h«)  = a ; dUt  m =1; 

a — 1 

alfo au(^> (az+a)2  eine ungerabe SBurt 

jei,  fo  ijl  au<lj  üBerBaupt  2az  + a eine  ungerabe  SBurjet. 

0e9  j.  S5.  a=  13,  =:  6;  fo  erBütf  man  (ei4>lt 

ßuabtafe:  1,  4,  9,  16,  25,  36; 

. SXejle:  1,  4,  9,  3,  12,  10; 

Ungerabe  SBurjelni  1,  17,  9,  3,  25,  23. 

2I(fo  bie  SEBurjetn  üBerBaupf  t 

X = 13x  + I 1, 4,  9,  3,  12,  10  ; 
bie  ungeraben  Sßurjetn: 

X = 26z  +•  1 1,  17  , 9 , 3 , 25  , 23  . 

2.  2(0e  wet4>e  < a ffnb,  unb  bie  Eongruenj 

a — 1 a — 1 

X 2 =1  nidBfaufiBfen,  IBfenbie^ongruenjx  2 = — 1 
öuf.  3(1  nämlicB  a eine  ^rimjaBt/  melcBe  in  x nicBf  auf* 

a— 1 a— 1 

geBf  ;foifl  immer  enfmeberx  2 =1,  ober  x 2 = — 1 
(III.  9. 11.).  ®a  nun  a in  feiner  ^aBl/  wcIdBe  < a ifl, 
aufgeBt;  fo  erBeßet  bie  DJicBtigfeit  obiger  SeBauptung. 

a — 1 

®a  bieSInjaBtber  2Iufi6fungen  ber  Congruenj  x 2 =1^ 
weidBe  < a ffnb,  = ifl  (1,);  fo  ifl  audB  bie  2fns 

a — 1 

5aBI  ber  SIufiBfungen  ber  ßJongruenj  x 2 ^ wel(f>e 
< a finb,  =a  — l— ^ = 
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€6cn  fö  Ie{4)f  erließet  au^,  ba0  jebe  «ngerabe  3^0 
wet4>e  <2a  iff,  autJgenommen  a,  unb  bie  Songruenj 

a — 1 / 

at  ^ =1  nidbf  aufl6fef,  eine  SBurjel  bec  Congrueni 

B — 1 

X ^ =— 1 tf?.  a ge^f  näm(l4>  in  feiner  ber3a^fen  tjott 
1 biö  2a  — 1 auf,  auggenomnien.  in  a;  benn,  ginge  a 
in  2a  — k,  wo  k<2a  unb  nic^r  =o  ifi,  auf,  fo  wäre 

” =e,  2a  = ea  + k;  a(fo,  weit  k < 2a  unb 

nic^f  = o ifi,  e weber  = o,  nodb  = 2 ober  > 2;  olfo 
e = 1 , 2a  = a 4-  k,  a = k,  fo  bof  a(fo  a nun  in 
2a  — a = aaufge^f,  wie  fdbon  oben  erwähnt  2>a  ' 

nun  für  jebc  a,  wel^e  in  x md[>t  aufge^f,  im» 

a— 1 a— 1 

wer  enfweber  x ^ = 1 , ober  x 2 = —•  1 ij| ; fo  i|{ 
jebe  3a^t  in  ber  Dtei^e  ber  ungeraben  3^^ilen  1,  3,  5,  1, 

a 1 

, 2a  — t,  wel4>e  bie  Songruenj  x 2 = 1 nid(>f  auf» 

a — 1 

tbfer,  eine  2fufi6fung  ber  Songruenj  X 2 = — 1,  mi* 
genommen  a,  we(4>eö  weber  bie  eine^  no4^  bie  anbere 

a — 1 

€ongruenj  ouffbfef,  ba  a in  a 2 aufgel^f , unb  fotgttdf^ 

a — 1 a — 1 

offenbar  weber  in  a 2 — 1 , uodb  in  a 2 +1  aufge* 
l^en  fann.  ®te  Slnjal^t  ber  ©lieber  ber  Dielte  1,  3,  5,  7,' 
....2a  — 1 i(f,  wegen  be«  Sluöfaße;  von  a,  =a  — 1; 

a — 1 

bie  2Inja^t  ber  ungeraben  2lufI6fungen  bon  x 2 = 1, 

»on  1 biö  2a  — . 1,  =:^  (1.);  olfo  bie  Slnjol^l  ber 

a — 1 

ungeroben  2luf(6fungen  bOttix  2 = — 1,  t>on  1 bi$ 


gür  a=:13  ijl  bemna4>  m6?  (1.)  öberl^oupf  in 

a — 1 

S3ejug  ouf  bie  ©ongruenj  x 2 = — 1 ♦ 

X = 13z  + I 2,  5,  6,  7,  8,  11 

unb  für  bie  ungeraben  2lu|iöfungen: 

©ccc  2 
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X = 26*  + I 5,  7,  11,  15,  19,  31  , - 

ba  13  ou8f5ff(. 

13  — 1 

©0  ifl  j.  93.  5 2 =5»  = 15625,  5»  + 1 

= 15626  = 13.1202. 

3.  9Bcnn  a,  a'  ungteldbe  ftnb;  fo 

fann  ben  Songruetiicn 

• a — 1 a"  — 1 

X ^ = ± 1 (5Kob.  a),  X ^ = ± 1 (SRob.  a')  ; 

baß  bie  ebern  unb  untern  fi4>  auf  etnanbec 

bejie^cn,  immer  5u  gteidfjer  ^eif  in  ungeraben^a^ienge* 
nägt  werben. 

©ott  jeber  ber  borl^ergel^enben  Congruenjen  elnjefn  in 
ungeraben  ^a^lrn  genügt  werben ; fo  ifl  na^  bem  93origen 

X = 2a*  + a unb  X = 2a'i'  + a 

8U  fe^en.  nun  beiben  Songruenaen  iugtei4>  genügt 
werben  fofl,  fofe^eman 

2a*  + « = 2aV  + a,  az  — aV  = ° 

5Da  a,  a'  naö)  bem  Sßorigen  ungerabe  3al^(en  finb,  fo  i|l 
eine  ganje  unb  bie  gefunbene  unbefünimte  ©(ei* 
4)ung  beO  erfien  ©rabeg  fann  oifo , weit  amb  a unb  a re* 
tatine  q)rim5ot)ten  finb,  in  ganjen  Sagten  aufgetöfet  wer* 
ben.  S)aburd^  ermatt  man,  für  = ;^j 

B = aV'  i a'oy,  z'  = az"  + a^y  . 

2ttfo,  um  beiben  ©ongruenjen  sugteicb  ju  genügen, 

X =c  2a  (a'  z"  ± a',,  y)  + a 

= 2a’(az"  + a„y)  4-  «' 

= 2aa'z"  + B + 2aa'(,y 
= 2aa'z"  + o'  + ^a'a^y 

WO  a + 2aa'o/  = a ± 2a'a„y  eine  uttgerabe  3a|t; 
unb  ber  ©oefficient  non  z"=2aa'  i^. 

.Äommt  nun  no4>  eine  britte  ©ongruenj 

a"  — 1 

X ^ = ± 1 (5»ob.  a") 

l^inju}  fo  erließet  teid^^f,  baß,  weit  aa'  unb  a"  retaflbe 
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34t 

fnb,  ouf  3Irt  allen  ^re{  Songruenjen 
in  ungeraten  ^al^len  genügt  werben  fann.  ®ie  2Iu0te^= 
nung  tiefer  04?lupart  auf  no(^i>  mel^rere  ffongruenjen  i(i 
leidi>f. 

^ , \ . 

VllL,  (iittige  merfmütbige  ©4gc  »on  ' , 
t)en  ^otcnjctt, 

1.  S)ie  unBeffimmte  ©leicBung 

x’  + y*  = a* 

Ugt  fldf>  immer  in  ganjen  aufiBfen;  t.  'fj.  man  fann 
immer  jwei  öuatrafe  finten/  teren  ©umme  wieter  ein 
»ollfommeneß  0itabraf  i|i.  2)?an  Braud^f  namti^  Blo^  ju  , 
fe^enj 

* = p*  — q»,  y = 2pq,  z = p>  + q*  ; 

weil,  wie  erBeßef,  immer  * 

(p2  -q^y  + (2pq)’  = p’  + q» 

ifi.  ®rei  weld>e  ten  obigen  unbefiimmfen  ©fei* 

(Bung  genügen,  bitten  ein  red>fn>inf tige6  ©reiecf. 
©ine  fd)6ne  SieiBc  uon  ?Iufgaben  über  fotd>c  SJrciecfe  ents 
Bült  i 0 p B a n t ’ 0 fedbfieo  23ud>. 

2.  9Kan  fann  aber  auch  umgefeBrt  jeigen,  ta^  jete 
trei  3<*B^«»/  we(<Be  Bcr  ©lew^ung 

_ *>  + y>  = 2* 

genügen,  pon  ben  Socnicn 

— q’,2jicj,  p»  + q» 

fepn  müffen. 

3unü^fl  ifi  ffar , taf  man  immer  anneBmen  fann> 
ta0  X,  y,  z fein  gemeinfcBoftlicBe«  SJiaaß 
ein  fol^eg  ojfenbar  immer  bur^®iöijton  weggefdjafft  wer- 
' ten  fönnte.  ©ben  fo  leidet  überjeugt  man  fict  aber  aucB, 
baß  je  iwei  ter  3aB^««  ^ gemeinfcBaffticteö 

£0?aaß  BiBen  fönnen.  ©inge  namli^  j.  23.  tie  ^rimjat  0 
in  X unb  y auf,  fo  müßte,  wegen  obiger  ©leidjung,  0 i 
audb  in  z=* , folgU^  (I.  3. ) aucB  in  z aufgeBen,  fo  boß  atfo 
0 ein  SOlaoß  pon  X,  y,  zware,  gegen  bas  Obige.  2Ufo 
fönnen  x,  y nid>t  Beite  gerate  fepn.  ©s  fönnen  aber  oucB 
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X,  y ni4>t  be(be  ungewbe  fe^n,  SBÄre  nämU4)  x s=  2n  + 1, 
y 5m  + 1 / fo  Whxt 

X*  4*  y*  = 4n’  + 4m*  •4'  4n  4'  4m  4-  1 = ®*  » 

«tfo  z*  but^>  2/  aber  ni4>f  burdb  4 rbeitbar,  wel^ieö  un* 
gereimt  i(l,  ba2,  welcbeö  in  z*  oufge^t,  a(a  .^rtmio^i 
au4?  in  z aufge^en  muß  (I.  3.)/  fobaßalfo;  menn  2 in 
aufge^tr  notl^wenbig  audb  4 barin  aufgel^en  muß.  X)ems 
na^  iß  immer  eineber  ^a^tenx,  y,  gerabe,  bie  anbere 
ungerabe.  ©ep  nun  x gerabe,  aifo  y ungerabe.  2Iu$ 
ber  ©Ui4>wng  foigt 

5J?an  fe^e 

rn^=i+«-. 

* + Ct)’  = (t)’  + “'■t  + 0'  • 

y _ i-p* 

X “ 2P  ’ 

©eften  wir  nun  oögemeiner  . ' 


wo  offenbar  Immer  angenommen  werben  fann  / boß  p,  q 
relatioe  55rimjal^ien  ßnb ; fo  wirb 

X = 

T 2pq  • 

p» — q*  unb  2pq  ßnb  reiatioe  ^rimja^ten.  ©Inge  nSms 
lieb  bie  ^rirnjabl  0,  weldbe  wir  juerß  >2  annebmen 
woßen,  in  p*  — q*  unbin2pqauf;  fo  mußte  0,  ba 
eg  in2pq  aufgebt;  unb  >2  iß,  entweber  in  p,  ober  in  q 
aufgeben  (I.  3.),  ©Inge  eo  nun  j.  ©,  in  p;  olfo  au^ 
in  p*  auf;  fo  mußte  eO;  ba  ea  in  p* — q*  aufgebt;  au^ 
in  q®;  folgtidb;  aiö  ^rimjabt;  au^  in  q aufgeben  (I.  3.), 
fo  baß  atfo , gegen  bie  SSorauofe^ung , p unb  q ni<bt  re* 
iafine  ^Prirnjabten  wären,  ©Inge  ferner  2 in  p*  — q^ 
unb  2pq  auf;  fo  mußten  P;  q;  ba  ße  nl^t  beibe  gerabe 
fepn  fonnen;  beibe  ungerabe  fenn;  fo  baß  alfo  audb  pq 
eine  ungerabe  3abi/  unbfoigticb/  jugieicb  na(b  bem  S3oc» 
bergebenbeu;  offenbar  ber  ©ru^? 
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' (p»-qM:a 
P5  ’ 

fo  t»{«  fcer  il^m  gUid^e  95ru4>  auf  feine  ffelnffe  ^e» 
nenming  gebra4>t  W'® 

pJ_q> 

y =c  . * = PI  > 

b,  i.  X eine  ungerabe  gegen  b«e  $8ocau«fe^ung.  3>ein= 
no(i>  ^aben  p* — q*  unb  2pq  nie  ein  gemeinf4?ofrtic(^ed 
SOiao^,  unbber^tudb 


j(l  alfo,  fö  wie  ber  i^m  gteidbe  S5ru(^  -f-,  • ouf  bie  fieinffe 
Benennung  gebradbf/  woraus  unmUfetbcic  folgt 

y = P*  — qS  * = 2pq  . 

w? 

a*  ='x»  + y*  = (2pq)»  + (P*  — 

' = p*  + 2p=q>  H-  q^  = (p*  + q’)*'> 

z = p-  4-  q*  . 

^ölgli^  finb  Tif  Yi  z>  immec  bon  ber  angegebene»  ^orni/ 
w.  j.  b.  w. 

Gs!  if?  j.  S3. 

35  + 4*  = 5> , 3 = 2>  — 1 , 4 = 2 . 2. 1 , 5 = 2»  + 1 ; 

5»  + 12»  =3  13»,  5 = 3»  — 2»,  12  = 2.3.2,  13  = 3»  + 2»  . 

5)cc  Sewei6  beö  obigen  @o^eg  ^ätfe  fi^)  and)  ouei  ©ä^en 
ber  unbefliramten  ?lna(ptif  f öriec  obleiten  laffen ; i^  l^ieit 
e«  aber  für  beffet , i^n  l^ier  unabbangig  bon  biefen  ©ü^en 
ju  beweifen,  weii  er  für  ba«  §oigenbe  bon  befonbeter  • 
Sßidbtigfeit  i(i.. 

3.  ®ie  ©umme  jweier  S5iquobrafe  fann  nie  ein  Quos 
brat  fe^n*  wenn  nicht  ein«  berfelben  gleich  ölull  ifJ.  ©e9 

a«  + b“  = c»  , 

wo  man  offenbar  annehmen  fonn^  bap  a,  b retatibe  ^rims 
jahien  pnb ; fo  ip  ( 2. ) 

B»  = p»  — q» , b»  = 2pq , c = p»  + q»^  , 

tinb  p,  q pnb  reiatbe  ^rimiohten,  weii,  wenn  p,  q ben 

gemeinfcbaftlidben  ^rimfactor  & h^***”' 

folglich  ouch  a,  b (I.  3.),  tiefen  gemeinfchaftlichen  q)rim* 
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focfor otfo  nl(|>f  relative ^primsal^ten ff^nwÄrbitt. 
f innen  p,  q m'^f  beibe  ungerobe  fepn^  wett  fonfl 
, offenbar  a»,  b*,  alfo  oudba,  b,  beibe  gerobe,  folgti^ 
tvieber  ni4>t  retatibe  ^rimia^ten  tvaren.  (Enbiicb  fann 
au4>  nicht  p gerabe,  q ungerabe  fe^n,  weil  fonjl  p* — q* 
bon  bec  §ornt  4k  — 1 =4(k— 1)  + 3 = 4n  + 3 
fe^tt  würbe/  biefe  Sorm  aber  offenbar  nicht  bem  boUfcmis 
menen  üuabrate p?  — q*  = a*  juf ommen  fann.  SUfo  i|f 
p ungerabe , q gerabe.  0e^t  man  nun  * 

p = y> , q = 2i>  , 

tbo  Y,  l,  wie  p/  q/  reiatibe  ^rimja^ien  ftnbj  fo  folgt 
au6  ber  ©(eichung  p?  — q*  = a*  foglei^?: 

7«  — ts  a> , a*  + (M*)’  = (y>)*  • 

»(2.) 

a = f>  — g> , 21>  = 2fg,  r>  = f>  + g>  , 

WO  wieber  f,  g,  wity,  X,  relatibe  ^rimjafiien  ftnb.  5Da- 
her  fann  wegen  ber  ©leichung  =fg  ofenbar  bloß 

f = o>  , g = /S» 

fe^n/  wo  «/ /9ebenfallö  relatibe  ^bimial^ien  ftnb.  5ltf0/ 
wegenber  ©Iei4>ungf2  4’g^=y*:  • . 

' .4  + /}♦  = 7>  , 

®anun 

e = f*  — g*  = o«  — ;s«  , 

b = rsü"  = 2^2  = 2rfg(p+g>)  = a<,ßY<f*  + ß^ ; 

fo  ert)ellet  junädbf  / ba^  weber  a,  noch  ßr  = o fetjnfann, 
weil  fonjl/  gegen  bie  95orauofe§ung/  autb  b = o fe^n 
würbe,  ferner  if 

f»  + g>  = «4  + ^4  = 7»  = ra>  + 42«  = T a»  + q»  j 
p*  = a’  + q’  » 4pi  qi  = b4,  4(a*  + «I*  )q’  = b4  ; 

q*  + a’  q’  = i b*  . 

S)le  ^ujlifung  biefer  quabratif^en  ©leichung  giebt 

q’  s=j  — 4**  i 4t^a*  + b4  , 

WO/  ba  q*  immer  pojitib  ijl/  blof  bao  obere  geU 
ten  fann.  Sllfo 

o«  + /»4  = )T(4a>  ^ 4ra4  + b*)  . 

S)a  nun  ofenbar 

a’  < Ka»  + h4,  4a>  < |Ta«  + b^ 
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iß,  weit  b nidt>f  ==  o j fo  i(l  ' * » 

^a>  4-  4ra*  + +'b"’ 

»'•  + /»♦<  ri^ä^TTF , 

* 4 

•>*  + /S*  < + b*,  r’  < rc»  , 

r’<rc,  y<ro.  , 

S)a  Weber  «,  tto^/9,  ;=z  o;  fo  i|l  au(^  y m’($if  = o. 

2(u6  biefem  allgemeinen  iSeweife  ergiebe  ficb  nun^  ba^; 
wenn  + b*  = c*  fei;n  fönnte/  wo  a,  b relative  ^tim* 
jot)ten  ftnb , unb  feine  = o ift,  ans  bjefec  ©teid[)ung  eine 
Steife  ©lei(t?ungcn  »on  ber  §orm 

4-  b-»  = c’  , 
a'*  + b”'*  = c'*  , 
a"*  + b"^  = c"»  , ^ 

b'"4—  c"'J  , ' 

iq.  :c. 

obgeteitef  werben  ffinnfe,  in  benen  alle  burcib  a,  b bejcidb* 
neten  0r60en  relatine  ^ptirnja^len  j»nb/  nnb  feine  = o ijf, 
bie  ©röfen 


aber  eine  abnel^menbe  Dvei^e  bitben  würben , ol^ne  baf  man 
jemalo  auf  ein  ©lieb  = o fame , fo  bap  atfo  biefe  Otei^e 
in’6  Unenblidbe  abne^men  würbe,  welkes  ungereimt  ifl , ba 
c eine  enbli(t»e  gar.je  3a^t  bejeidpnef.  3llfo  fann  bie  ©leb 
<^ung  a*  4-  b*  = c*  nidpt  @fatt  finben,  unb  unfer  @a^ 
ifi  fo(g(i4>  bewicfen. 

5Iug  biefem  0aße  folgt  unmiffetbar,  bap  audb  bie 
0umme  jweier  ©iquabrate  nie  ein  ©iquabrat  fe^n  fann.  • 

.könnte  — b*  = c*  fepn,  fo  wäre  a^  = b*4-c\ 
wetdbeo  nadp  bem  fo  eben  Sewtcfenen  nidpf  möglich  i(t. 
2ltfo  fann  au^  bie  ©iffetenj  jweier  ©iquabrafe  nie  ein 
S3iquabrat  fe^n.  Uebeigend  fann  au4)  auf  eine  ber  vorigen 
ü^nticbe  ^Irt  gejeigt  werben , bap  bie  S)ifferen}  jweier 
quabrafe  nie  ein  üuabrat  fepn  fann  (Segenbr  c o.  a.  O, 
p.  343.  Ele'mens  d’Algebre  par  L.  Euler.  Nouv, 
ed.  Paris.  1807.  II.  p.  179.). 

4.  SGBlr  ^aben  ben  vorigen  0aft  vorjügtidp  ber  ©es 
weieari  wegen  ^ier  mitget^eitt,  ba  biefelbe  bei  Unterfus 


Digitized  by  Google 


4?ungen  in  ber  3<>^ten(el^re  oft  mit  ^ortl^etl  angewaitbt  I 
tvtrben  fann.  ^ecrnat  behauptet  in  feinen  Oftoren  ju  I 
X)iop^ant  (p.  610/  überhaupt  bte  unbeftimmte  .j 
0(ei^ung 

X“  + y»  = z»  ^ 

unm6gti4>/  b.  1^.  in  ganjen  ni^Jt  aiiflööbar  iß,  mna 
ji  bm  jTOelfen  ©rab  öberfl^igt.  5)er  Sewefo  biefee  ©aise«  ' 
i(l  }<bocb  no4>  ni^f  gegeben.  Jür  n = 3 l^at  i^n  © u l e c 
beiwefen  (a.  a.  O.  p.  262.  ff.  2 e g e n b c e o.  o.  £>.  p.  345.). 

®ie  DJlet^obe  be$  ©emeifeo  iji  biefelbe  wie  »or^ec ; jebe^ 
erforbert  berfetbe  mef)rere  ©ntwicfelungen  / bie  fid?  f>ier, 
ber  Sefdbränft^eit  beo  Dvautneo  wegen , nicht  mittheUen 
liefen.  §iirn=3:5  hat  Scj'eunc  ®irid)let  mehrere 
©d^e  bewiefen  in  ber  ^bhanblung : Mem.  sur  Hmpos- 
sibilite  de  quelques  e'quations  inde'terminee's  du 
cinquieme  degre'  (Grelles  Journal.  III.  4.  S.  354.). 

fotgenbe  »on  5«fn^at  gefunbene,  u.  21.  non 
2egenbre  (a.  a.  0.  p.  340.  sqq.)  bewiefene/  ©dfte'ge» 
hören  hierher: 

®ie  Formel  x*  + Qy*  fann  nie  ein  podfommenees 
Ouabraf  werben , außer  wenn  y = o ijl. 

.Äeine  ^rigonafjahl^  bie  ©inheit  ausgenommen,  fann 
(in  ©iquabrat  feijn. 

SBeber  bie  ©umme , noch  bie  S>i|fercnj  jweier  ©ubifs 
jahien  fann  baS  S)oppette  eines  poHfommenen  ©ubus  fepn. 

.Äeine  ^rigonaljohi,  bie  ©inheif  ausgenommen , fann 
ein  poDfommenet  ©ubus  fcpn. 

01o(h  mehrere  ©d^e  biefer  2lrt  f.  m.  a.  a.  D. 

IX.  ©ini^e  »on  t>en  arithmcfifchctt 
^rogrcffioncn, 

1.  ©ep 

A^— Cj  3A*^Cj  3A— Cj  nA"^C 

irgenb  eine  arithmetifd>e  ^rogrefßon,  unb  0 eine  ^ah6 
weldbemitArelatipe  ^rimjaht  ifl.  ?9ian  fofl  bie  'Jlnjahlber 
burcb  0 thcUbaren  ©Hebern  obiger  ^)rogrefßon  ßnben. 
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- IDa  A unb  0 rclafbe  ^primjol^fen  finb,  fe  Wpt  |I4>  bie 
unbcpimmte  @lcf4>«ng  beg  crjien  ©rabee 

Ax  — öy  = — C 

immer  in  ganjen  3o^t«n  aufiöfen  ( tinbefiimmfe  ^Inof^fTg.)/ 
«nb  fidb  fo(gUct>  ou^  immer  ein  SSJereb  t»on  x ftnben, 
für  meldbe'n  Ax  + C bnrcb  0 t^eUbar  wirb.  tiefer 
SEÖerfb==«,  fo  erbeöef  leicht/ .bo0  öberbaupt  « + 0z 
ein  fot(ber  2Bertb  »on  x fepn  wirb,  ba  offenbar  boniTaucb  ' 
A(«:f0z)  + C=Aa4-C+0z  burdb  0 t^eilbar iift. 
folglich  fann  man  für  x au4>  immer  einen  pojitioen'  2Berf^ 
pnben,  wel<S)er  jugieidb  < 0 ifi.  3(1  nümlidb  « potiti», 
fo  fep  a = 0Z+ p,  wo  p < 0,  unb  foiglicb  ein  SGöerfb 
t)on  X = 0Z+P  — 0z  = p.  3l^  « negatio,  fo 

fep  — a = 0z  — p,  wo  wieber  p < 0 ; bann  ifl 
x = — 0z  + p + 0z^=p  wieber  ein  SBerf^  oon  ber 
gefudbfen  S3ef4>afenbeif.  3Iucb  erbeHet  (eicbt#  ba0  eo  im* 
mer  nur  einen  SCBertb  bon  x geben  fonn,  we(4>er  pofitit) 
unb  < 0 iff.  SEödten  p unb  p'  jwei  fo(4>e  SSert^e,  unb 
p <<  p;  fo  würe 

Ae  + C = ey,  A^'  + C = ©y'  ; 

olfo  A(p  — p')  = 0(y  — y')/  unb  fofgli^  A(p— p'), 
otfo,  weit  A unb  0 relatibe  ^imjabten  (inb,  au(b  p — p' 
bur4)  0 fbeilbar  (1. 7,)/  weld^eß  unmbgli^  ijf,  bap— p' 
offenbar  < 0 i|l. 

’ Sejeidbnen  wir  nun  ben  9Ber(l|  »on  x,  weidber  pof!fi» 
unb  < 0 i(?,  für  weidben  ober  Ax  + C burdb  0 rb^ilbar 
iff,  burdb  0“,  fo  finb  bie  burdb  0 fbeilbaren  ©lieber  obu 
ger  aridbmetifdbcn  ^rogrefjion: 

A(©  — e«)  — C,  A(2ö-8®)  — C,  A(38— Ö®)— C 

^0^  ade  biefe  ©lieber  burdb  0 tbeilbar  finb,  füQt  in  bie 
^ugen.  X)aß  eo  ober  außer  biefen  ©liebem  audb  feine  an* 
bern  burdb  0 tbeilbaren  ©lieber  geben  fann, , lüßd  fo 
Seigen.  0epen 

A|/,e— e«|— c,  Aj(,<+i)©--e»|— c 

überboupf  jwei  auf  einanber  folgenbe  ©lieber  oorfiebenbec 
SXeibe.  2fige  jtpifi^jen  bcnfelben  noch  irgenb  ein  ©lieb 
Ax  — C , fo  baß  ' 
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« > ^8  - X < C^+1)  8 — 8»  , 

i»efdt>cö  bur4)  0 ,t^ei(bar  wäre ; fo  »Ären  a«4>  t)le 
renjen 

A}x-/i8+8'>l  , AK/i4-l)e-8'>-x|  , 

iinb  tveU  A unb  0 c«Iari»e  ^rimia^ren  finb,  aud{^ 


* — i“ö+  0“,  (a«  + 1)0  — X — 8» , 

affo  aw4>  x + 0»  burdb  0 f^eUbar.  (Eö  fj?  ober 


X + 8» 

x+  8® 
8 


r ^ 9 


> 


x+8® 

~w~ 


< M + i 


offo  offenbar  + einem  ädbten  S5tu4)e,  unb 

foigftdb  feine  gonje  5Iifo  fonn  eg  ou^er  ben  obigen 
reine  bureb  0 f^eilbaren  ©lieber  geben.  2Begen  ber  »or 
bem  erf?en  ©liebe  A ( 0 — 0«  ) — C »or^ergebenben 
©lieber  bemerfe  man  nur,  ba^  audb — A0“  — - c na^ 
bem  Obigen  bureb  0 t^eilbar  ijf,  unb  folglich  wie  »orbec 
gefcbloffen  werben  fonn. 


S5ie  «Xci^e  ber  burtb  0 fbeilboren  ©lieber  ifi  fo  weif  forf* 
aufeßen,  olgbie©r6pen0— 0c,  20— 0o,  30  — 0»,..., 
bie  ©lieberaobl  n ber  gegebenen  Öiei^e  ni4)f  uberffeigem 
0e9  nun 


m 


k8-8®  5 n,  (k  + 1)  8-  0®  > n I 

1,  = " + 0“  1.  I . “+  8“ 


unb  folgli(b,  trenn  bie  grö^fe  in  enfbalfene  gonje 

3a^l  burd()  beaei(bnef  wirb,  k,  ober  bie  2ln? 

aoi^l  ber  burdb  0 f^eilboren  ©lieber  unferer  arifbmefifdbm 
q)rogref(ton,  = G(5!^). 

2.  3|!  otfo  ;e^f  0 eine  in  A nicbf  oufgel^enbe  «prim» 
aobl,  fo  ift  bie  Slnjo^l  ber  bureb  0 nicbf  t^eilboren  ©lieber 
obiger  orif^mef^ifcbcn  ^rogreffion,  wenn  wir  biefelbe 
bureb  y beaeiebnen',  = 


y = n — 


G 


/m4-  8° 

V ö 


)• 
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34L 

» \ 

3.  @itJb  0,  A in  A aufgc^enbe  ^rimjol^ 

(ett;  fo  ifi  bie  ^nja^I  bec  bur^  0 t^eUbaren  ©Hebet 

= G ble  Slnjal^t  bet  bur(^>  X f^eifbarcn  ©Hebet 

= G unb  weit  au^  A unb  0A  retafite  ^dmjal^» 

len  (tnb,  bie  tJInja^t  burdt?  0A  t^eitbaren  ©Hebet 

=G(=^)(l> 

gotgtidb  offenbar  bie  5Inja^t  bet  bur(^>  0 unb  X nidfit 
t^eilbaren  ©Heber  =: 

WO  baO  ©unrntenjeidben  bto0  bie  ©ebcutung  ba^  für- 
0 fowo^t  0f  ato  oudb  X ju  fe^en  ijl.  S)o0  g(-~ 
obbitt  werben  mup/  fdllt  fogteidb  in  bie  ^ugen,  wenn 

mon  überlegt,  bo^  mit  G ("  ~^^°}  nnb  p bie 

burdb  0A  ttjeitboren  ©Heber  offenbar  einmot  ju  biet  abge* 
}ogen  ftnb. 

4.  ©e^en  ferner  0,  X,  fi  brei  ni(|)t  in  A aufgebenbe 
^rimjabten;  fo  ifl  bie  ^n^abt  ber  burdb  0,  Ani^t  tb^iU 
baren  ©Heber,  nadb  bem  Sßorbergcbenben 


~G| 

rn+  e»\ 

k » J 

1 + 

^g( 

'n  + 

< ) 

• 

i ' 

®ie  ?Injabt  ber  burdb  n t^eitboren  ©Hebtr , In  bentn  ober 
jugteidb  webet  0,  no^  A,  oufgebt,  ijl 


)_0(il±^).G( 
- -o(E±i^) 


n-f  (QX,.)» 


i). 


wobon  matt  ficb  U\6)t  auf  hf)nliö}t  5lrt,  wie  borber,  übett ' 
ieugt.  ^iefe  Sttja^t  mup,  um  bie  ^nja^t  ber  burdb  0/ < 
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X,  fl  f]^f{(6oreß  ©Heber  }u  finbett,  »on  bem  borigett 
Diefultat  no4>  abgejogen  werben , wobur4>  maß 


.-g(^ 

■)  + o( 

' n + ( ei  )» 
ei 

i 

-g(^4ü 

)*H 

n+(e/i)o> 

I 

-C(^ 

) + g( 

' i/«  ; 

n + (ei)<'\ 

ei  J 

erl^äff.  ^Die  Sebenfung  ber  ©«mmenjei(j(>ett  wirb  kiä)t 
erretten. 

5.  ^ommt  no4>  «<««  in  Ani^faufgel^enbe^rims 
jal^t  V l^iniu;  fö  ijl  ganj  auf  btefelbe  QBeife  bie  2(n3a^l  ber 
bur4>  V t^eUbaren  ©Heber,  in  benen  aber  6,  X,  ft  ni^f 
oufge^en, 

_G(=±^)  + G(»-±tf^-) 

> G j + G • 

©iefe  @r60e  mu0,  um  bie  Slnjal^I  ber  bur(^>  0,  X,  fi,  v 
niebt  fbeitbaren  ©Heber  ju  pnben , von  bem  »origen  9\e> 
fuffaf  noch  abgejogen  werben,  woburcb  man  für  bie  gefugte 
©rbße  erbält: 

, = ._yG(ü^)+,G(i±ifü!)  ■ 

6.  ?Hfo  fann  man  allgemein  fe^enj 

bie  ÖCei^e  fo  weit  fortgefe^t,  big  fie  »on  feib|?  abbrid;f. 

Süc  bieÜiei^e  bet  ungeraben  Saufen  iflA  = 2,  C = l, 
«ttb,  wenn  k eine  nidbf  burdb  2 tbeilbare  gabt  ift^  ber 
aSertb  »on  k»,  für  weidben  2k<>  + 1 bur^j  k tbeiibar 
wirb,  = ^(k  — • I),  welker  2Bertb  pofiti»  unb  < k iff. 
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' ©abur(i()  erl^ait  mon  für  tie  crf!en  100  ®Hel«r  bep  «Rei^e 
bec  ungeraten  3«^Ien  bie  ber  bur^)  3,  5,7,  11 
nicht  theilbaren  3^^^***  == 

-(W) 

-KW)  ^ , 

tpo  aber 

, Ki)=<=(i)=KS)=”, 

1(1,  unb  biefe  ©lieber  ba^er  weggetoffen  werben  fönnett. 
Shacb  gehöriger  Dtcbucfion  ftnbct  man  y = 43. 

7.  “ burcb  bae!  ^robucf  aller  gegebenen  53rimjab* 

(entbeilbar,  fo  ifi,  ba  0°  < 0,  für  eine  ^rimjahf 
offenbar  unb  folgli^ 

y = n - |.=  a(l-l)  . 

©ben  fo  erhalt  man,  wenn  jwei  ^Jrimjahlen  gegeben  finb, 
in  biefem  §aHe 

y = n - f + i = n (l  - i)(l  _ 1) 


©inbbrei  ^rimsahlen  gegeben,  fo  wirb 

n , n a 

y_n 

^±  + JL 

i ^ G,i 
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Sit  iti  f4)on  lei4>f  p bemetfenben  @t* 

fr^e»  wirb  aus  ben  obigen  combinatorif4)en  Formeln  mif« 
felji  bcs  befannten  ^robucfenfo^es  aus  ber  combinafori* 
(4)en  2lnalvfis  ober  ber  'i^<orieber©tei4?ungen(©lei(^>ungi 
144.  165.)  (eicbf  gef(^(oj]en. 

8.  ö.  A=  6,  C = 4,  unb2,  8,  14,  20/ 
26,  32,  38,  44,  50,  56,  62,  68,  74,  80,  86  bie 
gegebenen  ^rogreffion,  olfo  n = 15,  .0  = 55  fe  i|l 
y=  15.(1  — -i)  = 12,  fo  wie  benn  in  ber  au^ 
bie  2Inja^l  ber  burcb  5 nic(>f  t^eübaren©lieber  obiger  Dfei^e 
= 12  i|l. 

SWe^rere  2(nwenbungen  ber  ^iet  enfwicfeifen  merfwürs 
bigen  gofnieln , namentJt(b  oudb  ouf  bie  ©efiimniung  bet 
yinja^l  ber  ^rimja^len  innerl^atb  gewiffer  ©rdnjen  gicbt 
Xegenbre  (Theorie  des  nombres.  IV.  Part.  §.  XI.). 

X.  bott  t»cr 

jcbcr.  3a^l  in  bicr  ^^uabralja^Utu 

1.  SBenn  n eine  ^prirnja^f  iff,  we(c()e  in  A ni^f  auf» 
gel^f , fo  iaffen  x unb  y immer  in  ganjen  ^o^ien  fo  be» 
(timmen,  ba§,  A unb  B mbgen  pofitioe  ober  negative  ganje 
Saluten  fepn, 

x>  — Ay>  — B 

burcb  B f^eiibar  ij!.' 

©inge  n in  B auf,  fo  brau^)te  man  blo^  für  x unby 
23icifa<be  Von  n ju  fe^en,  woburcb  bas  QSeciangte  äugen» 
biicfli^  errei^Jt  würbe.  SOIan  fann  alfo  im  goigenben 
anne^men,  ba0  n in  B nid^t  aufge^t. 

§ür  n = 1 ifl  ber  0o^  fiar.  n = 2 nel^me 
man  für  y irgenb  eine  gerabe  Sann  ge^t  n = 2 

in  Ay  * auf.  ölimmt  man  nun  für  x eine  ungerabe 
fo  ift  ungerabe;  aber,  ba  n in  B nidfjt aufge^en  foff, 
ou(b  B ungerabe;  alfo  x*  — B gerabe.  Solglic^?  ge^t 
n = 2 in 

1"  — Ay»  — B 

ouf.  ' ■ ' - 
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§üc  n > 2 fe9  n =:  2a  + 1 , «ttt»  man  urtf«rfcf>ei&c 
nun  fotgenbe  ^fiUe. 

1)  ©iebf  c«!  füc  y einen  2Ber(^,  för  mel^jen  Ay*  + B 
burcb  n t^eitbac  wirb,  fo  ne^me  man  för  x ein  S3ie(fad;e0 
non  n j bann  ip  offenbar 

,i  - Ay*  — Ö - , 

butd>  ii  f^eibar. 

2)  ©iebe  eö  aber  fein<h  SÖerfl^  bött  y,  fdr  met(|>trt 
n in  Ay  2 + B oufge^f  ^ fo  feße  man 

Ay»  + B = V,  *»  — Ay*  — B = k>  — V i » 

Ölun  ip,  wie  iei(^t  erhellet 

. ' • — V “ 

jjäa-i  + x*»^V  + 4...  + x*V‘-2  + V»-’  J 

ölfö  P eine  ganje  Soigtic^ 

xi.  _ V*  = (X"  — V ) P = X’“  - i - (V»  — 1)  > 

_ V)  PQ  = (x=*  _ 1)  Q — (V^‘  — 1)  , 

für  Q ==  + 1.  £Racb  ber  5irmaf’fi^>m  0a^e  (III.  1.) 

gebt  bie  g>rimja^l  A = 2a  + 1 in  1 auf,  menrt 

pc  in  X nicht  oufgeht,  unb  eben  fo  in  V«“  — 1/  wenn  pe 
in  Vni^taufgehf.  5Ufo  geht,  wenn  n weber  in  x,  noch  in 
V aufgel)t,  nin  (x*— V)PQ,  folglich,  wenn  e«  webeb 
in  P,  no^  in  Q aufgel)t,  in 

x>  — V = X»  — Ay»  _ B 

aufCLSi).  4^ierausi  erheßef  nun,  bapxUttby/  wentt 
n in 

Xi  _ Ay=  — B 

oufgehen  foQ,  fo  bepimmf  werben  müffert,  bap  folgenben 
SSebingungen  genügt  wirb  t 

ii  barf  in  V nidbf  aufgehen  j 
n barf  in  Q nidbt  aufgehen  j 
Ti  barf  in  P niiht  aufgehen} 
n barf  in  x nidht  aufgehen. 

©ö  fragt  pch  nun.  Ob  bie  gleichjeitige  ©rfüßUng  blefer  ^e/ 
bingungenimmet  möglidh  ip* 

35ie  erPe  ip  ales  erfnüt  cinjufehtn/  bä  ii  na^  ber 
V , ^bbb 
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SSorouÄfeßung  fdnm  2Bert^  t»on  y gfeBf,  fit  welken 
Ay*  + B = V l)ur<^  n f^cilbot  ijl.  » 

3n  33eju9  auf  bic  jweite  Sebingung  i(l  nad(>  bem  ©{= 
nomialt^eorem 

Q = V + 1 = (Ay’  + B)«  + 1' 

^ vy*»  + -^A«-‘By2a-2  + y^a-*  + ... 

...  + 2li^A>B-=y*  + .lABa-tya  + ß«  + 1 . 

3fl  ««tt 

«)  B*  + 1 burdb  n ni(bf  f^eilbar,  fo  fe^e  many±=:o, 
unb  bie  jTOetfe  23cbingung  roicb  erfüdt  fepn. 

ß)  31^  + 1 bur^  n f^eitbar , fo  f?^ 

Q'  = A*  y’“-’  + — A« — * By’a-*  + ~ — A«-2  B > y 5a-6  + ... 

1 1.2, 

...  + -- r^-—  A»  Ba-ä y"  + .1  ABa-t  . 

i(l  «in  ^ot^nom  vom  ©rabe  2a  — 2,  ivo  nach 
bet  SßorouofeHung  n in  A,  alfo  oudb  in  A*(I.'4.)  nidbt 
anfgebt.  ^olglicb  giebt  C6  (II.  20.)  böcbjleno  2a  — 2 
Stßcrtbe  »on  y stwifeben  — unb  + , für  n)ef(be  Q' 

bureb  n tbeilbar  wirb,  ©a  aber  An  = a + 4-  i|i ; fö 
giebt  ees  jwif^en  ben  angegebenen  ©rinjen,  bie  ölull  mit 
geredbnef/  überhaupt  2a  + 1 = n 2ßcrtbe,  welche  für  y 
gefegt  werben  fonnen.  ^ber  nur  für  2a — 2 

sjßertbe  wirb  Q'  burdb  n tbeilbor.  ^(fo  giebt  eß  jwi= 
feben  ben  angegebenen  ©rünjen  immer  gewi^  wenigffenß 
2a + 1 — (2a — 2)  ==  3 Sßertbe  non  y,  für  wel^e 
Q'  nicht  bureb  n tbeilbar  wirb.  3Ule  tiefe  SBertbe  (inb  < r, 
unb  eß  gebt  alfo,  wenn  einet  berfelben  bem  y beigelegt 
wirb,  n in  y,  alfo  audb  in  y^,  fo  wie  in  Qy^  nicht  auf 
(I.  4.).  9fla(b  ber  SSoraußfe^img  ging  aber  n in  B“  + 1 
auf;  alfo  nicht  in  Q'y*  + B*  + 1 = Q,  wobureb  folgli^l 
bie  jweite  ©ebingung  erfüllt  iji. 

SHacbbemnun  y,  folglidbV,  auf  biefc  5H3eife  bejiimmf 
ijl;  fo  ifl  in 

P = l’a-2  + x2a-«V  + ...  + xAVa.^2  + Va->  - ' ' 

nur  X no4>  unbefannt.  ®er  ©oefficienf  beß  bü^l^rn  ©lies 
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beö  btcfeö  ^otpnömö  t)om  ©rabe  2a  — 2 i|l  = 1,  uitb 
fo(gU4?  bur4>  n > 2 ni^t  f^cilbar.  2Ufo  glebt  ctf  }t»if(^ctt , 
— unb  + in  l^ßdbjlcnö  2a  — 2 SBerfl^e  »onx,  fuc 
wc(cbe  P bur^  n tbeilbar  1(1  (II.  20.);  bie  2Inja^{  attcc 
9ö«rt^c  »on  n jwij^cbctt  bicfen  ©rdtijen,  bie  9?utt  mit  ges 
rccbncf , ifl  wie  »origer  = 2a  + 1 , fo  ba^  eß  alfo  jwif(|)ett 
biefcn  ©ränjen  wenigflenß  2a  + 1 — (2a  — 2)  = 3 ' 
9ßetti)e  »on  x giebt , für  wet(be  P but(|>  n nid()t  fljeilbac 
i|I,  woburcb  ferner  bie  britfe  Sebingung  erfüHf  i(I.  9Kit 
if)r  iff  aber  oud)  }ug(ei(^)  bie  »ierte  erfüllt,  weil  bie  in  SKebe 
(lebenben  3 2Bertl)e  »on  x alle  < n (tnb,  «rtb  bemnacb 
feiner  bcrfelben,  wenn  man  if>n  für  x fe^f,  burc(>n,  olfo 
öu4)  X nidbf  bur^)  n tbcilbar  i|f. 

2Ilfo  (affen  (t^  x , y immer  fo  bejftmmen , bo0  bid 
bbigen  »ier  SSebingungcn  gleicbjeifig  erfülif  werben,  unb 
man  fann  folglich  x,  y immer  fo  bejfimmen,  bop  bie  iit 
A nicht  aufgebenbe  ^rimsabl  n in 

— Ay*  — B 

aufgcbf.  S)iefec  ©ah  gilt  alfo  auch  Don  ben  fpecleHertt 
gormeln 

xJ  + y»  + 1 unb  X*  + y’  — 1 , 
wenn  mauA= — l,B=p — l,ober  Az= — l,B=:i 
feht.  ^ ' 

®er  ©rpnber  biefeß  merfwürbigen  ©a^eß  i|f  2a* 
g ränge  (Mem.  de  Berlin.  1770.).  ®ie  juleht  er* 
wübnten  fperiettenSalle  batte fbbon  (Euler  gefunben (Nov. 
Go  nun.  Petrop.  T.  V.).  9)1.  f.  au^2egettbre.  a.  ai 

D.  p.  182.  , ' 

2.  ©aßüuabrat  jebcrpiertbeiligen©r6pea  + b + c+d 

beflebf  ouß  ben  üuabraten  ber  einjelnen  ^be‘f«/ 
hoppelten  ^robuctenpon  je  jwei  einonber.  ®cnn 

eß  ijl  . 

(a  -I-  b + c d)* 

= + b*  + c»  + d» 

4-  2ab  + 2ac  + 2ad  + 2bc  + 2bd  '+  2cd  . 

3.  ®oß  ^robuct  jweier  ©ummen  »on  »ier  öuabrai 
fen  in  cinanber  iff  wieber  eine  ©umme  »on  »ier  Ouabra* 
ten.  3)enn  eß  iff,  wo»on  man  pch  bur^  wirtliche  ©ntwicf e» 

®bbb  2 
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tutig  b«r  Ctuatröft  te(  tJterfl^eiUgfn  ©rSfen  fogUld^  öber* 
8«wä^ 

(pi  + qi  + ti  4.  t>)(p’>  +■  q'»  + r'»  + s'» ) 

= (pp'  + m'  + + *^'y  + (pq*  — qp'  + m’  — st' y 

+ (p>^'  “ q*'  — rp'  + sq')’  + (ps'  + qr'  — rq'  — sp')-  . 

üKuUiplicirf  matt  alfo  meutere  0ummett  »on  »kt 
üuabroten  in  cinanber , fo  erlitt  mon  immer  »ieber  eint 
0umme  »oti  vier  öuabrafen. 

4.  ^ebe  ^rimja^i  n fann  In  »let  üuabraten  jertegf 
.mcrbettf  unb  i(l  alfö  »en  bet  gorm 

p’  + q’  + r*  + «*  » 

“S^a  n eine  ^rimjal)[  iff,  fo  fonn  man  p unb  q fo  Be=  ' 
flimmen , ba^  n in  + q*  + 1 aufgcf)f  ( 1.).  ßben  fo 
iaflen  ftcb  für  r unb  s jmei  SKcrtl^e  finben , fo  bap  n in 
— 1 dufgefit  (1.).  IHlfo  (offen  ji(^)  p/ q,  r,  s 
fo  bejlimmen,  bo0  n in 

(pi  + q»  + 1)  + (ri  + _ 1)  = pi  + 4 4.  gJ 

aufgel^f ; fo  ba0  man  atfo 

p-  4-  qj  4 r*  + s*  = nn'  , 

mo  n'  eine  ganje  iff/  fe^en  fann.  ©e^(  man  ober 

p — on , q — , r — yn  , s — 5n 

refpectine  für  p , q,  r,  s;  foerl^alt  man 

(p  — «n)*  4 (q  _ ßny  4 (t  — yn)*  4 ($  --  fln)* 

*=  p®  4 q’  + r*  4 s* 

^ — 2pan  — 2q/Sn  — 2ryn  — 2sJa 

, 4-  n>  4 4 4 

wet(J;eg  offenbar  audb  burdb  n fl^eilbat  ifE,  ba  p'^  + q*  + 
4-  eg  i|f.  ®o  an,  ßn,  yn,  (Tn  ganj  mißfül^rlidBe 
Sßielfocbe  »on  n pnb,  fo  fonn  man  offenbar  a,  ß,  y,  d 
immer  fo  annel^men,  ba0;ebeber@r60en  p — «n,  q — ßn, 
r — yn,  s — Jn  < iff.  3olglict>  i[f  bie  Slnno^me 
»er|?affet,  bog  in  bet  ©leidbung 

p'-  4 q'*  4 r'i  4 s'>  = nn" 

febe  ber  ©r60en  p^  q/  s < |-n,  alfo  febeg  ber  öua» 
brate  p*,  1-2^  <J^i.n2^  fo(g(i(^  nn"-<  4.in2y 

nn”  < n^ , n"  «<  n iff.  SBore  nun  n"  = 1 > fo  müre 
ber  @aß  betviefen.  30  n"  > 1 , fo  ge^t  bo^  n"  in 
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b’’  + q'*  + + »'* 

ouf ; fca  btefe  öuabrotenfumme  ==  nn"  ifl, 

SEBie  borl^cc  man  atfo  l^leraus  ferner,  baf 

p"-J  + q"^  x"^  = n"n"' 

fe^n  wirb,  wo  jebe  bet  ©r60en  p",  <j",  r"/  s"  < |n", 
nnbn''<n"ijl. 

Cnfwirfeft  man  nun  bao  ^robuct 

nn'' . n"  n'"  =>  ( p'"  + q''  + r'»  + s''» ) ( p">  + q"''  + r"»  + s"’  ) 

=5  (p'*  + q'^  +r'ä.+  s'») 

X |(p'  — o’a"P  + (q' —/;»!")*  + (r'  — y'n'')=  + (s'  — 

na(^>  (30/  fo  Cntwicfelnng  nur 

p'i  + q'J  4-  r'*  + 5'=*  = m" 

gefe^r  wirb,  baf  biefe«  ^robuct  wieber  eine  ©umme  non 
nier  üuabrafen  i|f,  beren  jebeo  bureb  n"^  tbeilbar  i|t.  211= 
fo  i(i  au^  nn'"  bk  ©umm^  non  »ier  üuabraten,  unb 
foigticb 

P^J  4.  q'"i  4.  r'"»  + s'<'»  = nn'"  . 

Sßäre  nun  n"  =;=  1 , fo  wäre  ber  ©a§  bewiefen.  SBäre 
ober  n'">n,  fo  fönnte  mon,  ganj  wie  norber  wieber 
«ine  ^a^i  n^’  < n"'  finben^  för  we(4>e  nn"^  bie  ©umme 
non  nier  üuabrafen  iji,  unb  ber  ©a^  würbe,  bewiefen  fei;n, 
wenn  n*’^  = 1 wäre.  3n  jebem  Solle  erbeller  aber , bag 
man  noxb  bem  gelehrten  SSerfobren  «ine  pvei^fe  non 
^robucten 

nn'',  nn’*',  na'f,  nn»,  ....^ 

ffnbe«  fann,  beren  jebee5  eine  ©umme  nott  nier  Quobra^ 
ten  i|i,  unb  bof  bie  Sactof«» 

' xx" , n",  n'T,  n»,  .... 

eine  abnebmenbe  Dieibc  bilben.  '®o  min  ober  biefe-9veibe 
ni^f  in’o  Unenblu^e  fortlaufen  fonn,  weli^eo  ber  S^Il 
fe^n  würbe,  wenn  mon  nie  auf  ein  @lieb  = l fome, 
fb  «rieflet,  bop  man  immer  enbticb  einmal  auf  ein  foU 
<beö  ©lieb  fommen  mu^,  ,olfo  jebe  ^rimjol^t  n bi,c 
©umme  non  nier  ßuabroten  ijf. 

5.  3ebe  3a]^(  ta^f  jicb  in  nier  üuabrotc  jerlegen. 

2lebe  itt  ^rimfoctoren  jerlegen  (?^eiler 

einer  ga^l.  10*  3«bet  ^rimfactot  ifi  bie  ©umme 
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»on  t)ier  öuobtafen  (4. ),  oifo  cmdb  boö  ^rotjuct  aller  (3  ),  - 
t).  i.  bie  gegebene  ^a^l- 

3u  bemerfen  l|!  |cbodb^  baß  audb  einö  ober  einige  blefer 
öuabrofe  = o feijn  fbnnen , unb  ble  ^a^l  folgH^  enfwes 
bec  felbjl  ein  üuaboat,  ober  ble  @umme  »on  jmetr  brcl 
ober  vier  üiwbrateil  Iji.  S3eera(bfet  man  aber  SJlull  felbj^ 
ole5  ein  Ouabraf , fo  läßt  ßcb  ln  blefer  23e}lcbung  ln  bcr 
jebe  üuabrafe  jcrlegen.  0o  Iß  35. 

i0  = 4 + 4 + l + l,  11=9  + 1 + 1+0,  20  = 
16+4  + 0+0,25  = 25+0+0  + 0. 

®en  erßen  S5en)els  bes  ^ler  bcmlefcnen  merfwörblgen 
0alje6  gob  (£n  ler  Inben  Nov.  Comm.  Petrop.  T.  V., 
erfldrte  benfetben  aber  nacb^cr  felbß  für  nlcbf  gan.i  gcnü= 
genb.  darauf  gab  2agronge  einen  fc^r  fdbarfßnnigen 
Semels  ln  ben  Me'm.  de  Berlin.  1770. , melcber  na<bt)er 
»on  Suler  noch  »ereinfa^t  wnrbe.  Act.  Petrop.  T.  I. 

P.  II.  1777.  SDJlf  blefem  S3emelfe  ßlmmf  ber  l)ier  mkges 
tbeilte  bem  SBefentllcbcn  nach  überein.  S)er  Crßnber  beö 
©Qljes  Iß  ^ermaf,  unb  eg  iß  berfelbe  cigentli«^  nur  ein 
befonberer  §all  feines  allgemeinen  ©aljes  von  ber  ^erle* 
gung  jeber  3<^bl  1«  ^oli;gonal5Qblen,  worüber  ber  2lrf. 
§ermat’g  Üe^rjü^e  ju  ucrglcicben.  ®er  @q^  von  bet 
Verlegung  jeber  galjl  lo  brel  ^ riagonoljablen  iß  non  2 e* 
gen-bre  (The'orie  des  notnbres.  p.  347.  p,  188.)  be* 
wiefen  worben.  ®er  35eweiß  büngt  mit  ber 
fogenannten  reciprofen  ©iniforen  ber  §ormcl  + au^  un* 
mittelbar  jufammen,  fo  baß  berfelbe,  ohne  biefe  ganje 
^beorle  aufjunebmen , b«er  ni^t  fügli(i  mitgetbeilt  werben 
fonnte.  ©ewiß  wirb  aber  3eber,  wer  biefen  2lrtifel  ßu» 
birt  bat,  2egcnbre’g  großes  Sßerf  im  3ufawmenbangc 
ju  lefen  ß(jb  gebrungen  fühlen,  woju  namentlid?  berfelbe 
eine  93otbereitung  fepn  foll.  ©inen  anbetn  35eweis  baf 
©auß  gegeben  (Disq.  arithtn.  p.  495.  406.,wel(ber  ober 
eben  fo  innig  mit  bem  ganjen  ^nbalte  bes  fi^orfßnnigen 
SBerfes  nerfnüpft  iß,  baß  et  bier  ohne  ju  große  9ßeif» 
laiißgfeit  ebenfalls  nießt  oufgenommen  werben  fonnte. 
SÖerbinbet  man  mit  bent  ©fubium  blefer  beiben  SBerfc 
nodb  bas  ©tublum  ber  non  2egenbte  (Supplement  a 
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l'essal  surla  throne  4es  nombres.  Fevrier.  1816.) 
Ult)  Sau  9 (Exercices  de  Mathematiques  par  L. 
Cauchy.  10.  Livraison.  Paris.  1826.  p.  265.) 
bwen  Söetveife  be«  allgemeinen  0a(jeß  von  §eemat  über 
bt!  3«tt«9ung  jebec  3a^t  in^olpgonaljal^len;  fo  wirb  man 
(id  babur^  bte  uoflfiänbigfleitenntnt^  btefer  dberaue!  merf: 
TOÜrbtgen  golge  bon  0ä^en  veefebafen, 

I 

XL  :g)if{orifc^c  fScmerfungeit 

3m  QSor^ergel^enben  ftnb  bereitö  ble  Sflamen  bec  ©eo^ 
mefer,  welche  bor  2lnbern  um  bie  3a^lenlef)re  berbient 
gemadbt  l^aben,  unb  i^re  0c|)fiffen,  fo  oft  genannt  »rots 
ben,  baf  i^ter  nur  no^j  eine  gahj  furje  Ueberfic|)t  im  3u* 
fatnmen^ange  nbt^ig  ifl. 

®ie  arit^metif^en  ^ödber  beö  Snclibe  ö f?nb  alö  bie 
, erfie  0cbrift  onjufe^en,  in  melcber  Unterfuebungen  aus 
b?r  3a^lcn(e^rc  borfommen.  5lu0er  bielen  anbern  mecf= 
tmirbigen  0a^en  enthalten  jie  borjügUd)  eine  OCei^e  boti 
0aljen  über  bie  ^rimja^ten,  unter  benen  bas  oben  in  I. 
bemiefene  wichtige  “^^eorem  als  bie  ©runblage  ber  ganjen 
3a^lenle^re  anjufe^en  ifi,  ba  fafl  feine  Unterfudbung  über 
bie  beffelben  entbehren  fann.  S5on  bem  großen 

oritbmetifd?en  SBerfe  bes  ©iopbantus  ifiin  bem  2lrtü 
fei:  Unbejiimmte  ^Inaltjtif,  ausfübrikb  bie  Diebe  gemefen/ 
worauf  wir  alfo  ^ier , fo  wie  überbaupt  auf  bie  bort  mitge-- 
tbeilte  ©efebidbte  ber  unbeßimmten  2lnalptif  berweifen. 
S)iefe6  2Berf  gehört  inbef  me^r  jur  unbeßimmten2(nalptif, 
als  jur  eigentlichen  0inne,  infofern 

wir  barunter  borjugsweife  bie  Je^re  bon  ben  Sigenfi^aften 
ber  B^h^en,  unb  jwar  immer  ber  ganjen  Bohlen,  berßes 
hen.  2>ie  meißen  Sntbeefungen  berbanft  biefe  SBiffem 
fd)aft  Sermat,  ^arlamentsrath  ju  “iouloufe.  9Son 
bem  größten  bielen  bon  ihm  entbeeften  merf= 

würbigen  0d^e  iß  in  bem  Obigen  ausführlich  bk  Diebe  ge= 
wefen.  Sr  hat  fein  eignes  2Betf  über  bie  Balßenlehre 
hinterlaffen,  fonbern  feine  wichtigen  Sntbeefungen  ßnb 
bloß  als  Dianbbemetfungen  in  ber  bon  feinem  0ohne  0. 
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gfrmaf  ueranffotfgten  tjcwen  »on 

®topl()onJ  mitget^^Ut.  Diophami  Alexandrini 
Arithmeiicormp  libri  sey,  et  de  numeris  nmltan- 
gulisliberunus.  Cum Conimentariis C.  G.  Bacheti 
V.  pi.  et  observationibus  D.  P.  de  F ^rmat  Senate- 
ris  Tolpsap;.  Tolosae.j  1670.  fol.  2Itti  met(!en  i,i 
jii  beflogen,  bo0  Sermgt  aDe  ©äße  p^ne  ^eweife.mfe 
|f)ei(t,  pbglei^  er  o^ne  Zweifel,  ttenn  er  ouef)  gewi0  tie 
nieiflen  ©äße  nur  bureb  Sßerfud)e  gefunben  bof , im  25e*iß 
becfelben  gen)?f?n  ifl,  wie  bei  einem  fo  großen  @eone= 
fer  ßdb  f(^on  »on  felbjl  perflebf,  unb  oudb  oug  ber  5lmrers, 
fung  jur  31jfcn  ?lnfgobe  bep  IV.  SBuebeß  erbellef.  2uP 
berfetbfn  SInmerfung  ge^f  oud?  ^en>ov,  boß  ab 

lerbingp  bie  ?Ibß(bf  feine  Unferfud)ungen  in  einem 

oußfubrlidben  SKetfe,  melcbep  ober  nie  erfebienen  iß,  fe? 
fonnt  ju  modben.  !2>te  gräßfen  SJlofbemofifer  ber  neuern 
^eit  hoben  bie  IMuffudbung  biefer35emeife  $u  einer  befonbern 
Slufgobe  ibreß  ©^orfßnnß  gcmod)f.  2ln  ber  ©piße  (lebt 
oudb  b»ff  wieber  (Euler.  Sr  unb  Xogronge  boSenni^f 
bloß  Piele  ^ermot’fdbe  ©äße  mit  bönbigen  ©eweifen  Ber= 
(eben,  fonbern  pudb  bie  goblenlebre  mit  eignen  Sntbeefun« 
gen  bereidbert.  S)ie  bierber  geborenben  ?lbbonblungen  fmb 
in  ben  ©dbriften  ber  gelehrten  ©efeUfcboften  jerßreu’t. 
9Kon  ßnbef  ein  jiemlidb  noDfiänbigeß  Sßerjeidbniß  berfelben 
in  R e US  s Repertorium  Commentationum  a Socie-; 
tatibus  litter.  editprum,  T.  VII.  Gott.  1808.  p.7  — 
13 , tnorouf  idb  bttf  Äörje  roegen  »ermeifc.  SOlebrereß 
iß  ßbon  oben  ongefübrt  worben.  Sin  befonbereß  Sßer= 
bienß  um  unfere  ^ißenß^oft  erworb  ßcb  Seg  enbre,  in» 
bem  er  in  feinem  Essai  sur  la  the'orie  des  nombres. 
Sec.  edit.  Paris.  1808.  einen  »ortrefßidben  unbfebrnoll» 
ßänbigen  Eebrbegriff  ber  3ab(«ttlebre  lieferte,  ber  oueb 
rei<b  on  eigentbömlidben  Unterfudbungen  iß.  ®ie  erße 
Slußgobe  erfdbien  Paris,  a VI.  Unb  mit  wem  fönnte  icb 
biefe  SBemerfungen  wurbiger  fdbließen,  olß  mit  unferm  tief» 
benfenben  @ouß.  ©eine  Disquisitiones  arithmeticae. 
Idpsiae.  1801.,  ßnb  ein  2Berf  beß  größten  ©dborfßnnß, 
ppß  ber  f^önßen  (^tbetfungen,  5>ie  Sinfnbmng  beß 
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griff«  unb  Ui  3eidbenß  ber  Spngruenj  bcr  Saluten,  wo*  ' 
burcb  bie  ^enieife  öicler  »{(^tigcn  ©ä^e  »on  ben 
in  t)obem  ©rabe  »ereinfodpt  werben , bcr  ^nnbamentalfa^ 
in  ber  2ef)re  »on  ben  qnabrQtif(iben  SKeflen,  wel(per  jwar 
einerlei  mit  2 e g e n b r c’ « ©a^e  »on  bcr  [Keciprocifäf,  ober 
»on  ©du0  juerjl  auf  mehrere  gonj  t)crfd()iebene  Wirten  »öU 
lig  flreng  unb  ^6(b|l  fcporfflnnig  bewjefen  worben  ifl,  bie  gonje 
2e^re  uon  ben  quabrotifdben  unb  ben  Dvcficn  l^ö^erer  ©robe, 
würben  oßein  ^inrei^jenb  fepn , ben  Slomen  il^re«  (^rfin? 
ber«  unflerbliep  ju  mod^en.  ^u«  ben  bciben  }u(e^t  genonm 
renSBerfen  »on  2egenbre  unb  ©ouß  werben  je^f  otte 
tiefem  ^enntniffe  ber  3<i^{cnte^re  auf  bem  Teicpte^en  unb 
Itdjerjten  5ßege  gefcpopft.  ®ic  Rainen  mehrerer  onberer 
ü)iat^cmatifer,  weldpc  ftdi>  um  biefen  f(^i>önett  “^fieil  ber  ' • . 
20?o4cma(if  uerbient  gemod)f  ^obeu/  oben  ge* 

nannt  worben.  SOI.  »ergl.  übrigen«  ou^  nodp  bie  'iJIrtifcl 
^fieilcr  einer  5 Teilung,  ^rimja^len,  germot’« 

2e^rfa^e,  Söoßfommcne  unb  überfyaupt  bie  befonbcren 
formen  ber^q^len/-  vorjügli^i  obep  ben  ^lctifelUnb?(iimmfe 
5lno(ptif. 

3cil^rcnfpftcJTI.  ©epen  N unb  x irgenb  jwei 
ganje  **ne  Slnja^l 

»on  ©in()eiten  betrad)fef  wirb;  ol)nc  SXücfjtdjt  ouf  jebcn 
fpmbotif(bcn  Slußbrucf  bicfer  SDlittelj?  gewöl^nlU 

d;er  ®ioi(ion,  wcl(pe  hier  burd>  wiebcrljolte  ©ubtraction 
verrietet  gebo4)t  werben  fanit/  (ojfen  fl#  in  folgenben 
©leidi^ungen: 

N = ax  + « • 

u=bx+  ß' 

b = cx  4*  r 
c = dx  4*  « 

U.  f.  f.  U.f.f. 

bie  ©tb^cn  a,  ß,  <y,  J,,...  offenbar  fo  Beffimmen,  bo0 
fie  oße  f (einer  ol«  x finb.  crBeßcf  oucB/  boß 

a,  b,  c,  d,....  eine  abne^mcnbe  SXei^e  bilben,  unb  mon 
folglich  Offenbor  immer  cinmol  auf  ein  ©lieb  biefer  0ieibc 
bmmen  muß,  weldhc«  = 9lull  iß,  weil  oflc  ©lieber  bie= 
fer  Dveihe  poßfibe  gonje  3«ht<n  ßnb,  unb  biefelbe  bemnoc^? 
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f?4>  ni^>t  in’ö  UttenbUd^e  erfltfcfen  fann.  S«  »erben  aifo  *] 
obige  ©lei^mngen  immer  folgenbe  ©ejialf  onne^men : 

N = ax  4*  o 
a = bx  -j-  i* 
b = cx  -{-  / 
c = dx  4*  ^ 


1 =mx4-  /* 

m = y . 

©utdb  furce(l|i»e  ©ubflUution  er^aU  man  hieran?  äugen- 
blicf  li^ : 

N = ax  4"  “ 

= bx*  -4  yJx  4"  “ 

=:  cx*  4-  yx»  4-  /Sx  4"  “ 

= dx<  4-  <5x*  -{-  yx*  4-  /**  + «^ 

= rxp  4"  + . . . 4*  dx*  4"  y*’  + + “ 

ober  au^> 

N ==  o 4*  4*  y*’  4*  4"  • • • “l"  i“**"“*  4" 

wo  a,  ß,  y,  d <x^t  f [einer  q(o  x finb,  unb  of» 
fenbar  oud;  ein  ober  baes  anbere  ©[ieb  biefcr9tei^e=9(]u[I 
fe^n  fann. 

' £pfan  fte^f  aifo,  ba0  olle  3^>^teu  bur^)  Svei^en  barge= 
ffeHt  »erben  fbnnen,  »e[(^>e  naci>  (pofenjen  einer  geiviffen 
3a^[  X fortfebreiten , fo  baß  olle  ©oefßcienten  biefer  0?eis 
l^en  <C  X-  ßnb.  2{norbnung  oder  ^^^len  olo 

Dvei^en  no^  ben  ^otenjen  einer  beßimmten  x,  beren 
©oefßcienten  aße  < x |7nb,  l^eißf  ein 
unbxbeffen  ©runbjaf)l  ober  ©ofi«. 

2BilI  man  nun  auf  biefe  SBcife  alle  3af»fen  ft)mbolif(^^ 
auöbriiefen,  fo  iß  flor,baßäur©ejei4)nungber©oefßcientert  ^ 
biefer  0teif)en  nur  fo  oiele  einfo(^e  ^ei^en  nöt[)ig  ßnb , alo 
X ©inl)eiten  enf[)ä[f , »ei[  bic  ^njal)l  oder  ganjeu  ^a^ten, 
weldbe  < X ßnb , ==  x — 1 iß,  woju  bann  noi^  ein  ein= 
fa^e«  ©i;mbol  für  9lud  fommf.  ©e;  iß  flar,  baß  x ade 
SBere^e  außer  9ßud  unb  ©ins  i>aben  fann.  ©ic  einf^icben 
^eießen  fürbie  ©oefßcienfen  bet  obigen  EXeiljen  [)eißen  3 a f)  U 
jcicben  ober  3 «f fern,  ©o  lange  man  beibiefenDCeil)cn 
felbß  ßeljen  bleibt,  würbe  in  jebem  ©^ßem  nodj  ein  einfas 


(' 
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t 

cjjeg  ©ombot  ffir  bfe  ©runbiol^t  nbtl^tg  fe^tt,  man 

ober  »ermeibef , wenn  Die  obigen  Dvei^en  auf  folgenbe  niet 
einfa(feere  Sßeife,  in  wel(^ec  je^t  alle  gebill)efe93ölfecub?r* 
^infommen^  gefi^neben  werben, 

3ebe  3a^t 

N = o + jSx  + yx^  + + . ..  + (U?P-‘  + »xp 

wirb  nämticb  auf  bie  SEBeife  fpmbolifbb  barge|!ellf,  bof  man 
blo0  bie  Soeffteienten  biefer  9iei[)e,  inbem  man  mit « auf 
ber  regten  ©eite  anfangt/  in  il>rer  naturli^en  Debnung 
neben  einanbet  f4)reibf , fo  baß  alfo  ^ternacb 

N = .•••  Syß» 

iß,  wobei  man  ßcb  aber  immer  ju  erinnern  ^af,  baß,  wenti 
eo  auf  bie  ^eßimmnng  beo  wahren  9Sertf)ee  ber  N 
anfommt,  «,  ß,  y,  d,...  nach  ber  0iei^,e  mitx»,  x‘,  x^, 
x^ , . . . muUiplidrf  werben  muffen. 

®ie  crße,  jweite,  britte>  nierfe  ©feße  u.  f.  f.  »on  ber  , i 
re4)fen  nad?  ber  linfen  ©eite  l)in  nennt  man  bei  biefer  5Irf 
bie  3ol)(en  ju  f^reiben  au(^  bie  nußte,  erße,  jweite,  britte 
Drbnung  u.  f.  f.,  welcbeo  ß^,  wie  manße^t,  bloß  auf 
bie  ^otenjen  ber  ©tunbja^l  bejie^t,  mit  welchen  bie^if^ 
fern  in  ben  genannten  ©teßen  multiplicirt  werben  muffen, 
wenn  ber  wat>re  SßJerth  ber  3^1)1  N beßimmt  werben  foß. 

®a  nun  bie  @runbjal)l  x,  wenn  o,  1 bie  befannten  Sei- 
chen ber  aßuß  unb  ©intsßnb,  immer  = o-i- 1.x  iß,  fo 
iß  flat,  boß  in  jebem  Sahlenfpßem  bie  ©runbjobt  10ge= 
fdjrleben  werben  muß,  unb  baß  folglich/  wie  f^on  oben 
bemerft  würbe,  für  bie  ©runbjahl  fein  einfa^eo  S««4>eo 
nbihigiß* 

2Ra(jh  biefer  ÜJfethobe  fann  mbn  alfo  in  einem  Sahlen* 
fpßem,  beßen  @runbjal)l  x iß,  aße  Sailen  mit  x einfa^en 
Seichen  fchreiben.  ®ao  5a3efentli4)e  bei  berfelben  iß,  wie 
man  leidht  ßel)t/  baß  jebem  einfachen  ßahljeichen  ein  ners 
ßhiebener  Sö3erth  nadh  feiner  ©feße  beigelegt  wirb.  ,2)aß 
bie  niebrigße  Drbnung  auf  ber  regten  ©eite  beginnt,  beu« 
tet  auf  einen  orientalif(hen  Urfprung  biefer  SDlethobe,  wor* 
übet  niit  SJlehterem  bet  2lrtifel3ahlieid?enjunergteicheniß. 
?lße  gebilbete  Sßölfet  legen  je§t  bie  3«^^ 
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t^ren  jum^runbe.  üDie  jel^nnStl^igen  (infas 

^en  ^ei4^(n  ober  Ziffern  ftnb  befanntUd^ 

0,  t,  2,  3,4,  5,  6,  7,  8,  9 . 

SEBoUfe  man  jtt)6(f  otß  23af»g  jum  ©runbe  ((gen,  jb  wären 
noeb  fär  bie  je^n  unb  bie  eüf  (infame  ^eidben  nbtbtg.  3(1 
jwei  bie  ©runbjabf,  fe  fonn  man  aße  bloß  mit  ben  i 
(infadben  ^^idben  0 , 1 febreiben.  üDae;  @9(?em , be(fen 
©runbiabl  jebn*i(?/  b«ißf  befonntlldb  bae(  3Decabif(^)e.  lieber 
bie  ^nabif  ; X)obelabif  unb  bie  $etraf(t^8  f.  m.  bie  befom 
bern  Slrtifel.  3n  bem  SIrlifcl  Sßoriationen  gegebener 
®inge  (10.)  i(f  eine  ollgemeine  SInleifung  jum  0cbreiben 
oßer  3abl«n  «odb  einem  wiHfübr(i(ben  gablenfjjjleme  gege< 
ben.  §ut  bie  ®nobif  unb  Sobefabif  wäre  ber  Einfang,. 

' wennin  Üblerem  0i;(lcme  5ebn  unb  eilfburdb  ? unb  j be=s 
jei^net  werben , folgenber: 
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1 
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10 

2 
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14 
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15 
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17 

(19) 
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la 

(21) 
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1* 

(22) 

10111 

IS 

■ (23) 

11000 

20  ' 

(24) 

llODl 

21 

(25) 

Di,;;;:-  / Coogle 
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, 3ebc  befabif4>  ausgebrücffc  fann  nci(J)  einem 
änberen  ©^fieme  fc^ciel^t  miffelfi  fuccef][i»er  ©inijion  nrii 
ber  ©runbiä^t  beg  ©pfiemö  «uggebrucft  werben,  wie  foU 
gcnbeg  Söelfpiel  för  bie  ©runbja^t  7 jeigt.  ®ie  gegebene 
befabif4>e  fep  = 3465» 


T) 

7) 

7) 

3465 

495 

, 70 

10 

1 t 

3465 

490 

70 

7 

1 « 

0 

5 

0 

3 

1 

SDlan  bbibirf  fo  iange,  big  man  auf  einen  üuofienfen=:0 
fommf,  unb  fdbreibf  bie  Övefle  »erfel^rt  neben  einanber. 
®ie  befähige  3a^t  3465  no0  bem  ^a^tenfpflem , be(fen 
©runbja^l  7 ifl,  gef4?ricben,  ijt  alfo  = l3050. 

3«  ber  ‘i^ar  ijl  auch  tiefe  ^a^l 

= 0 + 5»7-f0.7-  + 3.7>+  1.7« 

SSI  35  + 1029  + 2401  = 3465  > 

iböraug  man  jugtei^)  fiei^f/  wie  man  umgefel^rf  febe  na^i 
irgenb  einem  anbern  ^a^lenfpfieme  gefd;riebene  3at)t  befai 
bif<^  augbrücfcn  fann.  5)er  ©runb  ber  obigen  Sßerfa^= 
runggarten  wirb  teidbf  in  bie  klugen  (ießen. 

®ag  3lugfpre<ben  ber  ^a^fen  gehört  nicht  in  bie  SWa* 
thematif , fonbern  in  bie  ©rammatif,  ba  bie  Siegeln  ni(^t 
in  allen  ©pradjen  einerlei  (inb.  ©ine  breijiffrfge  betabifefee 
3ahl  fann  3eber  augfpre^en»  SSielsiffrige  fahlen 
man,  »on  ber  regten  nach  ber  tinfen  4>anb  ju  gehenb,  in  ‘ 
klaffen  jubrei  Ziffern,  unb  fd)eibe  bieiUQffen  abwechfclnb 
burdh  ©ommata  unb  bie  r6mifd>en  Ziffern  1/  If/  fU/  IV, 
u.  f.  f.  non  einanber,  febe  einjelne  Älajfe  fpredhe  man  für 
ft(^  aug,  jebeg  ^omma  burdh  ^aufenb,  unb  I,  II,  III, IV, . . » 
nad>  ber  0teihc  bur^  SOiißion,  Sittion,  Trillion,  üuabtili 
lion,  u. 

47"'639,426"785,043'760,285  ; 

47  ‘5:cilIionen  639  ^laufenb , 426  Siöionen  785  ^aufenb, 
43  5WilIionen  760  ^aufenb , *285.  2Im  bejien  fe^t  man 
bie  römifdhen  3iffet  »t  o b e n sut  Üiedhten  ber  einjelnen  ji'lo^en, 
wie  biefeg  ©eifpiel  jeigt.  2)iefe  Üvegeln  finb  bie  eiufad?- 
(ien  für  bie  beutfehe  ©pradhe. 
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55erfdWfb«ne  »eld^ie  fottfl  Bloß  in  Sejug  ouf 

baß  befobif(l?e  bewiefcn  werben , laffen  ßcB 

leicßt  auf  jebeß  So^tenf^flem  erweitern.  3-  foigenbeß 
ÄennjeitBen  ber  ^^eilbarfeif  ber  wldfü^rUcben 

N = a + /Sx  + yx’  + + . . . 

bur4>  bie  betiebige  3aBt  n.  0ep  . 

X 3=  qn  + ?,  X’  = q'n  + f',  x’  Ä q”n  + e",  ...  J 

fo  Iß 

N = (^q  + yq'  + 3q"  + tq"'  + . ..  )n 
4-  » + + y?'  + 3g"  + ep  " + . . ; 

5Kfo  iß  N bur(b  n t^eitbdr , wenn 

» + /*e  + re'  + 3<>"  + e?"  + . • • 
burdb  n tl^etfbar  iß.  9)?an  fc^e  aifo  unter  bie  einjetnen 
Ziffern  ber  N bie  Dveße,  welche  bei  ber  S)ioißon  t»on 
X® , X*,  X*,  x^,...  burch  n bleiben,  »on  ber  rechten 
nach  ber  linfen  .^anb  hin,  niultiplicire  bie  übereinanbers 
ßehenben  fahlen  in  einanber,  unb  unterfu4)e,  ob  bie 
©umme  biefer  ^robucte  burch  n theilbar  iß.  “SJa’ 

X™  — 1=(X — 1)(  xm— '4xui— 2 . 4 x4-l) 

iß;  fo  iß,  wenn  p eine  ganje  3^hi  bejci^jnet, 

X®  = (X  — l)p  4 1, 

unb  folglich  ber  0teß,  wel(hen  bie^ioißon  x™  burdh  x — 1 
laßt,  für  jebeß  m,  = 1.  2llfo  na4?  bem  Obigen 
N = o 4"  + yx“  + =t  ... 

= . ; . . eSyßa 

burdh  X— 1 theilbar,  wenn  bie  ©umme  ber 
a4-^4y4'^  + «+  -”* 

burcl)x — 1 theilbar  iß.  !S)ieß  ßimmt  überein  mit  bem 
befannten  i^ennjei^en  ber  '^h^ilbarfeit  einer  3^hl  burdh  9 
im  Defabif4)en  ^ahitttfijßeme  (“^h^ii^f  3<*hi-  ^0 

SOI.  »ergl.  ben  5lrt.  3ah4eid;en. 

S«54ei'4cn,  Siffern  (Characteres ; nu- 
meraux,  chifFres;  engl,  figures)  ßnb  in  jebem  3ohl«n= 
ftjßeme  fchriftli4)e  f « ober  ©ejeichnungen  b e r Sch- 

ien, weldhe  Heiner  alß  bie  yrunbjahl  beß  ©ijßemß  ßnb, 
bie  iJiull  mit  eingeßhloßen , wobei  eß  aber,  weldheß  wir 
fogleid?  hi«f  bemerfen,  nicht  fowohl  auf  bie  ©eßaltung 
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blefet  ©^mbole  fttlbjl  / ol6  bietmel^r  auf  bic  SOTcf'^oben  an* 
fommt,  na^  n)((4)en  mit  einigen  wenigen  einfachen 
5ct^en  alle  ^abien  bejcic^net  werben.  S5on  ber  tooDfom= 
men|fen  biefer  SJlet^oben  / weidbe  je^f  alle  gebilbefe 
fer  beö  alten  unbbees  neuen  ^Kontinent«!  befolgen,  ijl  inbem 
5lrtifcl  3ablfnf9(lem  ein  2lbri0  gegeben  worben,  ©egem 
Wartiget  'Jlrtifel  ijl  beftimmf,  fo  weif  bie  unö  3u  ©ebofe 
fle^enbcn  SÖiitfel  unb  ber  befci^ränFfe  0?aum  eg  gejlatfen, 
bie  ©efcbi^fe  biefer  witbfigen  ©rfinbung  ju  liefern,  nonweU 
(feer  Saptace  in  ber  Exposition  du  Systeme  du  monde. 
e'dit.  p,  325.  mit  Dvedjt  fagt:  „ber  ©ebanfc,  alle  önan* 
titäten  burcb  neun  3«icben  auojubrücfen,  inbcm  man  i^ncn 
juglei(^  einen  abföluten  unb  einen  ©tellenwert^  giebt,  ijl 
fo  einfach,  ba^  man  eben  beg^alb  nicht  genugfain  erfennt, 
weldje  ©ewunberung  er  nerbient.  '2lber  eben  bicfe  ©in= 
fachhfit  unb  Seidbtigfeit,  welche  bic  ÜKetl)obe  bem  ©alcul 
5iiftcherf,  «heben  bag  arithmetifche  ©pftem  ber  3ubier  ju 
bem  Orange  ber  nü(jlichj!ei|  ©rftnbungen.  SSJie  fchwer  eg 
war,  eine  fold>e  SOiethobe  aufjufinben,  fann  man  baraug 
obnehmen,  ba^  fie  bem  ©enie  beg  2lrchimebeg  unb 
2lpolloniug  »on  ^erga,  jweier  ber  gropten  ©eifier 
beg  2llterthumg,  entgangen  war. " 

1.  35en  ©runb,  bap  fa|!  alle  236lfer  big  jehn  jahlen, 
hat  fchon  2lrifloteleg  (Probl.  Sect,  XV.  Probl.  III.) 
in  ber  ©eflalt  unferer  .^änbc  unb  gupe,  alg  fünfdpigec 
Organe  gefunben,  unb  2llcpanber  »on  ^Jumbolbt 
fuhrt  in  biefer  S3ejiehung  in  einer  treffidjen  afabemifhen 
2lbhanblung  über  bic  bei  nerfdhiebenen  936lfern 
üblid)en  ©ppeme  non  3ahtenieid;en  unb  über 
ben  Urfprung  beg  ©tellcnwcr theg  in  ben  in* 
bifchen  welche  man  in  Grelles  Journal 

der  reinen  und  angew.  Math.  IV.  3.  S.  205.  pnbef, 
nerfhiebene  intereffante  ?h«^fnd?tu  wobon  wir  hicf 
©inigeg  augheben.  2fn  ber  © h • ^ u = ©prache  ber  9)1  u p g* 
f ag  hript  10  5 Up  (quihieha  ober  qhieha),  weil  man 
ben  §up  nennt,  wenn  fd[)on  beibe  .l^dnbe  burchgejdhltpnbj 
11 , 12,  13heipen  bon  ben  ^nh^U’^f^rrn  ata,  bosa,  mica 
(eing,  jwei,  brei)  quihieha  ata,  quihieha  bosa,  qui 
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ga^ljcid^en. 

hiehamica^  b.  i.  eitt/  5**^  JWClf  5U0  btd. 
50  ^ei^f  §u0  ,jc^n  aber  ein  4>iuöc|)en  (gueta),  »teU 
leicbt^  fagt  von  ^umbotbt,  tveU  man  nadb  tOWeif6r< 
ncrn  jä^tte,  unb  ein  ^äuf(ben  9Kaie!  on  bie  SOlatofcbeuec 
erinnerte.  2ln  einer  großen  3lnjo^(  von  ©pradben  Reißen 
5,  10  eine  J^anb,  jwei  .^änbe.  3« 
ber  von  benen  v.  .^umboibf  volfrelibe 

SDIiftTonöbörfer  am  2Ipure*§iuß,  n)e((^er  ß4>  in  ben 
Drinocco  einmünbet/  fanb/  l^eißf  40  noeni  pume, 
von  noeni  jivef  unb  pume  9Jlenfcb;  b.  i.  jtvei  SOiem 
f(ben,  tveit  man  ben  ganjen  £0?enf4)cn  nannte,  ttadbbem 
man  an  beiben  (Sytremitäten  bie  Ringer  abgejd^it  ^atte. 

em  ^erßf^jen  l^eißt  pendj  fünf,  von  pentscha  bie 
aujt,  i)erjiammenb  von  bem©anfrrit=2Bortepantscha, 
tvelcbeö  nach  S5opp’a  S3emerfung  auf  baö  rbmifdje 
quinque , fo  ivie  baO  inbiftb*  tschatur  aUf  quatuor  ge: 
fü^rt  bflben  fott. 

3Iri(ioteIeö  erwü^nf  ü.  g.  ö.  iügteidb  eines  tl^racU 
feßen  aSolfes , wetebes  nur  bis  4 jüble.  S)aburd)  tvarb 
.ßrbnrb  9Beigel  veranlaßt,  bie Ovegeln  ber  tetrohifeßen 
?lritbmetif  in  befonbern  ©d;riften  ju  ennviefetn,  tvotüber 
ber  2Irtifei  “^etraftif  na(bjufebe-n  iß.  ®ies  tvüre  aifo  eine 
Slusnabme  von  ber  Siegel,  baß  aHc  Sßotfer  bis  10  jatßen. 
3n  beril  Bulletin  des  scieftces  niath.  par  Fe'russac. 
Juin.  1827.  p.  345.  werben  als  Ißerber  gel)örenbe  25ei= 
fpiele  noeß  bie  ©rönlanbcr  unb  ein  oßiafifd;er  ©tamm, 
wcld)e  nur  bis  5 jüblen  (f.  ©gebes  gfönlanbifd?e  @ram= 
matif.  1760.  unb  Klaproth  Asia  pölyglottai  171.) 
erwäbnO  fo  wie  na(^  ber  Voyage  de  F.  Pyrard.  2.  par- 
tie.  Paris.  1619.  in  einem  matbivifd^en  @prdd?ibiom  12 
bie  S)aßs  ber  Slumeration  fepn  foll. 

2.  S5ie  So^ienjei^en  ber  meißen  alten  Sßblfer,  unb 
bie  50ietboben , mit  einer  geringen  2lnjabt  cinfadber 
eben  alle  3obi<n  yu  fdjreiben,  waren  unbequem. 
SOieißens  bebienten  ße  ßcb  bayu  ber  ^iid)ßaben  ibrer2llpl)a= 
bete.  X>ie  .^ebraer  j.  be}eid?ncten  bie  ©iner  burd?  bie 
9 erßen  23ucbßaben  ihres  2llpbobetes;  bie  3*hn«o  bureb 
bie  9 folgenbeni  100,  200,  300,  400  würben  bureb  bie 
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t>i?f  tc^ftn  25u(|)fTa6en,  unb  500  bfö  900  burc(j 
menfe^ung  »on  400  mit  100,  200,  300,  400,  500,  fo 
ba0  frflerc,  na^  orienfa(if(^)ec  3lrf  ju  fc^jreibcn,  »oran 
bejeidbnef.  ®tc  “^aufenber  nJerben  wie  ble  Cincr  mit  jwei 
barübec  gefegten  <Punffen  bejef4>ne(.  2IDe  übrigen  ^a^tert 
erhielt  man  burd)  blö^e  CWebeneinanberflellung  biefer  3«»* 
djen  / fo  ba§  imniec  bie  größere  woran  Wl.  f; 

Geseniua  Lehrgebäude  der  hebr.  Sprache.  Leip-' 
zig.  S.  15.  3m  ^cbtäifd^en  teerte  beß  alfen  Xefiamenrß  . 
ftnb  bie  mit  2öortcn  gefd?rieben.  W.  .^umbolbt 
^af  in  ber  angeführten  trefpi^en  2lbh0nblung  febr  »iete 
SKethoben,  bie  geringen  2Injahl  einfacbet 

Reichen  jufcbreiben,  »ergtid)en,  unb  biefelben,  miriäußs 
fdjiu0  ber  heutigen  folgenbe  »ier  .^(ajfen 

gebradht. 

(£r(ie50lefhöbe.  ©urdb bföße Ülebeneinanberffeilun^ 
(3u;topojItion)  einiger  einfachen  3f>4>en,  wie  bei  ^ußs 
fern,  Diömern,  ©rieten  biß  jur  !9i^riabe,  fSlltfu 
fanecnunbSlegppterir.  5Bir  wählen  olß  ^eifpiei  bU 
römifche  ^ejeid^nungßarf. 

I 

Ginfache  3«‘^®*** 

1,  5,  10  , 50,  100  , 500;  '1000 

•I,  Yi  X,  L,  C,  I»  ober  D,  CIO  ober  M . 

Gin  einie(neß'<Stücf  würbe  bur^  eine  fenfrechf^  2ini^ 
(I)  bejeidinet,  fünf  Stücf  burtb  einen  fpi^igen  2Binfei 
(V) , funfjig  @tücf  bur^  einen  regten  SBinEe'l  (L).  2luß 
ber  Söerbinbüng  3weier  V entfionb  X,  fo  wie  auß  ber  Söer* 
binbung  jweier  übereinonber  gefegten  L eine  .klammer,  unb 
burcb  beren  'Jibrunbung/  um  beß  ^orteß  centum  wißen/ 
baß  C.  500  @tü(f  würben  burd>  ein  üuabraf  bejeichnet/ 
worauf  na^  unb  nach  10  unb  D entflanben.  2luß  CIO 
entflanb  M,  weil  bictfer  S3u(hfiabe  ber  etjlebeß  5Öorteß 
mille  war  (2ateinif(h^  ©rammatiE  »on  ©rotefenb. 

3.  Slufl.  S3nb.  II.  S'ranff.  1820.  ©.  163.).  ©teicbe  nU 
beneinanberftehertbe^eid^en  bebeuteten  eine  Sötrwielfachung 
beß  einfadien^eichenß,  wie  j.  35.  XX  (20),  XXX  (30)/ 
CC  (200).  @tehen  jwei  ungleiche  Reichen  bei  einanber/ 

V.  G e e e 


Digilized  by  Google 


1170  . , , 34  W«»* 

fo  pnb  awei  ju  unterfd^jelbm.  glnbef  f?4>  bo«  3«J4>ett, 
wel^ets  ben  f (einem  8uc£infcn,  foi|f 

cß  in  Sejug  auf  baß  anberc  3^4?«  fubfractin,  wie  j.  25. 
IV  (4),  IX  (9),  XL  (40),  XC  (90).  ginbef  (tdb 
bagegen  baß  3<4en,  weldbeß  ben  fteinern  3a^fen»erf^ 
bat , re4)fß,  fo  ift  eß  in  25ejug  auf  baß  anbere  3«i4>«n  ob* 
biti»,  wie  j.  25.  XI  (11),  VI  (6),  LX  (60).  SRacb 
biefen  ©efe^en  i(l  eß  leidet,  olle  i«  bilben.  ©o  bc* 

beutet  s.  25.  MDCCCXXXIV  bie  1834.  ©o  i^ 
tiun  auch  103  = 5000,  CCIOO  = 10000,  1000 
= 50000,  CCCIOOO  = 100000,  CCCCIOOOO  = 
1(XX)000.  SÖJie  weitiäufig  biefe  25ejeidbnungßart  auß= 
faßen  mu0,  wenn  bie  Booten  auc^  nur  einigermaßen  groß 
werben,  faßt  in  bie  2Iugen. 

Bweite’50?et^obe.  Sßeroietfaeßung  unb  93ermin= 
berungbeß  SBJert^eß  bur(b  baröber  unb -barunter  gefegte 
Beiden. 

Sin  25eifpie(  liefern  jun5dbßbiegried[)ifdben25u(bßaben5 
jablen  in  ber  S^veibe  ber  ^aufencer  unb  ber  SWpriaben.  §o(s 
genbeß  entb^it  eine  Ueberßeßt  ber  gtie^ifeßen 

« ß y J « e 0 

1 2545678  9' 

(Bau) 

ixX/nv^ong 

10  20  30  40  50  60  70  80  90 

( Konna  ) 

gatvipxV^ta^ 

100  200  300  400  500  600  700  800  90Ö 

(SafiTil) 

«ßySes^V® 

11111111  1 

1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000  9000 

n ß , y S t 

m,  M,  M,  M,  M,  u.  f.  f. 

10000  , 20000  , 30000  , 40000  , 50000,  u.  f.  f. 

10000  hüben  eine  SSJl^riabe,  bie  audb  burdb  Mv  bejeidßnet 
wirb.  9?adb  biefer  ©ejeidßnungßart  ifl }. 

jef/J 

= 84627438  . 

1 ^ ' 
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• » 

©röd[)e,  bercn  (Einl^dt  ifi,  wecbtn  Bloß 

biird?  bcn  0?cnner  mi'f  einem  2lcufu6  bejeid^nef.  ß.  S&. 
/=j-,  = Son(!  »erben  unö 

SJlenner  in  eine  Sinic  gefebtieben,  ber  erflere  »oran/  unb 
burd?  bie  @r6^e  ber  0dbrift  unferfebieben.  9)1.  f.  D e- 
lambre  Histx)ire  de  l’Aetronomie  ancienne.  T. II. 
ChapiLp. 6.  Oeuvres  d’Archimede  par  F.,  Peyrard* 
Paris.  1807.  lieber  bie  Slrirbmetif  ber  ©riedben.  31.  b. 
Sranj.  beö.lpetrn  S)e[ambre  »on^.^.^J.  .^o  ff  mann. 
SWainj.  1817.  91.  9)iaffbi.d  onsfubrt.  grieeb.  ©ramm. 
2.  9luf(.  2pjg.  1825.  I.  ©.  23.  509. 

95orjüglldb  »idifig  ftrtb  bie  »on  © i tp  e |!  r e b e © a c 9 
in  einem  ^anuferipte  ouei  ber  ^ibliofbef  ber  aifen  9Ibtc9 
©f.  ©ermain  bu  ^reg  entbeeften  orabifebert  ©obar=3if' 
fern,  ©ilbejire  be  ©aep  fagt:  le  gobar  a un 
grand  rapport  avec  le  chifiFre  indien,  niais  il  n’a  pas 
de  Zero  (v.  .^umbölbta.  a.  0.  S.  223.). 

3n  biefer©obar=  ober  ©toubfdjriff  werben  bitf 
Seiner , J^unberfer  u.  f.  f.  burd>  beigefügte  fünfte  an» 

gegeben/  wie  j.  93.  3*  = 30,  4”  = 400,  6 ‘=6000. 

©.  auch  in  (3.)  ba«  ©dboUon  bee  SHbndbts  ülcopbpfoö. 

©ritte  9Betbobe.  Sßermeifaebung  beg  2öertbeö 
bureb  ©oefjtpienten.  ' 

©iopbanfuö  ;,nb  ^appug  j.'  95.  fdbreiben  ßMv 
für  2 X 10(XX)==  20000,  aMvß  bebeutet  einmal 
10000  + 2 = 10002. 

93ierfe  ÜÄetbobe.  SOerpielfaltigung  unb  S5er» 
minberung,  aufjjeigenb  unb  abfleigenb,  bur^  9Ibtbeilung 
öon  3a'^lf<ii^tcn,  beren  2Bertb  in  geometrifdber  ^ro» 
greffion »erminbert.  591.  f.  mit  591ebrerem  0.  .^umbolbf 
0.  0.  O.  ©.  225. 

3.  ©ie  in  uralter  3<it  fi^>ön  unfere  gei' 

genwürtige  ^ejeiebnunggarf  ber  ßablen.gebraudbt. 
je^igtn  34tsddben  jlimmen  swar  nid)f  mit  ben  unfrigen 
überein,  aßein  auf  bie  Sigur  fommt  eö,  wie  fdbon  oben 
erinnert,  b««f  nitbt  an,  fonbern  auf  bie  im  9Irt.  3o^i«‘f9= 

(£e«e  2 
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(ff Ol  borgffffllff  SÖlftl^obe,  mit  «inlg<n  elhfa(^>^n 
olle  5U  bejeic^nen.  Unfcre  3a¥je«<b«n  werben  jn>at 
oft  arabifebe  genannt,  aber  bie  'Araber  ^aben  fte  »onben 
3(nbern  erbalten,  ©le  23eweife  für  biefe  SSebauptung  üu 
fern  Sßalliei  in  feiner  M&thesis  universalis.  Cap. IX., 
wie  au(b  in  feinet  5llgebra  (Cap.  III.),  unb  SOfontncla 
in  feinet  ©efcbicbte  ber  SOfatbematif.  T.  I.  p.  375.,  weis 
cber  Pa8  SOfelffe  non  jenem  entlehnt  bnf*  ®^li<b  finbtt 
man  in  mehreren  Söibliotbefen  9)lanufcripte  non  arabifben 
2lbbanblungen  über  bie  ^Iritbmetif,  weldbe  btn^itel  babent 
®ie  .^unjf  ju  rechnen  nach  3** 

ber  35ibliotbef  ju  Reiben  ijf  ein?0?anufcript  biefet  5lrt,  wo= . 
rin  bie  Bob^^iiben  ben  unfrigen  f?br  abnlidb  (inb.  — B^^eü 
tenö  fagt  ein  .arabifdber  ©dbriftfießet  5llfepbnbi,  bo0 
bie  3«bifcbe  (Jlation  (ich  breierlei  ©Inge  rübme,  einc6  iÖiii: 
^eo,  bag  moralifbe  Sabeln  enfbdlt,  ihrer  Ovecbnnnggart, 
unb  beo  ©cbacbfpietg.  ferner  fagt  ein  anberer  arabifcbcr 
©cbciftjfellec  aus  bem  l3ten  ^abrbunbcrt  in  ber  23ors 
rebe  ju  einer  aftronomifcben  ©d;rift,  bie  (tcb  in  ber  $Sis 
'bliotbef  ja  l'eiben  bejinbet,  ba^  bie  gebadete  Diedjnungßarf 
non  ^nbif^en  ^'bilofopben  erfunben  fep.  ^ ©ritteng 
i(f  non  bem  SJföncb  ^tanubeg  im  13ten 
banbfcbriftlid?  an  mehreren  Orten  ein  oritbmetifdKg  2Betf 
norbanöen,  welches  ben'^itel  bot:  loyianxi]  ivdixr],  ober 
ipTj(po(po()ia  xma  Jvdovg,t).  i.  ^nbifche  9vcd>enfun|l,  ober 
Rechnungsart  jufolge  ber  ^^^ber.  ©ie  SSejeichnnngsort 
ber  Bohlt»  If^  bölllS  unfere  je^t  übliche,  nur  bie  €boraftere 
ober  Boblfisutt»  0»b  »<>»  ben  unfrigen  nerfhieben,  fom* 
men  aber  fafi  gdnjlich  i»if  benen  überein,  welche  5llfes 
pbobi  als  bie  ju  feiner  B«if  üblid)en  angiebt.  planus 
bes  fügt  ferner,  nacbbem  et  bie  Sefhoffenheit  ber  neun 
bebeutenben  B'lftb»  erf Idrt  bot , noch  ausbrucflich  binju  s 
©iefe  neun  SboraNere  finb  ^nbifch«-  B»bies 
fen,  fahrt  er  fort,  fommt  nodb  bas  jebnfe  Reichen, 
T^KpQa  genonnt,  weldbts  etwas  nid;t  norbanbenes  bebeus 
tet.  ©as  arabifhe  2öort  Tzaphar  bel0t  teer  fepn,  weis 
(hes  obneBweifel  ber  Urfprung  ber'üöbrter  chiffre,  cifera 
Ober  cifra,  B‘jftb  »»b  zero  ijf.  — SölertenSj  als  bie 
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jtfit  übti^e  dtedbttungeatt  in  (Sutopa  efngefiJ^rf  warb,  nol^m  • 
ttion  ee(  otö  ousgcmadbf  on,  ba0  fie  »on  ben  ^ttbern  ^er-' 
fomme.  ^o^anne«  be  ©acro  ^osco  im  13fett 
3<»^r^unberf  bcieugt  biefeg.in  ben  95erfen,  womit  ftcb 
‘ feine  in  gebunbener  Diebe  gef^^riebene  2Iritl^me(if  an? 
fangt: 

Haec  Algorithmus  arc  praesens  dicitur,  in  qua 

Talibus  Jndorum  fruimur  bis  quinque  figuris, 

®ie3o^tjeicbenbee!  ^fo^nnneo  be  ©acro  = 5Sogco 
finb  mit  ben  unfrigen  grb^tentbetf«  einerlei. 

S3on  befonberer  SKiebtigfeit  i(l  ou^  folgenbeg  »on  t>. 
.^umbofbt  d.  a.  0.  ©.227.  au«  einem  Sobejr  ber  <pa* 
rifer  23ib(iot^ef  mitgetbeilte  ©dbotion  be$  SOlbn^oDlcps 

Tzyphra  est  et'vocatur  id,  qiiod  cuivis  Ktterae 
inde  a decade  et  insequentibus  nunieris  q^uasi  qt«' 
jf()ot'inscribitur.  Sigpificatautem  haclndicavoce  tale 
analogiam  numerorum.  Ubi  igitur  scriptum  est  si- 
mile primae  litterae  «7,^«,  prounitate  scriptae,  atque 
siiperimpositum  habet  vel  punctum  vel  quasi  o,i«- 
addita  altera  figura  litterae  ludicae,  differen- 
tiam  et  augmentum  numerorum  dcclarat.  E.  g.  pro 
primo  graeco  numero,  ascripto,  apud  Indos  sive 
linea  recta  perpendicularis , quando  non  habet  su- 
perimpositum  punctum  vel  outXQWf  ipsum  hoc  de- 
notat  unitatem,  ubi  vero  superimpositum  sit  pun-r 
ctum  atque  altera  littera  adscripta  sit,  figura  qui- 
dem  similis  priori , significat  XI,  propteraddita- 
mentum  similis  litterae  atque  siiperimpositupi  unum 
punctum.  Similiter  etiam  in  reliquis  litteris  , que- 
inadinodum  adspectus  docet.  Si  vero  plura  habet 
puncta,  plura  denotat.  (^uod  intclligas,  lector, 
et  supputes  unumquidque.  ' > 

!Die  9 beß  Dleopbb^o®*  flnb,  aufee  btr  4, 

ganj  ben  perjij'dben  dbnlid;.  Dladj  biefer  Sejeid^nungsact 

wäre  atfo  j.  SS.  2 = 2<),  24  =-  24,  5 = 500,  6= 

n 

6000  , 3 4*  6 7 ==3467.  5Bie  ä^nticb,  nur  weitläufiger, 
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ga^4eid)Ctt. 

biefe  ^nb{f<^)e  SBeselcbnungöart  bec  unfdgcn  ijl,  fäUf  auf 
bfu  erflen  33llcf  in  bie  klugen.  ®ic  über  bie  «injetnen  ^if* 
fern  gefeJjfen  Sflußen  erUiebfeen  glct^fam  nur  bag  ^us» 
fpre<bfn  ber  ^abUn , unb  fonnten  ebenfaßg  weggeloffcn 
werben.  tEH.  f.  mit  tO?ebrerem  u.  J^umboibt.  a.  a.  0. 
©.  228.  ' ^ 

4.  Sine  ©teile  in  ber  ©eometrie  beg  ^oetbiug  (im 
Slnfange  beg  6ten  3al)rb.)  fbnnte  wegen  beg 
Urfprungg  unferer  Sflumeration  Zweifel  erregen.  Sr 
fogt,  bgg  einige  <Pptl)agoräec  jur  23ejeicbnung  ber  3ablen 
gewiffe  ^ei^ien  erfunben  batten , bie  er  Apices  ober  Cha- 
racteres  nennt.  Sr  erflärt  barauf  ihren  ©ebraueb^  unb, 
ungea^fet  ber  ©unfelbeit  feiner  ^efebreibung , erfennt 
man  bo^  baran  bie  jti^t  übli(be  2Irt  ju  rechnen.  3^  fogar 
in  einigen  .^anbfebriften  beg  gebaebfen  SBerfeg  finöet  man 
Ziffern,  hieben  unfrigen  nabe'fommen,  jum  '^b-it  flanj 
Äf)nU<b  jlnb.  ®o(b  wirbaudb  in  alten  .^anbfebriften  bejfets 
ben  2Berfg  21llcg  mit  römifd^en^ablbudjflaben  auggebrueft. 
2öäre  bie  befabifbe  ©ejeiebnunggarr  eine  grieebifbe  Sr= 
finbung,  fo  ifi  nid)t  ju  begreifen,  baß  ein  fo  finnreidjeg 
Sßolf  al.g  bie  ©rie(ben  fie  nicht  benuljf  haben  foßte.  2lber 
' Sutociug,  wel(ber  um biefelbe^dt  mit  bem  S5oc  thiug 
lebte,  bebient  fi<b  in  feinem  Sommentar  über  beg  2lrd)iä 
mebeg  ©anbreebnung  ber  25ucbpaben  oug  bem  2I(phabete 
a(g  welche  fo  feflon  ihren  ©ewohm 

beiten  unb  .^enntniffen  halten,  haben  ihre  SKcdbmmggarf, 
welche  bie  unfrige  iji,  gewi^  nibht  »on  2luglänbern  ance= 
nommen.  Sßielmehr  ift  |ie  »on  ihnen  burdh  bie  3lraber  unb 
anbere  o|tatifcbe  Sßölfer  in  bem  wefilicben  21|ien  befannt 
geworben,  woher  Söoethiuß,  ber  in  Italien  lebte,  9flacb= 
riebt  baoon  erhalten  fonnte,  Sr  febrieb  fle  ben  <^)pthagos 
raern  ju,  bie  wegen  ihrer  arithmetifeben  Äenntnijfe  in  Dtuf 
flanben,  entweber  jufolge  einer  ©age,  ober  nod)  feiner 
eigenen  59?nthma§ung.  9)?an  hatte  aber  feine  rechte  95or= 
ffeflung  »on  ber  befabifdjen  Üveduiung  unb  ihren  großen  Sßor= 
theilen,  unb  blieb  batjer  immer  bei  ber  alten  unbequemen 
Steife,  woju  no^fam,  baß  bie  mathematifd>en  SBiffen= 
fdbaften  unb  aße  übrigen  in' ben  '^benblünbern  unb  in  bem 
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grledbif(|>ett  Dteidbe  Immer  mel^r  in  SSerfoD  gerieJl^en.  ®ie 
aUe  9ieci^nung(Sfocm  f)at  fti^  no(^  lange  metter  l^tn  in  tem 
n>efllict)en  'Elften  ecl^alfen.  9Han  fie^f  es  baraus,  ba0  bet 
5?alipl)  SB a leb  (um  700)  »erboten  f)ot,  bie  gried;ifcl;e 
0pra^e  unb  SSejeid^nung  ber  b«n  £Xed)nnngen 

ber  ©taatsfaffen  ju  gebraud?en  ( G i b b o n ’ s history  of  , 
the  decline  and  fäll  of  the  Roman  enipire.  Vol.  V. 
p.  321. )•  SD?.  »erg(.  ,Weidleri  Spicilegium  ob., 
servationum  ad  Historiam  notarum  nuraeralium 
pertinentium.  Wittenbergae.  1755.  Männert  de 
numerorum  quos  arabicos  votant  vera  origine  py-  • 
thagorica.  Norimb.  1801. 

5.  Sfladb  Semerfung  ©ebülots,  mefdbe  ». 
4)umbolbf  a.  a.  D.  ©.229.  onfü^rt,  l^at  bie  inbifdbe 
9ied>nung6ocf  i^ren  SBeg  in  bie  21benblanber  burdb  ben  ges 
lehrten  2lflronomen  0ii^ an  ÜJlu^ammeb  ebn  3I^mef 
Sllbiruni,  weldbet  in  ^t'*^***’  auf^ielt,  gefunben, 
»ieHeicbf  audb  burd(>  maurif(^e  «orbs 

afrifanifc^en  i?ü|ic  unb  ben  Söerfe^r  terfetben  mit  ifaiiä= 
nifeben  .^aufleuten.  Sf?adb  bet  gem6bn(id>en  20?einung 
brad»ten  fie,  bie  Slraber , weldbe  fie  »on  ben  3nbcrn  angcs 
nommen  batten,  nacb  ©panien,  t»o  »»abrfebeinfidb  fcboit 
im  jebnten  ^^brbunbert  ber  wegen  feiner  ©elebrfamfeit 
berühmte  ©et ber t,  aus  granfreicb  gebürtig,  n)cld>er 
unter  bem  SJlamen  ©ptnefier  II.  im  3abre  999  bie 
pabfitiebe  SBürbe  erhielt,  jie»on  ihnen  lernte.  3*^  einem 
feiner  ©riefe  fagt  er,  ba0  biefelbe  ^^hl  modo  simplex, 
modo  compositus , nunc  digitus,  nunc  constitua- 
tur  ut  articulus.  ^n  einem  SXedbenbu4)e  aus  bem 
14-ten  3ahrhunbcrf  ht*0rn  10/  20,  30  numerus  arti- 
culus, unb  11,  12  bis  19  numerus  compositus. 
(.Käflners  J0.  b.  SD?.  II.  ©.  699.).  (Ein  ©hronifen= 
fbreiber  SBilhelm  »on  SD?almesburp, 'ber  unge=  . 
fdhrl503ahre  nadh  ©erbert  lebte,  fagt»on  ihm:  Aba- 
cum  certe  primus  a Saracenis  rapiens  regulas  dedit, 
quae  a sudantibus  Abacistis  vix  intelligantur.  3^ 
einem  geometrifeben  SBerfc  ©erberts,  bas  in  eine 
©ammlung  »erfcbiebener©(briften:  ThesaurusAneedo- 
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torum.  T.  III.  Augustap  Videl.  1721.  cmgfrucfHflf 
fint)  2lu{fre^nungfn  tet  Figuren  mit  befabjfd)«n  ^a^Un 
tiairg«(!c(It.  S)ci6  ^2anuf£rt))t^  tvoraud  td  obgebrucft  tvor: 
ben , ter  .Herausgeber  600  «If-  •(! 
gusbrndflic^  angeführt,  top  es  t»efabifcbe'3iff«rn  entere; 
bpdb  ober  ju  vermut^en , well  fonfi  bie  95eränberung  bec 
ga^lbudbjlaben  in  befabif^e^e»«^«»  »o^l 
flngejeigf  worben  wäre. 

6.  ®ie  befobtfb^en  3'ff**^**  longfam  in  ©ebroud^ 
gefommen,  wie  es  in  jenem  3«*talfet  nidbf  anbcref  fepn 
fonnte.  SERan  fie^t  es  ans  einer  arif^metifdben  0dbrift 
beS  Leonard  US  Pisanus,  bie  im  3- ^ ^02  »erfaßt 
ifi.  9ßon  biefer  finbef  man  eine  ousfii^rlicbe  32acbrid)f  in 
beS  Targioni  Tozzetti  Relazioni  d’alcuni  viaggi  fatti 
in  Toscana.  T.  II.  p.  39.  ber  jweiten  2lusgabe  ju 
giorenj.  1768.  35ie  ©d)rift  bes  2eonarbo  ifi  ouf  bec 
SOiagliabecdbifdKn  S5ibiiotl)ef  ju  §ioren§  i)anbfci>rifttidb 
»orbanben.  2)er  95erfaf]cr  erjiblL  bap  fein  Söater,  ein 
Hanbeismann)  ii)n  in  bem  studio  abaci  unferricbtef  f)abe} 
ber  »ortreffiid^e  Unferrid;f,  mit  ben  neun  Figuren  ber  ^fn* 
ber  JU  re(^nen,  l^abe  i^m  ganj  norjuglid)  gefallen;  ec 
feobe  baraus  begriffen,  was  er  au,f  feinen  weifen,  wegen  bec 
jponblung  unternommenen  üveifen  in  unb  au0er  (Europa 
mit  vieler  SÜu^e  gelernt  l)ätte;  bas  2llles  aber  unb  anbere 
9ved;nungsncten  l^alte  er  gleidbfom  für  fcblerl)aft  (quasi 
errorem)  in  S0ergleid)ung  mit  ber  9ßeife  ber  3nber. 
©eswegen  wolle  er  biefe  fo  beutlid»  ols  niöglid?  »ortragen. 

erften  i?apifel  jeigf  er,  wie  mit  ben  neun  §iguren 
imb  bem  3eid)en  0,  welches  orabifd?  Zephirum  l)ei^e, 
olle  gefc^riebctt  werben.  9)ian  fiel)f  aus  biefer 

@d)rift,  ba^  bie  inbifd)e  EKcd^enfunfi  gegen  (Enbc  bes 
12ten3ai}tf)nnt>erfS  fclbfl  unter  .Kaufieutcn  nod>  nid?t  aus» 
gebreitet  gewefen  ifi.  ©d?on  SOoffiuS  (de  Matheseos 
natura,  p.  34.)  war  ber  9üeinung,  baß  unfere  3af)l}ei(ben 
nid;t  »or  1300  ober  l^ocbfiens  1250  in  (Europa  eingefu^rt 
fepen.  2BolliS  glaubt,  baß  i^r  ©ebraucß  öfter  fep,  au(^ 
in  (Englanb,  wenn  nid)f  iw  gemeinen  2eben,  bo^  in  aßro« 
ppmifd>en  ^of?ln.  ^ei  biefen  ^obe  wan  bpn  Einfang  gei 
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, at«  fte  au«  ben  acabtfc(?2n  Origfnatm  aBgef(^rleBett 
unb  juglcl*  iii’ß  2ateinifdbe  ubcrfe^f  )»urben ; 
man  bte  befabtfi^m  3*ff**^”  i“  anbcrn  ^{«(fcnungctt 
angemanbt.  3n  fccc  SöibtiotBcf  ju  O?:forb  |inb  aftronomU 
f^e  “tafeln  uon  einem  mourifcb  = fpanifc^en  95erfaffcr  21  r* 
ja4>el,  bje  etwa  um  1080  »eefertigt  pnb.  3«  biefen  finb 
befabific  Ziffern  gebraust.  '?)ie  (afeinif(^?e  2lbf(^rift 
fd^einf  um  1200  ober  bod>»or  1250  gemadjt  ju  fepn.  5>a 
bie  2Up()on(inifd)en  'tafeln  um  1270  ober  f(^on  1252  be* 
fannt  gemacht  woeben  (enb,  fo  ^<xt  man  jlch  gewip  nicht 
bie  SDiühe  gegeben , altere  non  geringerem  SBerthe  abjus 
fchreiben.  3«  anbern  @ainmtung  djlronomifiher 
^lafeln,  bie  für  ben  2lnfang  be«  34««  H50  beregnet 
fmb,  werben  fihon  bie  befabifeben  angetroffen.  . 

(£in  ^aar  ©chriften  über  bie  gejlredhnung  au«  ber  erflen 
Jpaifte  be«  13ten  3al)rhunbert«  jeigen  fte  aud;  in  olteti 
Cpemplaren.  SBie  früh  man  fte  im  gemeinen  £eben  ge= 
braucht  habe/  ifl  nid)t  juuerlüfftg  auojumachen.  ©ie  ültes  ' 
fl'e  ©pur  glaubte  2Balli«  auf  tinem  i?amine  ju  ^elm» 
bon  in  Sflorthamtonfhire  gefunben  ju  haben,  foU 
'genbergeflalt:  A“DO'Mo  133,  t,.  {.  1133.  giach  fei, 
ner  ^eit  meinte  man  noch  frühere  3ahreöjahlen  in  Sngtanb 
entbeeftiu  haben , als  1090  in  Solhefler,  auch  Ml 6 =2 
1016  , ferner  1011,  fogar  975.  dagegen  hat  S)r. 
SBarb  in  ben  Philos.  Transact.  erinnert,  ba^  e«  un» 
wahrfcheinlich  fep,  baf  bie  neuen  ^ahlieichen  »on  .^anb* 
werfsleuten  fo  fehr  früher  gebraucht  fetten,  ol«  non  ©e- 
lehrten,  ba  fte  in  feinem  alten  SOlanufcriptc  eher  Porfämen 
ol«  in  einigen  2lbfhriften  »on  be«  3 ohanne«  be  ©acro' 
S5  0 « c 0 &erf , ber  1256  geflocben  t^  ©r  bemerf t,  bafi 
bie  3nfchrift  ju.^elmbon  1233  gelefen  werben  müffe,  ba^ 
bie  iu  ©olhefler  1490  fep,  ba§  M16  feine  gahl,  fonbern 
bie  2lnfang«bu(hflaben  MIC  eine«  ölamen«  fep,  unb  bag 
flatt  ber  äahrjahl  975  bie  rbmifhe  3ahl  MXV  gelefen 
werben  müffe  (Mariyn’s  Abridg,  Phil.  Trans.  Vol.  9, 
p.  420.).  hit  3ahl  1011  hat  man  nahgehenb«  für  25uh» 
fiaben  au«  bem  Sflamen  eine«  ©chu^h«‘l‘8«»  «cfannt. 

3n  b.f  tnt lih«n  ^luffhriften  erfhetnen  nah  © a 1 1 c r e r « 
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3«(^cn. 

Sßer|Id?<run3  bie  «ft  Htm  ^a^cl^unbert  an; 
aber  in  Ucfunben  fetten  »oc  bem  15ten.  ?lucb  »»irb 

tjäufig  non  einer  3o^l  «»«  ni>f  SBorten,  ber  onbere 
mit  rbmif^en  ga^tjeidjen  ouögebrücft.  3‘ff««  f»nb  iN 
unter  ^aufenben  non  ürfunben,  beren  Driginate  er  in  ^an? 
ben  get)obt,  erjl  1527  norgefomnten. 

Stuwer  ben  fd^on  ongefü^rten  ©djriften  f.  m.  nod^: 

H u 1 1 o n ’ 8 mathem.  and  philos.  Dictionary. 
Art.  ^Figures. 

.^a  jlner»  ©efd>.  b.  !9lat^.  I.  ©.  36.  U.  ©.  695, 

iSerlinifdbe  Sldtter;  l^erauogegeben  non  23ie(ier. 

1.  Statt.  1797.  ®arin  Semerfungen  über  bie  Obser- 
vations  onthe  introduction  of  arabic  numerals  into 
England  by  M.  North,  in  ber  Archaeologia  by  the 
Society  of  Antiquaries  at  Lpndon.  1792, 

Weidler  de  characteribus  numerorum  vulga- 
ribus  et  eorum  aetatibus,  Vitemb.  1727. 

®ie  einjetncn  21bl^onbtungett  non  9Barb  ftnbef  man 
Philos.  Transact.  1735.  p.  120.  1735.  p.  136.  1744, 
p.  79, 1745.  p.  283.  1748.  p.  603.  3»»«  2lb^änbtungett 
non  SBattio  ebenbaf.  1683.  p.  399.  1700,  p.  677, 
Sßon  Sufffin  unb  Sartotn  1699.  p.  287.  1741. 
p.  652. 

SDom  UrfVrunge  ber  übticben  »on  Sieg« 

f rieben  im  ©ot^aifcbtn  9)?agoiin,  1.  Sanb.  1776, 

2.  Sanb.  1777. 

3au6cvquabrat/  f.  öuabrat,  magifcbe«. 

3 ci^ n C »*/  bie  3‘ff«”  «ft«”  Drbnung  im  befa». 

bifcben  3abtenfi;ficm;  'f-  3«^t««f9ftem. 

3e^necf,  f.  SSietecf  (48.  ff.y 

3ct(i^cn  in  ber  SOtatbemafif  ftnb miHfübrtidbe 
Silber  ber  ©r60en/  i^rer  formen  unb  Sßerbinbungen. 

2ßon  ben  3«‘4>«”  beflimmter  3af)f<”  f-  3<>^f«”f9ft«*” 
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»nb  Belchen  tmBeff{mmfer  ©röfen  jtnb 

^udbjtabcn,  f.  ©«jeidBnung'unb  25ucb|labenredBnung. 
bicfem  Slrtifcl  foll  nur  eine  Ueberft^t  bec  ge»6^n(ief>en 
Beiden  gegeben  »erben  ( f.  ^ I.  307. ). 

®a0  3lbbtfion  + / baö 

©ubtroction  ,i(i  — . ©erbe  u t f o rt  (Math. 

Dict.  Art.  Characters)  juerjl  bei  @ftfel  gefunben. 
©arban/  ^artalea  ti.  t2I.  gebraudbten  bie ©ui^flaben 
p unb  m,  b.  j.  plus  ober  piu  nnb  minus. 

Sludb  bebeufett  + unb  — »or  bem©b*^bol  einer  ©r60e 
ba0  ^ojitioe  unb  ölegafibe,  wie  j.  ©.  + a ober  — a 
(f.  ©nfgegengefeljte  @rö0en).  ®iefer  boppelfe  @cbrauc|> 
ber  + «nb  — l^af  ©intge  »eroniagt , für  ble  ©e* 

jiebung  bes  ©nfaegengefeftten  onbere  B«i4>en  pormfdbiageit 
(f.  j. ©.  Jj>.  21.  Dlotbe  2e^rb.  ber2lrit^m.  I. '2pjg. 
1804.  ©Uffeg  .Staphel),  ppn  benen  ober  feine  ollgemein  in  ‘ 
©ebrou^  gefommen  finb. 

©00  B«*^**i  9)luitiplicofion  ifi  X , bei  beflimnti 
fen  Balten,  bei  Sinien,  bie  burdb  bie  beiben  ©ud;flaben 
on  i^ren  ©nbpunffen  ongebeufet  »erben,  ef»o  bei  gebro» 
^enen  Soctoren,  ober  jur  2lbfonberung  einiger  ^oeforen 
eineg  ^robuefg  bon  ben  onbern,  wenn  jene  olg  ein  cinjiger 
goctor  betto(^tet  unb  ouggejeiebnef  »erben  feilen,  ©iefeg 
Beiden  ifl  bon  Dug^ereb  eingefübrf.  SBerben  bie 
§acforen  eineg  ^cobuefg  bur^  einjelne  ©ud>flabcn  be» 
5ei(^net,  fo  »erben  jte  blof  neben  cinonber  gefebrieben, 

»ie  abede...  2lud?  ein  ^unft  (.)  jeigf  bei  numerifdben 
^octoren  eine  SOlultiplicotion  on.  B-  35.  4.5  i(t  20. 

©ei  gebrodbenen  goeforen  in  beffimmten  ober  unbcfiimm= 
fen  ©rbpen  »irb  cbenfallg  no4>  oft  ein  ^unft  jur  ©ejei^? 
nung  ber  Sllultiplication  gebrouebt. 

©00  Beiden  ber  ©ibipon  ip  entweber  ein  ©fricb  niif 
bem  ©ibibenbug  borüber  unb  bem  ©ibifor  borunrer, 
wie  ober  : , j»ifd>en  bem  ©ibib.enbug  unb  ©ibifor, 
fo  bap  erperer  boron  pe^t,  »ie  a:  b.  ©eibeg  beipf  a 
butd>  b bibibirr.  2Benn  ©ibibenbug  unb  ©ibifor  oug 
mehreren  bepe^en,  fo  ip  bie  erpere  ©ejeii^nung 
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t)or)u}iel^en.  Se^fere  l^at  bet)  ba0  bic 

' ni^t  gefperrt  werben.  9^ eil  l^at  na(b  4>ut^on  a.  a.  0. 
ba?  3«*^i?***  5“*^  S^ejeicfenung  bec  S)it)i(?on  gcBcoucbf, 

weicbes  aber  in  beutfi^en  üteebenbäcbern  au(b  }uc  ^eiei(b' 
nung  ber  0ubtrartion  angewanbt  wirb. 

Bufammengefe^fe  (complepe)  @c60en,  weldbe  wie 
eine  einfo<be  ©r6^e  befra(bief  unt>  bebanbelf  werben  fbßen, 
werben  in  92*arenrbefen  ober  itionmiern  eingejdbtoffen , wie 
j.  (a  + b — c).  9fla<b>  bem  Dict.  math.  ber  franjöfti 
fcben Sncpftopdbie  (5lrt. Caractpre)  bat@uibo@ranbi 
fidb  bicfer  ^ejeidbnung  juerjt  bebienf.  SBa^rf^jcinlicber- 
pü^rf  biefetbe  aber  t»on  ^liberr  ©irorb  b«f.  Sßiefa 
jog  einen  0tri(b  über  bie  aio  einfa(b  ju  befra4)tenbc  cema 
piepe  ©rofe,  wie  a + b— c 3n  neuerer  B«‘<  *fl 
23ejei(bnung/  wiejteesi,  wenn  mehrere, ^^arenfbefen  bin- 
fer  einanber  »orfommen,  ober  bei  2ßurjelgrö0en , otleri 
bingo  auch  »erbienf , wieber  ntebr  in  5Iufnabmc  gefpmmen, 
00  i(l  j. 

1 a 

T'a.jJb  — c = Y (a  + b-.-c)  • 

5Inflaft  ber  j^Iatnmern  werben  bei  complepen  ©rbfen, 
wenn  eo  feinen  93?i0t»er(ianb  giebf/  juweilen  audb  ^Junfte 
gebrau(^r,  wie  j.  35.  bei  berüKultipIication  mehrerer  §affo* 
ren  in  einanber,  weleb«  einem  be|iimmten  ©efeße 
fortfcbreiten : 

n(n  — l)..(n  — m+ll  _n.n.— l.n  — 2..n  — m + 1 

“ 1.2. 3.. .m  1.2.3..,tn  ‘ 

3Me  mfe  ^^ofenj  »on  a wirb  burdb  a®,  bic  nfe  SSur* 

n m 

jel  aus  ber  mfen  ^^ofenj  bon  a burdb  Ka®  ober  a»  ‘ 
beieiebnef,  worüber,  fo  wie  über  V)crf4)iebenc  ülfere  S3e* 
jeiebnungen  ber  ^^of^njen  unb  SEöurjetn,  mit  ÜHehrereipt 
ber  3irf.  ^^otenj  natbjufeheu  ijl.  £Rur  bei  ber  üuabrafs 
wurjet  wirb  ber  ?S3ur5c(cpponcnf  weggelaffen,  ©ben  fp 
ftnb  log,  lognat,  sin,  cos,  tang,  cot,  sec,  cosec, 
sin  vers,  cos  vers,  Are  sin,  Are  cos,  Are  tang, 
u.  f.  f.  Uidbf  »er|länb(i4>e  ©ejeiebnungen,  über  bie  man  in 
ben  ^rff.  Logarithmus,  ©pclometrie  unb  ©oniometrie  weu 
iere35elebrung  fudheo  mu^.. 
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©äö  3et(|>en  bef  ©{ei^^cU  ifi  ±=.  OioBerf'  9fe* 
torbe  no<t>  ^uffott  Juerjl  gebrou(bt.  ©«d* 
corfeö  bcbtenfe  jid[?  bfö  3eidjjen0  =o  ; eben  fo  ^ubbe, 
9iot(e,  Ojanam  nd4>  Saverien  Dict.  Math.  5Dur<^ 
Jg)actiot  i(l  bdg  = S««ffi  aögehiein  geworben. 

Das  3eid?en  ber  Ungteid)l^eit  ifi  > unb  < . Oiclmü 
lidb  a > b l)ei0t:  a ifi  großer  al0  b,  unb  b < a ^ei^t: 
b ifi  fteinec  alo  a.  Dug^freb,  ©arrow  u.  ?I.  ht^ 
bienten  fl(b  ber  *~3  (sröpcf)  unb  .u^  (fteincr). 
®ag  3eid>en  Z i<i9t  au / bap  eine  @rö0e  größer,  ffciner 
ober  eben  fo  grop  oto  eine  oUbere  fei;n  fönnc  ( ©.  ben  2lrf. 
Söer^aitni^).  ©o  ifi  ein  neue«,  etwa  in  ber  beutfd;en 
' ^luogabebeo  ©ufUbees  vonSorenj  juerfi  gcbrau(^te9/ 

®a(5  3^‘4?tn  beö  orit^metifc^en  Sßerl^ärtniffcö  sweier 
©rö0en  ifi  a — b,  beg  geo'metrifcben  '93erl)fl{tniffeg  a:b. 
T)er  ©runb  biefer  SSejeicbmingen  burd>  baß  ©ubtractions» 
Unb  ®it)i|ion6jeicben  erbcQet  ieicbt  auo  ber  Sfiafur  biefeir , 
SÖerb^itniffe.  ®ie  arit[)inetifcbe  unb'geometrifcbe  ^ropor» 
tion  be}ei(bnct  man  burd>  a — b = c— unb  a:b=r 
c : d.  2e^tere  55ejeid)nung  ifi  feit  2Bo  tf  in  3)euff(^(anb 
aßgemein  eingefü^rt,  unb  entfpricbt  i^rem  3'uecfe  nollfom* 
men.  ©ngllfdje  unb  franiöfifdbe  ©(briftfieller  bejeidjnen 
bie  gcometrifd?e  Proportion  gewöbnlicb  burd?  a:b ::  c;  d. 
®aö  3^‘^^u  (::)  rü^rt  »on  Oug^treb  5Iud) 

finbet  man  a.b  = c.d  a(g  ©ejeicbnung  einer  geomctri» 
fcbcn  Proportion,  nad?  ©auerien  a.  a.  0.,  aber  feiten, 
©in  Sßerbaltni0,  wetd)eg  aug  benSSerbältuiffen  a:  b,  c:d, 
e:f,  u.  f f.  jufammengefe^t  ifi,  bejei^net  man  bur(^ 
(atb)  + (c:d)  + (e:f)  + .,..  ©ine  geometrifcbo 
progrefflon  wirb  Qud?  bejeidJnet  burd) 3,  6,  12,  24> 
48,  ....;  eben  fo  eine  fietige  oritbmctifi^e  Proportion 
burd>  -r-  a . b . c,  eine  fietige  geometrifd>e  Proportion 
bureb  4f  a.b.c.  ©ine  arit|metifdbe  progreffion  bureb 
-j-2,  6,  10,  14,  18,  22,  .... 

c/5  bebeutet  bei  einigen  englifdjen  unb  franiSflfdben 
©ebriftfiedern,  wenn  eg  jwifben  jwei  ©rö^en  fie^t,  wie 
j.  S.  a oo  b,  ben  Unterfd^ieb  ber  beiben  ©rbfen  a unb  b, 
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3cic^cn. 

mag  bie  borangcffgfe  a bi«  gr60«ri  ober  bl«  fieinefe 
fepn.  ©iefea  fc&cinf  »on  SSBallfö  juerff  g«* 

braucbf  }u  fe^n.  (Es  tjf  aber  »6lltg  ünnbf^ig  unb  unnö^r 
ba^cc  oudb  gar  niä)t  in  ©ebraudb  gefommett.  ^®ag  83ors 
' 5et^en  ber  ©iffcrenj  liefert  bie  nötl^ige  S3ej?immung  »on 
felbjl. 

25ei  beutf(^)en  ©dtiriftfiellcrn  iff  co  baef 
5Ie^)nlicbf eit,  ein  liegenbeö  lateinifi^eg  S.  ^cibnitj  unb 
SB  0 1 f l)aben  «6  jtierfl  angcwanbt.  Oft  gebraudbf  man 
tag  SBort  d^nlidb  felbft.  SJergl.  Miscellan.  Berolin^ 
Part.  III.  p.  159. 

SOiit  bem  SSegriffe  ^at  auch  @ an  ^ bag 
3eid;en  ber  ßa^len  - €ongruenj  eingefübrt  (f.  ben  ?Irt. 
ßa^l.  II.  1.).  ^ — 1 wirb  oft,  a^  in  biefem  SBörfer» 
bucbe,  burdt>  i bejei4>net. 

.^at  eine  ©rö0e  mehrere SBertl^e,  fo  wirb  na<b  ©auch 9 
ber  aüer  SBert^e  bur(|)  (Einfcblie^ung  in  hoppelte 

^arent^efen,  ein  befiimmter  SBert^  buedb  Sinfcblie^ung 
in  eine  einfadbe  ^arent^efe  bejei^net.  ©o  bejeicl;net  j.  S. 

f“((a+x))  ben  Inbegriff  aller  SBert^e,  wel(ibe  biefe 

n 

SBurjel  l^aben  fann,  Y'  (a  + x)  bagegen  irgenb  einen  be* 
flimmfen  SBert^  biefer  SBurjel.  ^ei  allen  mehrerer  SBer» 
t^e  fähigen  anali;tifcben  ^luobröcfen  i(l  biefe  23ejei(^nung, 
wet^e  allgemeiner  cingefn^rt  ju  werben  berbjente,  an* 
wenbbar. 

* bebeutet  ein  fe^lenbeg  ©lieb  in  einer  Dieifje  ober 
©leicbung,  wie  j.  S.  ax^  * + bx  + c = o,  weil  in 
biefer  ©lei^^ung  bag  bie  5^oten j cnt^altcnbe  ©lieb  ■ . 
fel)tt. 


3(1  y=  f(x);  eifte  ^unction  einer  perSnberliefjen  . 
©rb^e  X ( über  bie  25ejei4>nnng  ber  Functionen  f.  m.  ben 
Slrt.  Function.  2.),  fo  werben  ber  erfie,  jweite,  britte, 

bierte  3>ifferentialquotieTtf  nad^  ber  DJei^e  burd> 

5^’  bejeid^net.  Sagrang e’g  berioirte  Functio* 

nen  (Inb  mit  ben  ©ifferentialgnotienten  einerlei,  «nb  wer* 
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ben  ber  9te{^e  burd^  f"(  x ),  f"(  x ),  f"(  x ), 
f"  (x),  ....  bejeid()nef. 

S)!e  SngWnbet  gebrau4>en  ble  bott  2flen>(on  eingc* 
führte  l^6(^(l  unbequeme  SSejei^nung  ber  ouf  einanber  fo(» 

genben  S>ifferendatberl^d(fniffe  x:y,  x:y,  xty,  u.  f.  f. 
^e^f  mag  aber  biefe  23ejeicbnung  wo^t  audb  grb^fent^cUö 
abgefommen  fe^n.  3)1  y eine  gunction  mebrerct  berän* 
berli(bcn  ©rbpen  X,  v,  u,  ...,  fo  bebeufef  ben S)ifs 

ferentialquotienfen  bon  y in  S5ejug  ouf  x,  menn  b(o0  biej> 
©r6pc  alel  beranberlicb  betradbtef  wirb , b.  b-  bas  partielle 
©ijferential  bon  y in  S3ejug  auf  x. , (£ine  4bnli(be  S3ebeu* 

tung  baten  ©pmbole  mie  u.  f.  f. 

3)aet  unbefümmfe  3”t«9*^al  cineb  35ifferentialef  X«3x 
wirb  bur4>/Xdx  bejei^nef.  @oll  biefea  ^nf^dfal  aber 
jwifdben  ben  ©ranjen  a,  b,  b.  i.  bon  a biß  b,  genommen 
werben,  fo  erhält  man  ein  befiimmteß  integral,  unb  be» 
seiebnet  eß  na^  ben  neuejlen  franjbftfi^en  @tbfift(l«Hern 
Xdx. 

®ie  nte  Sßariation  einer  gunction  V wirb  burdb  <y“V 
beiei(bnet;  f.  Sßariationßre^nung. 

lieber  bie  bieten  rombinatorifdben  f-  w-  ben  3Irf. 
©ombinatorifebe  ^Inalpfiß  unb  2ocaljei4)en.  ©ben  fo  ben 
2Irt.  §acultät  über  bie  bei  biefer  ©ro^enform  gewbbntidben 
©ejeiebnungen,  u.  f.  f. 

\ 

Sßon  geometrif^en  bemerfc  man  nur  noch 

fotgenbe:  ■ . 

A ein  ©reieef. 

□ ein  Quabraf. 

CD  ein  ober  Parallelogramm  überhaupt. 

ABXBG  baß  unter  ben  2inien  AB  unb  BC  alß  }Us 
fammen(!o0enben  ©eiten  enthaltene  DJeebteef. 

AB 2 ober  AB’  baß  üuabraf  ber  2inie  AB;  auch  DABi 

O ein  Ärriß. 

^ ein  SSßinfel.  , 
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36rie. 

s 

L ober  ft/  oudE>0?/  ein  rc^fet'^infcT. 

J_  eine  fenfre4>fe  2inle,  wenig  üb(i^< 

II  §>aroHelert. 

' tt  @(ei<^e  unb  paraffeie  2inien. 

5ron5Ö(tf(^e  ©cbriftfleller  fe^en  über  bie  S^ejeidbnuftg 
eitler  geraten  Xinle  burdb  bie  bciben  ^u<^|Taben  A unb  D 
an  i^ren  Snbpiinffen  gcwöbnticb  einen  ©trieb/  wie  ÄF. 

S5ei  2ßinfelme(fungen  bebrüten  bie  3«^en/  "/  "/ 

©rabe/  ÜJiinuten,  ©ecunben,  “Tertien/  0uars 
ten  u.  f.  f.  / wie  ö.  25°  17'  32"  45'". 

S5ei  !9le||ungen  gerober  2inien  bebeuten  biefeiben  3^1* 
^en  Stützen./  §u§e,  Sötte,  Jinien,  ©rvupel  u.  f.  f. 
Um  Sweibeutigfeiten  ju  bereuten,  mag  man  in  biefem 
’^atte  einen  fteinen  QJogen  unter  jebeo  3«^^« 
j.  s.  16^  9-:^  8::  7'C. 

S)ie  hier  aufgefiJbrten  werben  bie  am  meifien  borfom* 
tnenben  3«‘4?en  feijn. 

3enß  nebjl  feinen  3«famn'««ff^«n9f«e  f ^öfenj 

(8.> 

3ci‘lcgUri9  (Partitio  nu* 

meroriim)  f.  ^b^iiung  (2.). 

Beritreute  9>roporti'on , f «erwart» 

nip  (13.). 

f-  (3.J. 

Zetetice,  ein  bei  ben  älfern  2UgibroifIert , ji 
Jparriot  unb  Sßieta,  gebräuebtif^co. i^unfiwort,  weicbes 
bie  ©rpnljung  ober  Slufflettung  ber  ©ieiebungen  bei  einer 
Slufgak  bejei^nef.  Pars  prior  Analytices,  quge  in 
constitutione  aequatiorium  versatur. 

f. 

3*5*1^  >^an  jebeo  t)on  jwei  pdteHIeieft  Ätdfen 
eingefcblojfenc  ©tücf  ber  lüberpelcbe  eine«  bureb  Umbrebnng 
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3one* 


1 

dnec  ffut»e  enffionbenen  Äörperg.  3m  5Irf.  ©pj^aroJb. 
( 35.  ff.)  ijl  von  bem  ^Iddbenin^otfe  ber  ^onen bco  tüiptu 
fd^en  0p^äroib0  auofübdii^  ge^onbetf/  meo^alb  mtir  {)tec 
nur  no^  einige  S3emecfungen  über  .^ugeljonen  beibringen 
woßen. 

' 1.  fSßan  bejeiAne  ben  .J^albmeffcr  ber  i?ugct  burdb  r, 
tinb  tc(i>ne  bie  Slbfciffen  vom  SWittelpunffe ; fo  ijl  bic 
©leicbung  bes  erjeugenben  .^reifes  x*  + €nf* 

fprecben  nun  bic  ^ataßclfreife , wcl^je  bie  3one  Z begrün* 
Jen,  ben  2lbfciffen  ce,  a;  fo  iff  no4)  ?bi- 1-  514. 

Z=u2nf^ydxfl  + (g)\ 

w>tt 

+ y^y  - ö.  ^ — y } 

fjdxY'i +(fo‘  =ß^rf  - « • 

^(fo  Z = 27ir(a— a).  S)a  nun  offenbar  a — « bie 
^)öf)e  ber  ^ont,  unb  2r7i  bie  Peripherie  eineo  größten 
.Äugetfreifes  i|li  fo  ftnbef  man  ben  3nb<>^f  «‘««f  fpbüri* 
fben  3one,  wenn  man  mit  ihrer  Jg)6he  bie  Peripherie  eine« 
größten  .Äugelfrcifeo  muifipncirf.  (Einen  etemcnfaren  25e* 
weiß  f.  m.  in  Legendrc  Eiern,  de  Ge'om.  Livre 
VIII.  Prop.  XI.  2lu(b  i|!^  wie  fcbon  2lrdhimebe0 
(De  Sphaera  et  Crlindro  I.  50.  Cloroll.  4.)  gefunben 
hat,  ber  einer  fpharif^)en  3one  ber  ©eiten* 

fladhe  eineo  geraben  ^plinbcro  glei4>^  meti^jer  mit  ber  3one 
einerlei  J^6he  unb  mit  ber  j^ugel  einerlei  .^albmeffer  hat. 

2.  ®er  beg  ber  3on<^  entfpredhenben  jKörperg 
iflnodh  ^h^*  I-  580.,  menn  wir  benfelben  burdh  Z' 
beiei4>nen,  = 

Z'  1=  71  /*  J^Sx  4 ' 

f %ß  d 

2lber 

Sföx  =/(r=-x’)t1x  = r'-x  ~ ^x^  . 

folglich 

^ Z’ = Tir- (a  — o)  — ;j7i(a*— o*) 

= 7ir’(a — o)  — j- 7«  ( a-^o)(  a- + aa  4- o"  ) 

= 7ir^(a  — b)  ^7i(a— o)a*  — ;J^7i(a  — a)a’ 


V. 


n(  a — a)sim 

Sfff 
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3one. 

: j(a  — a)(r*— + ^n(ä  — a)a* 
+ 4^(a— B)(r*  — a’)7i  + ^™(a  — »)o* 
— yw(a — «)a« 


= (a— “)  • 


{ r’- — a’)  71  + (r’.; — a’  ) n 


+ ^7r(a  — &)* 


r2  — a*  unt)  r*  — f?nb  offenbat  bie  öuabrafc  bec4)a{6= 
meffer  bet  ©runbfceife  ber  3one.  9Man  erhalt  alfo  bctt 
;\nba(tbe«  enrfprc(f>enben  Körpers  / wenn  man  bie  ^6^e 
ber  Sone  mit  ber  ©umrne  ber 
©cunbf reife  muttipticirr,  unb  ben  ^n\)alt  einet  jtuget  ab^ 
birf,  beren  Durcfemeffer  bie  Jpö^e  ber  Sone  ijt.  ©inen 
anbern  S5e»ei&  f.  bei  2egenbre  a.  o.  O.  L.  VIII. 
p.  XVIII. 

§ur  einen  bto^en  fp^drifdben  3tbf4>niff  i|l  bie  eine  ©runb» 
ftacbe  = Of  ober  a = r.  51tfo  ber  §tä(^enin^att  = 
Ojrr(r — a)  (1.),  unb  ber  cubifcb«  3nt)att 

I 

SOli  f.  ?trdbimebeo  1.  c.  Coröll.  1. 

3.  ©inb  bie  9eograpbif<^>tn  ©reifen  ber  ^aratletfreife 
einer  SoneH,  H';  fo  ifl,  wenn  beibe  ©reifen  nörbtic^, 
ober  beibe  fubti(^  jinb,  bie  .^ö^e  ber  Sone  offenbar 

= rcos(90«— H')  — rcos(90«— H) 

= rjsinH'  — smH(  . 

«SBare  bie  ©reife  H'nörbti^),  II  bagegen  fublidf),  ober 
umgefe^rf;  fo  ertietlif  teidbf,  ba0  man  H negafi»  nel^men 
muß,  woburcb  baß  SOiinußjeifben  in  obigem  ^lußbrucf  in 
ein  ^tußjeidben  nerwanbett  wirb.  $otgtict>  bie  Dberpa4»c 
ber  Sone  na^  (!•) 

= 2jtr=  I rin  H'  — rin  H | 

. . . /H  — H\  /H'+H\  r 

= 4r*7iHnf — 2 — — 2 — j 

(©oniomefrie.  28.). 

5ür  eine  fübti4>e  ©reife  H,  wenn  H' n6tbti(^>  / wirb 
biefer  2tußbrucf 

§uc  bie  gemäßigten  Sonen  ber  ©rbe  iß  H=  23®  28', 
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3ufammmöefe§feö  23er^((nl^/  ,ii87 

H'=66«  32';  förbie  fatfenH=66«32'/  H'=90«5 
für  bie  ^«i^e  Sone  H = — 230  28',  H'  =.  + 23» 
28';  woraus  mon  mtffetfi  »orfte^enber  ^ornier  iinb  bes 
befonnten  miertern  J^albracffers  ber(Erbe  tel4>t  bie  giücben* 
rüume  ber  einjetnen  So*^*^  berechnen  fann. 

4.  <Be9  nun  ber  SWdbeninhaif  eines  fp^arif^iett  Sßiec* 
ecfs,  welches  t>on  jwei  befannten  802eribianen  unb  }wei 
befannten  ^arofleifreifen  cingefchtoffen  wirb/  = V.  ©ie 
£üngen  unb  ©reifen  feiner  0pi§en  fepen  L,  L'  unb  H,  H'. 
35er  jwif4)cn  ben  beiben  SOieribianen  enfhöffcne  ©ogen  bes 
Slequafors  ijl  = L' — L.  5Irei 

ber  gonjen  Son«  ==Z;  fotethfCft  Ui^t  bie  Ovichfigfeit-. 
fotgenber  Proportion:  , ' ' . , , 

360“  :L'— L = Z;  V . 

2UfO 


’ Y — Z.- , 

’ ^ 360“ 

b.  i.  no^  (3.) 


\ 

u 

II 

> 

(^)-H 

fH-H) 

< ^ J 

i-m 

— ~ 1*2  «,  i 

_r  «1 

l ^ J 

1/  — L muß,  fo  wie  90” , in  ©raben  ausgebrücff 
fepn.  SBdre  L'  — L.  in  ©ecunben  gegeben , fo  mü^t? 
man  auch  90®  auf  ©ecunben  bringen. 

S^lfalU^e»?  ^uuft,  f.  Perfpectip  (9.). 

SufdHige  SBur^eln,  f.eieichung  (m.). 

Sugeor.bneter  ober  conjugirter 

^ U II  f t / f.  ©onjugirt.  III.  unb  ißietfacher  Punft. 

t 

Su^nnie;  f.  '^ractoria. 

Sufammcngcfe^tc  ©leid^unä,  f. 

©teichung  (4.). 

« 

3 u fa mm c ug cf v’^tce  Sßcrl^dltni'p# 

f.  93erbdUni)j  (14-.). 


Digitized  by  Google 


1188 


I 


Sufamm^ngefe^te  Sal^l,  f.  ft’mm 

(1.),  ^^eKec  einer (!•)• 

(?inien  (lineae 
convergentes ) finb  fol4?e  gfrab«  Siniei?/  wet(|je,  betlän» 
gert/  einanber  f^neiben. 

3ufa«/  f.  Corollarium.  ■ 

3tt>ei'9  einer  Erummen  Cinie,  f.^rumm« 

Sinie  (26.). 

juweUen  bie  bejlimmle  ober 
^>aupta;:e  ber^ippecbet,  welche  jn)if4>en  i^ren  betben©4>«i‘ 
lein  liegt. 

\ 

gmeit^eiliöe  @r6ge,  f.  sainominm. 


) 


0nige 
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Einige  S5eri<|>(igungen, 

* 

16  3.  2 B.  u.  jl.  V f.  m.  V 
tmi  mfi 

— 19  — 17  tilge  man  einmal  » i e oben, 

— 22  — 3 ft.  a f,  m,  a*. 

—  11  ,&inter  brauet  ein  ?JunItum. 

r—  31  — 13  ft  Unterfud^ung  f.  m.  Untctfudfiung, 

— 41-r  7 ff.  (x-a)-^  f.  m,  (x-ar-*  . 

— 45  — 14  ff.  in  bem  f.  m.  inbem, 

— 51  — 9 ff.  and^  f.  m.  aud). 

— 60  — 6 0.  u.  ff.  ® igonale  f,  m.  ®iagonole.  . 

■!—  61  — 7 0.  u.  ff.  7.  f.  m.  7». 

— 77  — 1 SBcb  bem  Ärtüel  Sl)eorie  wäre  auc^  bie  SEf)epric  bcv 

3afilen  ju  erwätinen,  unb  bed^glb  auf  ben  2Crt.  3a<)l-  4. 
ju  verwcifen  gemefen. 

— 81  — $2  B.  u.  hinter  =5  C ein  Äomma. 

— 91  — 13  ff.  in  V eream  f.  m.  inversain. 

— 105  — 8 B.  u.  ff.  ben  f.  m.  bet. 

— 110  — 13  8.  u,  ff.  25,  f.  m.  24, 

— 111  — 4 ff.  für  f.  m.  ffir. 

— 111  — 16  ff.  quos  f.  m.  qua*.  ' __ 

— 136  — 1 B.  u.  ff.  cendit  f,  m.  »cendit.  ' 

— 153  — 2 B.  u.  ff.  A',  A",  A'"  f.  m.  A,  A',  A". 

— 158  — 8 B.  U.  ff.  27.  f.  m.  28. 

— 268  — 1 u.  2 ff.  .^albfugel  f,  m,  -^älfte, 

— 271  — 9 B,  u.  ff.  Bierten  f.  m.  britten. 

— 278  — 12  B.  u.  ff.  X f.  m.  X».  ' , 

— 281  — 3 B.  u.  ff.  BG»  f.  m.  + BG>, 

— 283  — 11  ff.  o f.  m,  a,.  . , 

— 288  — li  ff.  benn  f.  m.  bann.  ' 

— 296  — 10  fe$e  man  hinter  4.  p.  49-  eine  ^ arenthefe, 

— 300  — 6 u,  9 B.  u.  f.  nu  ff.  h, : J»i  unb  h. 

— 325  -^  7 hinter  gebroudh=te  ein  Äomma. 

— 332  — 16  B.  u.  ff.  ben  auch  ältern  f.  m.  ben  älte rn  auch. 

— 333  — 10  B.  u.  ff.  3.  3.  iKaher  f.  m.  3.  -E.  SRoner, 

— 395  — 5,  6,  8,  9 u.  10  B.  u.  möffen  alle  fünfte  Bor  bem  Su^ffaben 

«(.getilgt  werben. 

— 463  — 1 ff.  400  B,  Sh-  f.  m.  400  n.  ®h. 

— 5,37  — 21  ff,  (22.)  f,  m.  (21.). 

— 600  — 6ff.  Bonxf.  m.  x,y,z 

_ 804  — 4 B.  u.  muf  baB  erffe  ^luBjeichcn  im  3ähter  beS  JBruch«  Bor 
bem  ffBurjeljeuhen  ein  9Äinu«}eichen  fe®n. 

— 848  — 12  B.  u.  ff.  eine  f.  m.  ?in. 
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